CALCULO L1 — NOTAS DA VIGESIMA PRIMEIRA AULA
UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

REsSuMO. Nesta aula, abordaremos a técnica de integracao conhecida como fragdes par-
ciais. Esta técnica pode ser utilizada para calcular a integral de qualquer fungao racional
— desde que seja conhecida a fatoragao do seu denominador como produto de polindémios
de grau 1 ou 2.

1. DESCRICAO DO METODO

Para polinomios a(X) e b(X) com coeficientes reais, desejamos calcular a seguinte
integral

a(X)
1 dX
W s
Podemos dividir a(X) por b(X) obtendo um quociente ¢(X) e um resto r(X) tais que

a(X) = ¢(X)b(X) + r(X)

sendo o grau de 7(X) menor que o grau de b(X). Dividindo esta igualdade por b(X),
chegamos a

a(X) _ ¢(X)b(X) + r(X)
b(X) b(X)

Conseqiientemente

2) / Zg(())dX: / (q(X)+ Zg;) dX = / g(X)dX + / Zgng

Portanto, por (2), reduzimos o célculo da interal apresentada em (1) ao calculo da integral
de:

e um polinomio, que sabemos como fazer; e

e uma funcao racional cujo numerador possui grau inferior ao denominador.
Para calcular a dltima integral, necessitamos fatorar b(X) como produto de polinémios
irredutiveis sobre os reais. Lembramos que os polindmios irredutiveis sobre os reais pos-
suem grau 1 e 2. Um polindémio de grau 2 sera irredutivel sobre os reais se e somente se
nao possui raiz real. Depois decompomos o quociente

r(X)

b(X)
como a soma de fragoes “menores” — dai o nome da técnica de integracao: fragoes
parciais. Para cada polinémio irredutivel' monico? p(X) que divide b(X), seja n o maior

Estas notas foram escritas pelo professor da disciplina, Manoel Lemos.
lUm polinémio com coeficientes reais é dito irredutivel quando nao pode ser decomposto como o
produto de dois outros polinémios com coeficientes reais de grau menor.
2Um polinémio é dito ménico quando o coeficiente de sua maior poténcia é igual a 1.
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inteiro positivo tal que p(X)™ divide b(X). Este polinémio irredutivel originard n fragoes
parciais na decomposicao de
r(X)
b(X)
cujos denominadores sdo as k-ésimas poténcias de p(X), para k variando de 1 a n, a saber:
a1(X) ax(X) as(X) an(X)
p(X) " p(X)? p(X)* 7 p(X)
O grau do polinémio que esta no numerador de cada uma destas fracoes parciais é menor
que o de p(X). Isto é,

e a;(X) é um numero real quando p(X) tem grau 1; ou
e a,(X) = ap X + B, para nimeros reais oy, e O, quando p(X) tem grau 2.

Vamos fazer um exemplo. Considere a seguinte fracao:

(3) X6 —-3X1+9
X2 (X +1)3(X2+ X 4 1)2

Como o grau do produto de polinémios é igual a soma dos graus dos polinomios envolvi-
dos no produto, temos que o denominador possui grau 9 = 1+ 1+ 1+1+ 142+ 2.
Portanto, é maior que o grau do numerador. Note que o denominador esta fatorado como
o produto de polinomios irredutiveis sobre os reais. Conseqlientemente existem nimeros
reais a,b,c,d, e, f, g, h,i tais que a fragdo em (3) é igual a

a b c d e fX+g hX +1
4) —=+—=+ + + +

X X2 X+1 (X412 (X+1P¥ X2+X+1 (X24+X+1)?
Nao iremos calcular os valores de a, b, c,d, e, f, g, h,i porque serd complexo e nao lancard
luz a teoria. Faremos isto, a seguir, em exemplos menores. Note que sabemos como
integrar cada uma das fragoes que aparecem em (4). Portanto, desde que a decomposigao
do denominador como produto de polinémios irredutiveis sobre os reais de uma funcao
racional seja conhecida, serd possivel integrar tal funcao.

Exemplo 1. Calcule a sequinte integral

/5X3—|—2X—4

dX
X?2-2X

Como, na funcao racional cuja integral desejamos calcular, o numerador tem grau maior
ou igual que o denominador, necessitamos dividir o numerador pelo denominador desta
fragdo com o objetivo de escreve-la como a soma de um polinémio com uma outra fungao
racional na qual o numerador tem grau menor que o denominador. Temos que

5X° +2X —4 = (5X +10)(X? — 2X) + (22X —4)
Ao dividirmos esta identidade por X2 — 2X chegamos a

5X3+2X — 4 22X — 4
=5X +10+ o —
X2 2X R D Ty

Como a integral da soma é igual a soma das integrais, obtemos que

X3 42X — 4 22X — 4
/ oy dX_/(5X+10)dX+ 5o
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Consqilientemente

(5) /5X3+2X —4 5X? 22X -4

dX = — + 10X ——=dX
X2 -2X 2 10X+ X2 -2X

A fatoracao de X2 —2X como produto de irredutiveis é X (X —2) e daf existem ntimeros
reais a e b tais que
22X —4 a b
(6) X2 2X X X2
Ao somarmos as fragoes que estao a direita desta igualdade, temos que
2X -4 a N b a(X—-2)+bX (a+b)X —2a
X2-2X X X-2 @ XX-2) @ X?2-2X

Como as fracoes que estao nos extremos desta igualdade possuem o mesmo denominador,
tém de possuir também o mesmo numerador, isto ¢,

22X —4=(a+b)X —2a
Mas dois polinomios sao iguais quando possuem os mesmos coeficientes e dai
a—+b=22
—2a = —4
Portanto, a = 2 e b = 20. Substituindo os valores de a e b em (6), temos que
22X -4 2 n 20
X2-2X X X-2

Como a integral da soma é a soma das integrais e a multiplicacao por escalar comuta com
a integracao, obtemos que

22X — 4
X = x| -2 ux
X2 _ox? /Xd +/X—2d

=2 [ =dX +20 —dX
[ wexen [
=2In|X| +201n|X—2|+C
Substituindo o valor desta integral em (5), concluimos que

5X3+2X —4 5X?2
dX = —— +10X +2In|X|+20In|X — 2
/ %z 9% 5t 0X +2In|X|+201n| |+ C

O proximo exemplo foi calculado na décima nona aula quando do computo da integral
da secante ao cubo. Agora, faremos utilizando uma técnica de integracao, que é aplicavel
a varios outros casos similares, e nao um truque que vale tnica e exclusivamente para
uma situagao especifica.

Exemplo 2. Calcule a sequinte integral

/ sec 0dO
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Pela definicao da secante, temos que

(7) /sec@d@z/ b :/cos.1 0do
cos

Isto é, a funcao que esta sendo integrada é o produto de uma poténcia do seno por uma
poténcia do cosseno. Como o expoente da poténcia do cosseno é impar, a mudanca de
variavel

X = senf com dX = cosOdo

transforma esta integral em uma funcao racional na varidavel X. Logo

1 dX dX dX dX
—1 _ _ o o
(8) /COS Qde_/COSQCOSQ_ 00820_/1—sen29_/1—X2
Como 1 — X% = (1 — X)(1+ X), exsitem ntimeros reais a e b tais que
(9) I a N b a(l+X)+b(1-X) (a—bX+(a+b)
I-X2 1-X 14X  (1-X)(1+X) 1— X2

Portanto, 1 = (a—b)X + (a+b) edaia—b=0ea+b=1. Logo a = b = 3. Substituindo
estes valores em (9), temos que
1 1 1

—X2 20—X) 201X

Como a integral da soma é a soma das integrais e a integracao comuta com a multiplicacao
por um escalar, temos que

/1—1X2dxz/ﬁd?(+/mdx

1 1 1 1
_5/1—XdX+§/1+XdX

In|l — X In|1+ X
LTRSS TTE

Substituindo este resultado em (7) e (8) e voltando a varidvel inicial, chegamos a

/SeCGdG— Il + X Infi=X] +C = In|1+4 senf| In|l— send)|

2 2 2 2 +C

Use as propriedades da funcao logaritmica e uma identidade trigonométrica para verificar
que a resposta obtida agora para esta integral coincide com a anterior que foi In |tg 6 +
secO| + C

Exemplo 3. Calcule a sequinte integral

2X -5
X
/X4+X3+X2d

Exsitem nimeros reais a, b, ¢ e d tais que

(10) 2X -5 2X —5 _a+b+ cX +d
X4+ X34+X?2 X2(X24+X+1) X X2 X24X+1
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Somando as fragoes que estao apods o iltimo sinal de igualdade, temos que

2X -5 aX(XPH+X+D)+0X?+X+1)+ (X +d)X?
X4 X34+ X2 X2(X2+ X +1)
C(a+ o)X+ (a+b+d)X? + (a+b)X +D
- X414 X34+ X2

Portanto, o numeradores destas fracoes tem de ser iguais, isto é,
2X —5=(a+ )X’ +(a+b+d)X*+ (a+b)X +b

Como dois polinémios sao iguais quando os seus coeficientes coincidem, temos que

b= -5
a+b=2
a+b+d=0
a+c=0
Logo a =7,b = —5,c = —7,d = —2. Substituindo estes valores em (10), concluimos que
2X —5 7 ) 7TX +2

XT X3 4X2 X X2 X?yX 41
Como a integral da diferenca é a diferenca das integrais e a multiplicacao por um escalar
comuta com a integragao, temos que

7X +2
/X4+X3+X2dX /XdX_5/X2dX /X2+X+1 X

As duas primeiras integrais sao faceis de serem calculadas, pois o integrando é uma
poténcia de X. Consqiientemente

2X —5 5 TX +2
(11) /X4+X3 SdX = 71n|X|—I—X X1
A partir de agora, daremos atencao ao calculo da integral que falta, a saber:
7TX 42
X2+ X+1
[remos mudar a variavel de forma que o denominar se transforme em um multiplo de
Y2 + 1, onde Y serd a nova variavel de integracao. Note que, apds completarmos o

quadrado, obtemos que
1\*> 3 3|4 1\? 3/2X +1)°
X2+ X+1=(X+= S= o X4z 1| == 1
++(+>+4 [(*)* 4[(@)*

dX

2 413 2
Se
2X +1
(12) y— 27
V3
entao
(13) X2+X+1:Z(Y2+1)

De (12), temos que

(14) X:@ e dXz?
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De (13) e (14), concluimos que
(15) TX +2 dX_/[7< =) 12| (3 _dY /7\/_5/ 3
X2+X+1 3(Y2+1) V3 v

Observe que
7V3Y -3 1
—dY = dy — dy
/ Y2yl 7‘/_/1/2 3/Y2+1

_ 7V3In(Y? +1)

5 —3arctgY + C
Substituindo este valor em (15), temos que
X +2 7In(Y? +1)
———dX = ————= —V3arctgY + C
X2+ X+1 2 VaarcgY +

Retornando a variavel original, chegamos a

X +2 In(X?2+ X +1 2X +1
X27+;;,+1dX:7n( —Zi_ + )—\/garctg( \/—ﬁi_ )—i—C

Ao substituirmos o valor desta integral em (11), temos que

5 TIn(X?+4+ X +1) 2X +1
X =7In|X|+— —
dX =Thn|X|+ 5 +\/§arctg( 7 )+C

/X4+X3+X2

Exercicio 4. Calcule as sequintes integrais:

(i)
X
dX
/ 3X2+5

X3 4+2X
3X2+5

3—10X
———dX
/4X2+9

dX

dX

/2X3—3X+3
X2+ X

1

dX
X34+3X%24+2X

dX

/X3+2X2+3X+6
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2. SUBSTITUIGAO PELA TANGENTE DO ARCO DA METADE

Sejam a(X,Y) e b(X,Y) polindmios com coeficientes reais em duas variaveis. Considere
a integral

a(sené, cos )
1 AP
(16) / b(sen @, cosf) a0

Apresentaremos uma técnica que transforma esta integral em uma integral de uma funcao
racional. Logo possivel de ser solucionada com a técnica desenvolvida na se¢ao anterior.
Esta técnica é a unica parte do programa que nao daremos énfase neste curso e nao serd
cobrada em nenhuma avaliac¢ao.

Sabemos que
te(20) 2tg
a) = ————
& 1 - tga
Dividindo o numerador e o denominador desta fracao por 1 + tg? o, temos que
2tg «

(17) tg(20) = T s

Note que a soma do quadrado no numerador com o quadrado do denominador de (17) é
igual a 1. De fato,

2tga \’ 1—tg2a\”  (2tga)?+ (1 — tg2)?
<1+1g2a) +_<1+tg2a) B (1+ tg?a)?
CAtg?a+ (1-2tg%a+ tg'a)
a (1+ tg®a)?
1+2tg2a+ tgha
= =1
(1+ tg®a)?
Portanto, o numerador de (17) é igual a sen(2a) ou — sen(2«) e o denominador ¢é igual a
cos(2a) ou — cos(2ar). Analisando o sinal destas fungoes, temos que

2tg o 1—tg?a
S@D(2OZ) = m € COS(QOJ) = m
Fazendo 0 = 2a e X = tga, obtemos que
2X 1— X2
(18) senf = T © cosf = X
Note que
dX = sec’ ada = (1 + tg* a)da = (1 + X?)do
Isto é,
dX
19 dj = ———
(19) 1+ X2

Ao fazermos a mudanga de varidvel descrita pelas relagoes dadas em (18) e (19), a inte-
gral (16) se transforma em uma integral de uma fungao racional — que foi abordada na
secao anterior. Esta mudanca de varidavel é conhecida como a substituicao pela tangente
do arco da metade.



8 UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

Exemplo 5. Transforme a sequinte integral em uma integral de uma funcdao racional
através de uma mudanca de varidvel

/5sen6—7c059+3
senf 4+ 2cosf + 2

do

Por (18) e (19), temos que

/5sen9—7cosﬁ—l—3d0_/ 5(%) _7<}J_r_§z> +3 [ dX ]
senf + 2cosf + 2 (%)4-2(%;—%)_{_2 X2 +1
Multiplicando o numerador e o denominador da primeira fracao na integral a direita da
igualdade por 1+ X2, temos que
/ Ssenf — 7cosf + 3 g — / {10X —7(1 - X?)+3(1 +X2)] [ dX }
sen + 2 cosf + 2 2X +2(1-X?)+2(1+X?) | | X?2+1

10X2% +10X — 4 dX
:/{ 2X +4 ] {X2+1}
[ 5XP45X -2
B / (X +2)(X2+1)
Como exercicio, fica para o leitor o calculo da tltima integral.

dX

3. RESPOSTA DO OUTRO EXERCICIO
4. (i) DEXD) | o (i) X2 4 WOXD) L o (i) Larctg (2X) — 2In(4X2 + 9) 4+ C (iv)

6 18
X?— 92X 4310 [X|—4ln|X 41|+ C (v) gln] XX+ C (vi) —In| X +2] + 2OCH)

X24+2X+1
\/ig arctg <\%> +C
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