CALCULO L1 — NOTAS DA VIGESIMA AULA
UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

REsuMoO. Nesta aula, consideraremos mais uma técnica de integragao, que é conhecida
como substitui¢ao trigonométrica. Esta técnica pode ser empregada para eliminar raizes
quadradas de polindmios de grau 2.

1. USANDO A IDENTIDADE FUNDAMENTAL ENTRE O SENO E O COSSENO
Sabemos que, para todo nimero real 6,
sen’f =1 — cos* @
Multiplicando esta identidade por a?, para um nimero real positivo a, obtemos que
a’sen’ 6 = a® — a* cos> 0
Extraindo a raiz quadrada desta identidade, chegamos a
alsen | = va? — a? cos? 0

Caso 0 < 0 < 7, temos que senf nao ¢é negativo e conseqiientemente esta relagao pode
ser reescrita como

(1) asenf = va? — a?cos? 6

Portanto, a seguinte mudanca de variavel

(2) X =acosf com dX = —asenfdb
transforma, por (1), v/a2 — X2 em asen @, elimiando a raiz quadrada.

Exemplo 1. Calcule a sequinte integral
/ X4 - XX
Vamos fazer X = 2cosf e dai dX = —2sen6df. Logo
/medx = /400829\/m(—25en0d9)
= /4 cos? 0(2sen 0)(—2 sen 0df)

= —16 / cos? 6 sen? 6dH

A 1ltima integral ja foi calculada na décima oitava aula. Vimos que

0 sen(40)

2 2
= — C
/cos 0 sen” 6d0 3 39 +

Estas notas foram escritas pelo professor da disciplina, Manoel Lemos.
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Portanto,
5 sen(460)
(3) X\/4—X2dX:—29+T+C
Necessitamos retornar a variavel original. Observe que
sen(460) = 2sen(26) cos(20)

= 4senf cosf(2cos* 0 — 1)

[2 cos 0][(2 cos )% — 2][2sen 0]
2
X(X2—2)Vi-X?
2

Substituindo em (3), temos que
X X(X?-2)v4— X2
/X2x/4—X2dX:—2arccos (3) + ( 4> +C

A préxima integral, que é semelhante a anterior, pode ser calculada de maneira anédloga.
Contudo, pode ser resolvida de forma mais simples com uma outra mudanca de variavel.

Exemplo 2. Calcule a sequinte integral
/ X1 - X2dX
Neste caso, considere Y =1 — X? e dai dY = —2XdX. Portanto,
/X3de - /szXdX = /(1 ~Y) Y% = —% /(1 —Y)WYdY

Note que

2Y: 2Y3
/(1—Y)ﬁdyz/(1—y)yédyz/yé_yédy: 32_ 52 C
Conseqiientemente
— 1[(2vy: 2v3 Y: ys
/X3 1_X2dXZ_§< 32_ 52)+C:?2_?2+0

Retornando a variavel original, chegamos a

5
2

_v2 _v2\3
/X?’\/l—X?alX—(1 ;() —(1 ?;X) +C

Finalizamos esta parte da aula determinando a area A da regiao que é interior a uma
elipse possuindo eixos medindo 2a e 2b.

Ao colocarmos eixos coordenados no plano de forma que o das abscissas contenha o eixo
da elipse de comprimento 2a e o das ordenadas o de comprimento 2b, a equacao desta
elipse sera

(4)

Veja a figura a seguir.

X2 y?

a2+b_2:1
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Y
b

Podemos reescrever (4) como

2
Y=y [1-
a2

Portanto, esta elipse é a uniao dos graficos de duas func¢oes dadas pelas expressoes

Fo(X) _b,/1—f—j e f_<X):—b,/1—f—;

O gréafico de f,(X) coincide com a parte da elipse contida no semi-plano superior e o
grafico de f_(X) é a intersecao da elipse com o semi-plano inferior. Como a elipse é
simétrica com relacao ao eixo das abscissas e a area da regiao que € interior a elipse e esta
contida no semi-plano superior é dada pela integral

a a X2 a X2
/_aer(X)dX:/_ab\/l—?dX:b/_a\/l—?dX

temos que a area interior a esta elipse é dada por

a 2
Y
a a

Vamos fazer a seguinte substituicao trigonométrica para calcular esta integral X = a cos6
e dai dX = —asenfdf. Observe que

2 24
1__ \/W_\/l_COSQQ_\/SGHQQ—|Sen(9|—Sene

desde que 6 pertenga ao intervalo [0, 7], por exemplo. Note que, quando X = —a, temos
0 = 7 e que, quando X = a, temos 9 = O Logo, apods esta mudanca de variavel, chegamos
a

0 0
A= 2b/ sen(—asen fdf) = —Qab/ sen? Odf

Usando a identidade trigonométrica para sen®f em termos do cos(26), temos que

09 _ 0
A= —2ab/ 1#8@9)(19 = —ab/ 1 — cos(20)db

0
= —ab(0 — 7) = wab

™
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Conseqiientemente a area da regiao que ¢ interior a uma elipse tendo eixos medindo 2a e
2b é igual a mab.

2. USANDO AS OUTRAS IDENTIDADES FUNDAMENTAIS

Para todo niimero real 6, a seguinte relacao é verificada:
sec? = tg?h +1
Multiplicando esta identidade pelo quadrado de um nimero positivo a, temos que
a’sec’ 0 = a*tg? 0 + a?
Ao extrairmos a raiz quadrada em ambos os lados, chegamos a
alsec] = /a2 tg20 + a2
Quando —F < 6 < 7, temos que sect > 0 e daf
(5) asect = \/m

Conseqilientemente, a segunte mudanca de variavel
X =atgd com dX = asec’Odf
transforma v/ X2 + a? em asec¥.

Exemplo 3. Calcule a sequinte integral
/ VX?2+ X +1dX

Antes de fazer uma substituicao trigonométricas, vamos simplificar o polinomio de
grau dois que esta no interior da raiz quadrada completando os quadrados e mudando sua
variavel. Temos que

1 2
X2+X+1:<X+§) +z§1

SeY:X—i—%,entéodY:dXedai

/\/X2—|—X+1dX:/\/Y2+ZdY

SeY = @tg@, entdao /Y2 + % = \/Tgsecﬁ edY = %gsecz 0df. Logo

(6) /\/YQ—l— %dY:/ (%ﬁ secﬁ) <§ sec? 9d«9> = z/sec3 0db

Agora passamos a calcular a integral do cubo da secante. Faremos utilizando a técnica
de integracao por partes:

/sec30d0: /sec298e09d9 = tg&sec@—/tg@(tg@sec@)d@



MANOEL LEMOS 5

Portanto,
/sec3 0df = tgfsect — /tg29 sec 0df
= tgfsect — /(sec2 0 — 1) sec 0db
= tgfsecl — (/ sec® 9dh — /sec 9d0)
Conseqlientemente

2/sec39d0: tg@sec@—i—/sec@d&

B sec O( tg 6 + sech)
—tg@sec@—i-/ ta 0+ secd

sec? 0 + tgfsech
= tgfsect df
gusee +/ tg 0 + secd

= tgfsech +In|tgd +sech| + C

do

Substituindo o valor desta integral em (6), temos que

/UYQ—I—de = 2(tg95€c€+ln\tg9+se09l)~|—C’

Substituindo o valor de tgf e secf em funcao de Y, temos que

/ 3 3(4. | 3 2 / 3
2, 2 A 24, ° 24 2
/ Y+4dY—8<3Y Y+4+ln\/§<Y+ Y—|—4>

Esta identidade pode ser reescrita como
/ 3 1.,/ 3 3 / 3
2 20y — = 2,242 24 °
/ Y—|—4dY 2Y Y+4—|—81nY+ Y—|—4
1
X+§+VX2+X+1‘+C

)

+C

Voltando a variavel X, temos que

1
/\/X2+X+1dX_Z(2X+1)\/X2+X+1+gln

A 1ltima substituicao trigonométrica serve para eliminar uma raiz quadrada do tipo
X2 _ 42

Neste caso, pode-se fazer X = asecf. Deixamos para o leitor a tarefa de verificar os
detalhes desta transformacgao.

Exercicio 4. Calcule as segquintes integrais:

/ VA= X2dX

3 X2
——dX
0o V9 — X2
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(iii)
/ XV2X2 - 5dX
(iv)
/ VIX —XPdX

(v)
/ X244+ 9X2dX
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