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Questão 1: Oscilador harmônico

Considere uma partícula de massa m movendo-se em um potencial harmônico unidi-
mensional dado pelo hamiltoniano

Ĥ =
P̂ 2

2m
+
mω2X̂2

2
,

onde ω é a frequência angular, X̂ é o operador posição, e P̂ é o operador momento linear.

(a) (20%) Calcule a incerteza da posição, ∆X, quando a partícula se encontra em um
autoestado |n⟩ do hamiltoniano.

(b) (20%) Calcule o produto das incertezas, ∆X∆P , para o autoestado |n⟩, onde n =
0, 1, 2, .... Mostre que esse produto satisfaz o princípio da incerteza de Heisenberg.

(c) (10%) Suponha que a partícula esteja inicialmente no estado |ψ(t = 0)⟩ = 1
2
|n = 1⟩+

√
3
2
|n = 2⟩. Determine o estado do sistema |ψ(t)⟩ para um instante de tempo t

qualquer.

(d) (30%) Calcule a incerteza da posição quando a partícula se encontra no estado |ψ(t)⟩
obtido no item (c).

(e) (20%) Calcule o produto das incertezas, ∆X∆P , para o estado |ψ(t)⟩. Mostre que
esse produto satisfaz o princípio da incerteza de Heisenberg para todo instante de
tempo t.

Dados:

X̂ =

√
ℏ

2mω
(â† + â)

P̂ = i

√
mℏω
2

(â† − â)

â |n⟩ =
√
n |n− 1⟩

â† |n⟩ =
√
n+ 1 |n+ 1⟩[

â, â†
]
= 1
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Questão 2: Momento Angular

Seja ˆ⃗
L = (L̂x, L̂y, L̂z) o operador momento angular orbital de uma partícula.

(a) (30%) Obtenha a representação matricial do momento angular na direção x, L̂x, na
base de autoestados de L̂2 e L̂z, denotada por {|ℓ,m⟩}. Para isso, considere apenas
o subespaço ℓ = 1.

(b) (20%) Calcule os autovalores e autovetores de L̂x, representando os autovetores na
base {|ℓ = 1,m⟩}.

Considere agora que a partícula se encontra em uma superposição de autoestados de
L̂z dada por

|ψ⟩ = 1√
2
(|ℓ = 1,m = 1⟩+ |ℓ = 1,m = −1⟩).

(c) (30%) Represente |ψ⟩ na base de autovetores de L̂x.

(d) (20%) Supondo que uma medição de L̂x seja realizada, obtenha os possíveis resultados
dessa medição e suas respectivas probabilidades.

Dados:
L̂± = L̂x ± iL̂y

L̂±|ℓ,m⟩ = ℏ
√
ℓ(ℓ+ 1)−m(m± 1)|ℓ,m± 1⟩
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Questão 3: Teoria de perturbação

Considere um átomo de hidrogênio sujeito a um campo elétrico espacialmente uniforme
dado por E⃗ = E0ẑ, onde E0 é uma constante. Esse campo elétrico gera um potencial
perturbativo dado por V = −qE⃗ · r⃗, onde q é a carga do elétron.

(a) (40%) Obtenha a representação matricial da perturbação V para o subespaço degen-
erado n = 2, i.e.,

Vℓm;ℓ′m′ = ⟨2, ℓ,m|V̂ |2, ℓ′,m′⟩.

Deixe sua reposta em termos de uma integral em r. Dica: Os únicos elementos não
nulos da matriz são Vℓ,m;ℓ±1,m = ⟨2, ℓ,m|V̂ |2, ℓ± 1,m⟩.

(b) (20%) Usando o resultado do item (a), calcule as correções de primeira ordem na
energia do nível n = 2.

(c) (40%) Suponha agora que em t = 0, o campo elétrico aplicado se torna dependente
do tempo, assumindo a forma E⃗ = E0sen(ωt)ẑ. Considere que em t = 0, o átomo
se encontra no autoestado |n = 2, ℓ = 0,m = 0⟩ do hamiltoniano não perturbado.
Em primeira ordem de perturbação, calcule a(s) probabilidade(s) de transição em
um tempo t qualquer.

Dados:

ψ2,0,0 =
1√
8πa30

(
1− r

2a0

)
e−r/(2a0), ψ2,1,0 =

1

4
√

2πa30

r

a0
e−r/(2a0) cos θ,

ψ2,1,1 = − 1

8
√
πa30

r

a0
e−r/(2a0) senθ eiϕ, ψ2,1,−1 =

1

8
√
πa30

r

a0
e−r/(2a0) senθ e−iϕ,

iℏ
dcn(t)

dt
=

∑
k

eiωnkt Vnk(t) ck(t).
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Questão 4: Espalhamento

Considere uma partícula de massa m espalhada por um potencial V (r⃗) localizado em
torno da origem do sistema de coordenadas. A partícula incide com uma função de onda
plana que se propaga ao longo da direção z. Se V (r⃗) tem um alcance suficientemente
curto, a solução da equação de Schrödinger estacionária tem a forma assintótica (r → ∞)
dada por

φk(r⃗) ∼ eikz + fk(θ, ϕ)
eikr

r
,

onde k é o módulo do vetor de onda da função de onda incidente, e θ e ϕ são os ângulos
polar e azimutal, respectivamente.

(a) (35%) Sabe-se que fk(θ, t) é obtido a partir da solução

φk(r⃗) ∼ eikz +
2m

ℏ2

∫
G(r⃗ − r⃗′)V (r⃗′)φk(r⃗

′) d3r′,

onde

G(r⃗ − r⃗′) = − eik|r⃗−r⃗′|

4π|r⃗ − r⃗′|
.

Tomando o limite r → ∞ na função de Green G(r⃗ − r⃗′), mostre que fk(θ, ϕ) pode
ser aproximado como

fk(θ, ϕ) ≈ − m

2πℏ2

∫
e−ikr̂.r⃗′V (r⃗′)φk(r⃗

′) d3r′.

(b) (35%) Usando a aproximação de Born (aproximação de primeira ordem no potencial),
mostre que

fk(θ, ϕ) ≈ − m

2πℏ2

∫
e−iq⃗·r⃗′V (r⃗′) d3r′,

onde q⃗ = k⃗e − k⃗i, com k⃗i = kẑ e k⃗e = kr̂.

(c) (30%) Calcule a seção de choque diferencial, dσ/dΩ, para o potencial gaussiano dado
por

V (r⃗) = V0e
−µr2 .

Discuta fisicamente a dependência em q = |q⃗| da seção de choque diferencial.

Dados:

∫ ∞

0

dx x e−Ax2

sen(Bx) =
B

4

√
π

A3
e−B2/(4A)


