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capítulo 1

Introdução

Esta tese trata do problema da otimização de algoritmos aritméticos, com uma atenção es-

pecial a transformadas lineares1. A transformada discreta de Fourier (DFT, do inglês discrete

Fourier Transform) é uma das transformadas mais populares da engenharia [1, 2], e, neste

trabalho, dá-se uma atenção especial à mesma. No século XX, com a evolução dos computa-

dores, os conhecimentos nas áreas de complexidade computacional e algoritmos aumentaram,

bem como o interesse em diversos assuntos relacionados a essas áreas.

Entre esses assuntos, um deles é particularmente interessante, a classi�cação de um pro-

blema em tipo P ou NP (de�nições de P e NP são apresentadas adiante neste capítulo). Esse

é um dos assuntos preferidos dos teóricos da computação (talvez por um mero incentivo de

um milhão de dólares2), entretanto, leva a um comportamento bastante peculiar entre os

estudiosos em relação a algoritmos do tipo P. Para ser um pouco mais especí�co, se existe

um algoritmo que computa uma DFT de comprimento n com 1000n log n passos e alguém

desenvolve um algoritmo melhor, que resolve o problema em n log n, essa descoberta não foi

um grande feito (para um teórico da computação), pois, o segundo algoritmo tem a mesma

complexidade computacional do primeiro (embora seja 1000 vezes mais rápido). De fato, na

teoria isso não é nenhum avanço, entretanto, tente vender esse produto mil vezes mais lento

alegando que tem a mesma complexidade dos concorrentes.

Felizmente, as complexidades aritméticas de transformadas são todas do tipo P e, desde
1Para simpli�car a escrita desta tese, transformadas lineares são chamadas simplesmente de transformadas.
2Prêmio oferecido pelo milionário americano Landon Clay, através do instituto Clay de matemática, aos que re-

solverem cada um de sete problemas selecionados por matemáticos de reconhecido saber, sendo �P=NP?� um desses

problemas.
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Winograd [3], muitos algoritmos de transformada rápida de Fourier (implementação de alto

desempenho da DFT) competem, multiplicação a multiplicação, para ser considerado o melhor

algoritmo [4]. De fato, cada multiplicação pode representar um multiplicador a mais no

hardware, o que signi�ca um maior custo e maior tamanho, além de um maior consumo de

energia.

Para entendermos um pouco mais sobre o assunto, a próxima seção apresenta, de maneira

resumida, os principais conceitos e resultados do estudo de algoritmos. Ainda neste capítulo

são apresentados os principais conceitos sobre complexidade multiplicativa e sobre transfor-

madas rápidas de Fourier e convolução cíclica, ambos com diversas aplicações nas áreas de

processamento digital de sinais.

1.1 Introdução a Algoritmos

Antes de começar um estudo sobre algoritmos, é importante apresentar uma de�nição.

De�nição 1.1 Algoritmo é um procedimento que consiste em um conjunto �nito de regras, as

quais especi�cam uma sequência �nita de operações que fornecem a solução de um problema

[5].

Embora esta de�nição pareça um pouco vaga, ela contém duas palavras fundamentais para

o entendimento de um algoritmo, que são regra e sequência de operações. Ambas representam

dois aspectos distintos e importantes na implementação de um algoritmo. A regra está ligada

à descrição do algoritmo e tem a ver com a memória de programa, o número de estados da

máquina ou o programa fonte. Já a sequência de operações está relacionada com a sequência de

procedimentos realizados até o �m da execução do algoritmo, em relação a uma determinada

entrada, e está ligada diretamente à complexidade do algoritmo. O exemplo a seguir esclarece

bem esses dois aspectos de um algoritmo.

Exemplo 1.1

Considere um algoritmo para calcular o fatorial de um número inteiro positivo n, descrito

pela seguinte regra:

Regra: f = fat(n){se (n = 1)f = 1; senão f = nfat(n− 1); }
Esta regra de�ne um algoritmo recursivo para a função fatorial escrito em apenas uma linha,
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entretanto, a sequência de operações pode ser bastante longa, dependendo do valor de n,

precisamente, n comparações e n− 1 multiplicações. •

Também é possível ter uma regra complicada e uma sequência de execução rápida. De

forma geral, esses dois aspectos estão ligados mas existe uma certa independência sobre eles.

Minimizar a regra é minimizar o hardware, a memória de programa, enquanto minimizar a

sequência de operações é diminuir a complexidade, minimizar o tempo de execução e reduzir

o número de operações elementares realizadas, diminuindo a energia consumida no processo.

O objetivo da teoria da complexidade de algoritmos é estudar, quanti�car e classi�car a

sequência de operações de um algoritmo, ou simplesmente a complexidade do algoritmo. O

objetivo do estudo de algoritmos rápidos é procurar os algoritmos com menor complexidade.

Na próxima seção é apresentado um conceito mais formal sobre complexidade computacional

e classes de problemas.

1.1.1 Complexidade de Algoritmos

A complexidade de um algoritmo, como foi visto na seção anterior, está ligada à sequência

de operações realizadas pela máquina para executar o algoritmo. Nesse caso, um tipo de

máquina deve ser de�nido, a �m de padronizar a medição da complexidade (vale observar que

a complexidade varia de acordo com a máquina). A seguir, uma de�nição clássica na ciência

da computação [6].

De�nição 1.2 Uma máquina de Turing (MT) M é uma tupla (Q, s, qa, qr,Γ,Σ, δ), em que

Q denota um conjunto �nito de estados. Os estados (diferentes entre si) s, qa, qr ∈ Q, são,

respectivamente, o estado inicial, o estado de aceitação e o estado de rejeição da máquina M ;

Γ é o conjunto �nito que compõe o alfabeto de entrada, Σ ⊃ Γ é um conjunto �nito de�nido

como alfabeto �ta, e δ:Q x Γ → Q x Γ é a função de transferência.

A MT funciona sobre uma �ta que contém a entrada. A MT inicia no estado s e aponta

para o início da �ta. A função de transferência δ indica o que a MT faz, qual o próximo

estado e qual a próxima posição da �ta em função do estado atual e da posição atual na �ta.

O processamento termina quando a máquina chega no estado de aceitação ou rejeição (qa ou

qr).

A MT apresentada na De�nição 1.2 é também chamada de máquina de Turing determinís-

tica, porque é possível prever o próximo estado da MT a partir do estado atual e da posição
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atual na �ta.

O tempo de computação é o número de passos executado pela MT até o processamento

terminar. O tempo de computação está ligado com a sequência de operação do algoritmo

ou simplesmente com a complexidade computacional. A seguir, uma de�nição mais abstrata,

porém, importante para a classi�cação de problemas.

De�nição 1.3 Uma máquina de Turing não determinística (MTND) é uma máquina que

difere da MT por δ ser uma relação.

Nesta situação, não há uma função de transferência e sim uma relação de transferência,

isto é, pode haver vários estados que a MTND possa seguir dependendo do estado atual. A

seguir, mais uma de�nição que ajudará a compreender a classi�cação de problemas.

De�nição 1.4 Uma MT (ou MTND) é dita de tempo polinomial se existe um polinômio

p(x) tal que, para uma entrada v, o tempo de computação é no máximo p(|v|) (|v| denota o

comprimento de v ou o número de posições que v ocupa na �ta).

Com essa de�nição, temos a de�nição das classes de problema P e NP .

De�nição 1.5 A classe P de problemas (classe de problemas deterministicamente polino-

mial) é o conjunto dos problemas que admitem uma solução por uma MT de tempo polinomial.

De�nição 1.6 A classe NP de problemas (classe de problemas não deterministicamente po-

linomial) é o conjunto dos problemas que admitem uma solução por uma MTND de tempo

polinomial.

Se existe uma MT de tempo polinomial que resolve um problema, então também existe um

algoritmo polinomial e uma máquina que pode resolver este problema. O problema é então

classi�cado como P . Se existe uma MTND de tempo polinomial que resolve um problema,

então também existe um algoritmo não determinístico de tempo polinomial, que é um algo-

ritmo determinístico de tempo exponencial, que resolve o problema (o tempo de computação

é da ordem de 2p(|v|) [6]). Neste caso o problema é dito NP . Problemas NP tornam-se in-

tratáveis quando o comprimento da entrada aumenta. A relação entre as classes de problemas

P e NP é um famoso problema em aberto da ciência da computação. Sabe-se que P ⊆ NP

mas não se sabe se P = NP . A seguir, é apresentada a notação assintótica utilizada pela

ciência da computação na classi�cação e quanti�cação de problemas e algoritmos.
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1.1.2 Notações Assintóticas

Notações assintóticas são úteis na classi�cação de algoritmos e problemas, embora não

sejam de muito uso da área de algoritmos rápidos. Nesta seção temos uma entrada v com

comprimento n e um algoritmo A que resolve um problema com exatos f(n) passos (apenas

hipoteticamente falando; de forma geral, o número de passos varia com v e n). Pode-se utilizar

as de�nições assintóticas a seguir para quali�car e quanti�car o algoritmo A.

De�nição 1.7 A função f(n) é O(g(n)) (cota assintótica superior a menos de uma constante)

se, e somente se, existe c ∈ R+ e n0 ∈N tal que f(n) ≤ c.g(n) para todo n ≥ n0.

A seguir, alguns exemplos.

Exemplo 1.2

Se f(n) = 3n2 +n+1, f(n) é O(n2) (lê-se "ordem de n2"), com c = 5 e n0 = 1 por exemplo;

f(n) também é O(n3), mas não é O(n);

Se h(n) = n3 + n, então h(n) é O(n3) mas não é O(n2), com c = 2 e n0 = 1 por exemplo. •

De�nição 1.8 A função f(n) é Ω(g(n)) (cota assintótica inferior a menos de uma constante)

se, e somente se, existe d ∈ R+ e n0 ∈N tal que g(n) ≤ d.f(n) para todo n ≥ n0.

Exemplo 1.3

Se f(n) = 3n2 + n+ 1, f(n) é Ω(n2);

f(n) é também Ω(n), mas não é Ω(n3);

Se h(n) = n3 + n, então h(n) é Ω(n3) e Ω(n2). •

De�nição 1.9 A função f(n) é Θ(g(n)) (cota assintótica exata a menos de uma constante)

se, e somente se, existem c, d ∈ R+ e n0 ∈ N tal que f(n) ≤ c.g(n) e g(n) ≤ d.f(n) para

todo n ≥ n0.

Exemplo 1.4

Se f(n) = 3n2 + n+ 1, f(n) é Θ(n2);

f(n) não é Θ(n3);

Se h(n) = n3 + n, então h(n) é Θ(n3) mas não é Θ(n2). •
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Essas três de�nições são utilizadas para quanti�car um algoritmo A. Quando a função

f(n) é Θ(g(n)), diz-se que A tem complexidade Θ(g(n)), ou simplesmente A é Θ(g(n)), se A

possui tempo de computação f(n). A seguir são apresentados testes para veri�car se a função

f(.) é assíntota de g(.).

Proposição 1.1 (Teste da Razão O) Se

L = lim
n→∞

f(n)

g(n)

converge para um real não negativo, então, a função f(n) é O(g(n)).

Demonstração: Se L converge a um real não negativo, então, pela de�nição de limite, existe

um par N ∈N e ǫ ∈ R, ǫ > 0, tal que

|f(n)
g(n)

− L| ≤ ǫ

para todo n ≥ N . Pela desigualdade triangular

|f(n)
g(n)

| − |L| ≤ |L− f(n)

g(n)
| ≤ ǫ.

Utilizando o fato de que f(n) e g(n) representam tempo de computação, portanto funções

positivas, e L é não negativo, então

f(n)

g(n)
− L ≤ ǫ,

de modo que

f(n) ≤ (L+ ǫ)g(n),

e com n0 = N e c = (L+ ǫ), pela De�nição 1.7, f(n) é O(g(n)).

Vale observar que a condição de L convergir é su�ciente mas não necessária para f(n) ser

O(g(n)) e se f(n) é O(g(n)) não signi�ca que o limite L vai existir. Um exemplo disso ocorre

quando f(n) = (10 + (−1)n)n e g(n) = n. No caso em que f(n) e g(n) são crescentes, a

proposição torna-se su�ciente e necessária. A seguir são apresentados os demais testes.

Proposição 1.2 (Teste da Razão Ω) Se

M = lim
n→∞

g(n)

f(n)

converge para um real não negativo, então, a função f(n) é Ω(g(n)).
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Proposição 1.3 (Teste da Razão Θ) Se

L = lim
n→∞

f(n)

g(n)

ou

M = lim
n→∞

g(n)

f(n)

converge para um real positivo, então, a função f(n) é Θ(g(n)). Além disso, se M ou L

converge a zero, então f(n) não é Θ(g(n)).

A prova das proposições apresentadas segue o modelo da prova do Teste da Razão O. Um

exemplo de aplicação para esse teste é mostrado a seguir.

Exemplo 1.5

Sabendo que a complexidade multiplicativa (multiplicações complexas) de uma FFT de Cooley-

Tukey, para uma entrada v de comprimento n (n potência de dois [7]), é de n
2 log2(n), veri�que

que a complexidade multiplicativa da FFT é O(n2) mas não é Θ(n2).

solução: basta calcular L utilizando a regra de L'Hôpital,

L = lim
n→∞

n
2 log2(n)

n2
= lim

n→∞
log2(n)

2n
= lim

n→∞

1
n ln 2

2
= 0.

Portanto, a complexidade é O(n2) mas não é Θ(n2), é Θ(n log2(n)). •

A próxima seção trata sobre a teoria da complexidade aritmética proposta por Winograd

[3]. O postulado da complexidade aritmética apresentado no próximo capítulo foi inspirado

nesta teoria.

1.2 Complexidade Computacional Aritmética e Convolução

De forma direta e simpli�cada, a proposta de Winograd é contabilizar o número de opera-

ções aritméticas envolvidas na solução de um problema computacional [3, 8]. Parece simples

e intuitivo supor que as operações aritméticas governam a ordem da complexidade de um tal

problema. Uma justi�cativa para isso ocorre quando as operações aritméticas envolvem ponto

�utuante ou pontos �xos formados por vários bits. Uma outra ocorre quando comparamos

a complexidade física (complexidade da implementação do circuito, envolvendo número de

portas ou área utilizada para a integração num chip) de um hardware que implementa uma

mudança de estados a outro que implementa uma multiplicação.
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Para medir a complexidade aritmética de um algoritmo, basta contar o número de ope-

rações aritméticas envolvidas até o �m da computação. As operações são adição, subtração,

multiplicação e divisão.

Winograd propõe que computar a complexidade multiplicativa de um algoritmo consiste

em contabilizar apenas o número de multiplicações e divisões necessárias. Além disso, a

teoria da complexidade multiplicativa não contabiliza nenhuma multiplicação trivial. Segundo

Winograd, a multiplicação 3x é considerada trivial, pois pode ser resolvida por x + x + x.

Para formalizar a teoria, de�ne-se o corpo das constantes como um conjunto G, no qual

toda multiplicação ou divisão por um elemento de G não é contabilizada. Nos trabalhos de

Winograd e Heideman, eles adotaram G como o corpo dos números racionais.

A teoria da complexidade multiplicativa se baseia no fato de que o custo (temporal e/ou

espacial) das operações de multiplicação e divisão é muito mais alto que o das demais opera-

ções.

1.2.1 De�nições Básicas e Teoremas

Para uma breve introdução à teoria da complexidade multiplicativa, deve-se primeiro

de�nir o que é uma multiplicação. Para isso é necessário de�nir alguns conjuntos.

De�nição 1.10 Todo e qualquer conjunto de procedimentos aritméticos aplicados a uma en-

trada não inicialmente especi�cada, que é chamada de variável ou indeterminado, que apre-

senta um resultado como saída, é de�nido como operação aritmética.

Por exemplo, supondo x um indeterminado, então x + 1 é uma operação, que tem como

saída um valor numérico. Mas 1+1 não é uma operação pois, nesse caso, não existem variáveis.

1 + 1 é simplesmente considerado como uma constante, o mesmo que um único valor igual a

2.

De�nição 1.11 O corpo de computações, denotado por F , é o corpo ao qual pertence qualquer

variável de uma operação aritmética.

De�nição 1.12 O corpo das constantes é um subcorpo de F , denotado por G, no qual qual-

quer multiplicação ou divisão, envolvendo um elemento de G, é considerada como trivial, isto

é, não é contabilizada.
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No estudo de complexidade multiplicativa, F é adotado como o corpo dos números reais (ou

complexos) e G é adotado como o corpo dos números racionais (ou complexos com parte real e

imaginária racional, isto é, gaussianos). Por exemplo, sendo x uma variável, uma multiplicação

da forma x(3/4) é dita como trivial e portanto não contabilizada. Já a multiplicação x
√
2 é

contabilizada pois
√
2 /∈ G.

Para ilustrar esses conceitos, considere o produto de dois números complexos, (a + jb) e

(c+ jd). A expressão

m = (a+ jb)(c+ jd)

caracteriza um problema aritmético, o qual, para ser resolvido, necessita efetuar a operação

(a+ jb)(c+ jd), que é uma multiplicação entre números complexos. Considerando que a, b, c

e d são variáveis, esse problema pode ser posto na forma matricial



mr

mi



 =




c −d
d c








a

b



 . (1.1)

Neste caso são necessárias 4 multiplicações reais e 2 adições reais para resolver o problema.

Utiliza-se a seguinte notação para complexidade de algoritmos numéricos: Mc(.) e Ac(.) de-

notam, respectivamente, o número de multiplicações e adições complexas de um determinado

algoritmo, bem como Mr(.) e Ar(.) denotam, respectivamente, o número de multiplicações e

adições reais [7]. Assim, para a operação matricial (1.1), tem-se

Mr(Algoritmo de multiplicação entre números complexos) = 4,

Ar(Algoritmo de multiplicação entre números complexos) = 2.

Entretanto, o mesmo problema pode ser resolvido por outra sequência de operações. Consi-

dere agora a seguinte operação aritmética para resolver o problema da multiplicação complexa,




mr

mi



 =




1 0 1

0 1 1



















(c− d) 0 0

0 (c+ d) 0

0 0 d






















1 0

0 1

1 −1











a

b



















.

Nesse caso tem-se

Mr(Algoritmo de multiplicação entre números complexos) = 3

e

Ar(Algoritmo de multiplicação entre números complexos) = 5,
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o que signi�ca que o mesmo problema pode ser resolvido por um número diferente de mul-

tiplicações e adições reais, dependendo da forma em que a operação é posta a ser resolvida.

Considerando que c e d são constantes, isto é, existem apenas a e b como indeterminados, o

problema passa a ser a multiplicação de um número complexo (a + jb) por uma constante

complexa (c+ jd). Assim, como (c+ d), (c− d), d /∈ G, a complexidade do problema é

Mr(Algoritmo de multiplicação por cte complexa) = 3

e

Ar(Algoritmo de multiplicação por cte complexa) = 3,

como (c+d) e (c−d) não necessitam ser computadas pois essas adições não envolvem variáveis.

Muitos problemas aritméticos podem ser postos na forma matricial

s = Hd,

em que d, (N × 1), é uma matriz de indeterminados e H, (M ×N), é uma matriz de indeter-

minados.

Dois teoremas, que são importantes para esse tipo de problema, estabelecem uma cota

superior para a complexidade multiplicativa.

Teorema 1.1 (Teorema do posto linha) O número de multiplicações necessárias de al-

gum algoritmo que computa s = Hd é, pelo menos, tão grande quanto o posto linha de H.

Teorema 1.2 (Teorema do posto coluna) O número de multiplicações necessárias de al-

gum algoritmo que computa s = Hd é, pelo menos, tão grande quanto o posto coluna de

H.

As provas desses teoremas podem ser encontradas em [3, 7, 8].

1.2.2 Complexidade de uma Convolução

A convolução é um problema numérico clássico. Ela é utilizada em processamento de

sinais, �ltragem digital, algoritmos de interpolação, modelagem de canais de telecomunicações

e muitos outros problemas [2, 9, 10]. A convolução discreta se caracteriza conforme descrito

a seguir. Considerando duas sequência dn e gn, a convolução linear entre elas é a sequência

sn dada por

sn
∆
=

∞∑

m=−∞
dmgn−m

∆
= dn ∗ gn. (1.2)
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A convolução é comutativa, isto é

sn = dn ∗ gn = gn ∗ dn.

Esse problema pode ser restrito à situação em que dn e gn tem comprimentos �nitos,

respectivamente N e M . Isto signi�ca que dn = 0, ∀ n < 0, n > N − 1 e gn = 0, ∀ n < 0, n >

M − 1. Assim a computação da convolução linear se torna

sn =

N−1∑

m=0

dmgn−m =

M−1∑

m=0

gmdn−m.

É possível observar que o comprimento de sn é M + N − 1, isto é, sn = 0, ∀ n < 0,

n > M +N − 2. Além disso, o problema pode ser visto como uma multiplicação polinomial;

de�nindo-se a notação polinomial

d(x)
∆
=

N−1∑

n=0

dnx
n,

g(x)
∆
=

M−1∑

n=0

gnx
n

e

s(x)
∆
=

M+N−2∑

n=0

snx
n,

a convolução linear pode ser expressa por

s(x) = g(x)d(x).

A complexidade multiplicativa de uma convolução linear, pela operação direta de (1.2), é dada

por MN .

Observa-se também que uma convolução linear pode ser escrita como um problema ma-

tricial, pela expressão

s =














g0 0 . . . 0 0

g1 g0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . gM−1 gM−2

0 0 . . . 0 gM−1
























d0

d1
...

dN−1











.

como gn e dn são variáveis, esse problema é da forma s = Hd, em que a matriz H contém

todas as linhas linearmente independentes e, portanto, decorre do teorema do posto linha que

a complexidade multiplicativa para se calcular s é, pelo menos, M +N − 1.
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Em processamento digital de sinais, além da convolução linear, existe a chamada convolu-

ção cíclica ou circular, a qual é de�nida para sequências de mesmo comprimento. A expressão

da convolução circular é dada por

sn =

N−1∑

m=0

dmg((n−m))N = gn ◦ dn, (1.3)

em que ((n))N signi�ca n (mod N), sendo N o comprimento das sequências sn, dn e gn. A

convolução cíclica pode também ser representada como uma multiplicação polinomial por

s(x) = g(x)d(x) (mod xN − 1).

Pela operação de�nida em (1.3), são necessárias N2 multiplicações e N(N − 1) adições para

se computar um convolução cíclica de comprimento N .

Considerando o mesmo argumento utilizado para a convolução linear, mostra-se que esse

número de multiplicações é de, pelos menos, N . Entretanto, existe um teorema que estabelece

uma cota inferior maior.

Teorema 1.3 Seja p(x) um polinômio de grau N , produto de t polinômios relativamente

primos. Então, todo algoritmo que computa o produto polinomial

s(x) = g(x)d(x) (mod p(x))

necessita de, pelo menos, 2N − t multiplicações.

A prova desse teorema é encontrada em [3, 7].

1.2.3 Algoritmo de Convolução de Winograd

O algoritmo de convolução de Winograd, em relação à complexidade multiplicativa, é um

algoritmo ótimo. Este algoritmo é baseado no teorema chinês dos restos para polinômios

[7, 11]. Considere a multiplicação polinomial modular

s(x) = g(x)d(x) (mod m(x)),

com

m(x) = m0(x)m1(x) . . .mk−1(x),

em que todos os polinômiosmi(x) tem coe�cientes inteiros e MDC(mi(x),mj(x)) = 1, ∀ i 6= j.

De�nindo

si(x) = s(x) (mod mi(x)),
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o polinômio s(x) pode ser escrito como

s(x) =

k−1∑

i=0

ai(x)si(x) (mod m(x)),

em que ai(x) tem coe�cientes inteiros. As componentes si(x) são computadas por

si(x) = g(x)d(x) (mod mi(x)),

si(x) = (g(x)(mod mi(x))d(x)(mod mi(x)))(mod mi(x)),

si(x) = gi(x)di(x)(mod mi(x)).

Observa-se que a computação do resto da divisão por mi(x) não tem complexidade mul-

tiplicativa, pois os coe�cientes dos polinômios são todos inteiros (contido no corpo dos racio-

nais). Assim, as multiplicações estão todas no produto gi(x)di(x). O algoritmo de Winograd

para a convolução pode ser representado de forma matricial por

s = C[(Bg)⊙ (Ad)],

em que o operador ⊙ representa o produto de vetores termo a termo e as matrizes C, B e A

são matrizes de inteiros.

1.3 Algoritmos Rápidos para a DFT

Neste capítulo são apresentados os principais algoritmos rápidos para a computação da

transformada discreta de Fourier. Transformadas são ferramentas matemáticas utilizadas

em muitas aplicações da Engenharia. Particularmente, nenhuma delas é tão popular quanto

a transformada de Fourier [1, 9]. O mesmo vale para a sua versão discreta no tempo e

frequência, a transformada discreta de Fourier (DFT, do inglês Discrete Fourier Transform)

[2, 4, 7]. A seguir é apresentada a transformada discreta de Fourier, bem como algumas

notações e de�nições.

1.3.1 A Transformada Discreta de Fourier

As sequências v e V , com elementos vn, n = 0, 1, . . . , N − 1, e Vk, k = 0, 1, . . . , N − 1,

respectivamente, em que vn ∈ R e Vk ∈ C, formam um par da transformada discreta de

Fourier, denotado por

v
F←→ V,
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se

Vk
∆
=

N−1∑

n=0

vnW
kn
N , (1.4)

e

vn =
1

N

N−1∑

k=0

VkW
−kn
N , (1.5)

em que WN
∆
= e−j 2π

N e j
∆
=
√
−1. Diz-se que a sequência complexa V é a transformada

discreta de Fourier da sequência real v. O inteiro positivo N é dito ser o comprimento da

transformada. De forma geral, a sequência v pode ser complexa também, entretanto, para

�ns de cálculo de complexidade, é considerado que v é sempre uma sequência real.

O problema computacional a ser analisado é o da expressão (1.4). É possível representar

esta expressão por uma notação matricial, em que as sequências v e V são consideradas vetores

ou matrizes coluna, através de

V =Wv, (1.6)

em que

V
∆
=











V0

V1

...

VN−1











,

v
∆
=











v0

v1
...

vN−1











e

W
∆
=














1 1 1 . . . 1

1 WN W 2
N . . . WN−1

N

1 W 2
N W 4

N . . . W
2(N−1)
N

...
...

...
. . .

...

1 WN−1
N W

2(N−1)
N . . . W

(N−1)(N−1)
N














.

Sendo W uma matriz N × N , a complexidade multiplicativa da implementação direta,

em multiplicações complexas não triviais, representada pela expressão (1.4) ou pela equação

matricial (1.6), é dada por

Mc(DFT de comprimento N)
∆
= Mc(N) = (N − 1)(N − 1).
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A complexidade aditiva, em adições complexas, é dada por

Ac(DFT de comprimento N)
∆
= Ac(N) = N(N − 1),

pois são necessárias N − 1 adições complexas para cada componente da DFT. A notação

utilizada para a complexidade segue o modelo da referência [7]. A seguir, são apresentados

os principais algoritmos utilizados para implementar a DFT; esses algoritmos são conhecidos

como transformadas rápidas de Fourier (FFT)3 pois reduzem a complexidade multiplicativa

da DFT.

1.3.2 A FFT de Cooley-Tukey

O algoritmo de Cooley-Tukey é um dos mais utilizados para a computação da DFT, tanto

que �cou conhecido popularmente como FFT. Embora tenha o nome de Cooley-Tukey, esse

algoritmo foi descoberto por Gauss, em 1805, que estava aplicando a DFT para interpolar as

rotas de asteróides. Mais tarde, Gauss descobriu um método analítico melhor para resolver

o problema e não publicou as notas sobre a FFT, que só apareceram numa coletânea de

seus trabalhos [4]. Em 1965 o algoritmo foi redescoberto por Cooley e Tukey, e só em 1977

Goldstine percebeu a relação entre o algoritmo utilizado por Gauss e o algoritmo de Cooley

e Tukey [4].

Esse algoritmo considera que N = N1N2 é um número composto. Assim, considerando a

expressão (1.4), pode-se fazer a mudança de variáveis

n = n1 +N1n2,

com n1 = 0, 1, . . . , N1 − 1, n2 = 0, 1, . . . , N2 − 1 e

k = k1N2 + k2,

com k1 = 0, 1, . . . , N1 − 1 e k2 = 0, 1, . . . , N2 − 1. Com isso a expressão (1.4) se torna

Vk1N2+k2
=

N1−1∑

n1=0

N2−1∑

n2=0

vn1+N1n2
W

(k1N2+k2)(n1+N1n2)
N ,

Vk1N2+k2
=

N1−1∑

n1=0

N2−1∑

n2=0

vn1+N1n2
W k1n1N2+k2n1+k1n2N1N2+k2n2N1

N .

3A sigla FFT vêm do inglês fast Fourier transform, um termo questionável pois uma transformada com baixa

complexidade multiplicativa não implica, necessariamente, menos tempo de processamento.
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Considerando que, se M |N , então WM
N = WN/M , tem-se

Vk1N2+k2
=

N1−1∑

n1=0

N2−1∑

n2=0

vn1+N1n2
W k1n1

N1
W k2n1

N W k2n2

N2

ou

Vk1N2+k2
=

N1−1∑

n1=0

W k1n1

N1

(

W k2n1

N

N2−1∑

n2=0

vn1+N1n2
W k2n2

N2

)

. (1.7)

Colocando os vetores v e V em forma bidimensional, isto é

vn1+N1n2

∆
= vn1,n2

(1.8)

e

Vk1N2+k2

∆
= Vk1,k2

e de�nindo as matrizes

vN1N2

∆
= [vi,j ](N1×N2) (1.9)

e

VN1N2

∆
= [Vi,j ](N1×N2),

pode-se escrever que

Vk1,k2
=

N1−1∑

n1=0

W k1n1

N1

[

Wn1k2

N

(
N2−1∑

n2=0

vn1,n2
W k2n2

N2

)]

. (1.10)

Analisando de forma matricial a expressão (1.10), entre os parênteses, temos uma DFT para

as linhas de vN1N2
, seguida de multiplicações termo a termo, do resultado, com os valores W ij

N

para cada linha i e coluna j. Finalmente, aplica-se uma DFT para cada coluna do resultado

anterior. Isto resulta na matriz VN1N2
.

Exemplo 1.6

Supondo N = 12, N1 = 3 e N2 = 4. Assim

v = [v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9 v10 v11]
T ,

que, na forma bidimensional, de�nida pelas expressões (1.8) e (1.9), é

vN1N2
=








v0 v3 v6 v9

v1 v4 v7 v10

v2 v5 v8 v11







.
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Aplicando a DFT em todas as linhas de vn1,n2
, obtém-se a matriz V (1), isto é

V (1) = DFTlinhas(vN1N2
).

A matriz V (1) é multiplicada termo a termo pela matriz [W ij
12] para se obter a matriz V (2),

isto é,

V (2) = V (1) ⊙








1 1 1 1

1 W12 W 2
12 W 3

12

1 W 2
12 W 4

12 W 6
12







.

Finalmente, a matriz VN1N2
é obtida a partir da DFT de todas as colunas de V (2),

VN1N2
= DFTcolunas(V

(2)),

ou

vN1N2
=








V0 V1 V2 V3

V4 V5 V6 V7

V8 V9 V10 V11







,

cujos elementos são as componentes da DFT a serem computados. •

Observa-se, portanto, que a complexidade multiplicativa do algoritmo, utilizando a FFT

de Cooley-Tukey, pode ser decomposta por

Mc(N1N2) = N1Mc(N2) +N2Mc(N1) + (N1 − 1)(N2 − 1), (1.11)

bem como a complexidade aditiva é dada por

Ac(N1N2) = N1Mc(N2) +N2Mc(N1). (1.12)

Um caso particular de bastante interesse, denominado FFT de Cooley-Tukey de base 2,

ocorre quando N é uma potência de dois, isto é, N = 2m. Nesse caso, a expressão (1.7),

fazendo N1 = 2 e N2 = N/2, torna-se

Vk =

N/2−1
∑

n=0

v2nW
kn
N/2 +W k

N

N/2−1
∑

n=0

v2n+1W
kn
N/2, (1.13)

VN/2+k =

N/2−1
∑

n=0

v2nW
kn
N/2 −W k

N

N/2−1
∑

n=0

v2n+1W
kn
N/2, (1.14)

com k = 0, 1, . . . , N/2 − 1. Esta implementação é conhecida como dizimação no tempo. É

possível observar que

Mc(N) = 2Mc(N/2) +N/2
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e

Ac(N) = 2Mc(N/2) +N.

Quando N é potência de dois, as soluções para essas recursões são

Mc(N) =
N

2
log2(N)

e

Ac(N) = N log2(N).

Neste caso, a complexidade do algoritmo foi reduzida de Θ(N2) para Θ(N log2(N)). A Figura

1.1 mostra, para o caso N = 8, como o algoritmo é implementado.

Figura 1.1: Implementação em hardware do algoritmo Cooley-Tukey, dizimação no tempo, para N =

8.

Existe ainda a implementação do Cooley-Tukey conhecida como dizimação na frequência.

Para isso, calculam-se as componentes pares e ímpares da DFT separadamente; assumindo

que N é par, pode-se chegar as seguintes expressões [2]

V2k =

N/2−1
∑

n=0

(vn + vn+N/2)W
nk
N/2, (1.15)

V2k+1 =

N/2−1
∑

n=0

Wn
N (vn − vn+N/2)W

nk
N/2. (1.16)

A Figura 1.2 mostra a implementação do Cooley-Tukey, dizimação na frequência, para

N = 8. A complexidade dessa implementação é a mesma da implementação dizimação no

tempo.
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Figura 1.2: Implementação em hardware do algoritmo Cooley-Tukey, dizimação na frequência, para

N = 8.

É possível um melhoramento em termos de complexidade multiplicativa em relação à FFT

de Cooley-Tukey, por meio do algoritmo conhecido como FFT de Rader-Brenner. Esta FFT é

desenvolvida a seguir utilizando o algoritmo de dizimação na frequência4. Para isso, considere

as equações (1.15), (1.16) e a sequência an, dada por

an =







0, n = 0;

(vn − vn+N/2)/[2jsen(2πi/N)], n = 1, 2, . . . , N/2− 1.
(1.17)

Se o vetor Ak denota a FFT de an, isto é,

Ak =

N/2−1
∑

n=0

anW
nk
N/2, (1.18)

então,

Ak+1 −Ak =

N/2−1
∑

n=0

(anW
n(k+1)
N/2 − anW

nk
N/2),

Ak+1 −Ak =

N/2−1
∑

n=1

an(W
n
N/2 − 1)Wnk

N/2,

Ak+1 −Ak =

N/2−1
∑

n=1

an(2jsen(2πn/N))Wn
NWnk

N/2

e

Ak+1 −Ak =

N/2−1
∑

n=1

Wn
N (vn − vn+N/2)W

nk
N/2.

Adicionando (v0 − vN/2) em ambos os membros, tem-se

Ak+1 −Ak + (v0 − vN/2) =

N/2−1
∑

n=0

Wn
N (vn − vn+N/2)W

nk
N/2,

4Também pode-se usar o algoritmo sobre a dizimação no tempo [7].
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o que leva, por (1.16), a

V2k+1 = Ak+1 −Ak + (v0 − vN/2). (1.19)

Nesse caso, para computar as componentes an são necessárias (N/2 − 1) multiplicações

reais, pois as constantes [2jsen(2πn/N)]−1 são puramente imaginárias. O algoritmo então

consiste em computar an, computar Ak e obter V2k por (1.15) e V2k+1 por (1.19). Assim a

complexidade do Rader-Brenner é dada por

Mr(N) = 2Mr(N/2) + (N/2− 1)

e

Ar(N) = 2Ar(N/2) + 5N/2.

Um exemplo de implementação da FFT de Rader-Brenner, para N = 8, é mostrado na

Figura 1.3.

Figura 1.3: Implementação em hardware do algoritmo Rader-Brenner, dizimação na frequência, para

N = 8 e bn = [2jsen(2πn/8)]−1.

A complexidade da FFT de Cooley-Tukey é dada em número de multiplicações complexas.

Isso se deve à sua recursividade, pois um vetor de entrada real produz uma FFT complexa,

de forma que as entradas das recursões seguintes são complexas. A expressão da complexi-

dade do algoritmo de Cooley-Tukey ainda conta com algumas multiplicações triviais; para a

complexidade exata é necessária a implementação do algoritmo para se veri�car quantas mul-

tiplicações, de fato, existem (isto é, seguindo a de�nição de multiplicação de Winograd). A

Tabela 1.1 mostra a complexidade da FFT de Cooley-Tukey sem considerar as multiplicações

triviais.
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Tabela 1.1: Complexidade aritmética da FFT de Cooley-Tukey e Rader-Brenner, assumindo uma

entrada complexa, para alguns comprimentos potência de dois.

Cooley-Tukey Base 2 Rader-Brenner Base 2

Multiplicações Adições Multiplicações Adições

N reais reais reais reais

8 4 52 4 64

16 24 152 20 192

32 88 408 68 512

64 264 1032 196 1280

128 712 2504 516 3072

256 1800 5896 1284 7168

512 4360 13576 3076 16384

1024 10248 30728 7172 36864

2048 23560 68616 16388 81920

4096 53256 151560 36868 180224

1.3.3 A FFT de Good-Thomas

Esse algoritmo também é conhecido como FFT de fator primo [12] e precede a FFT de

Cooley-Tukey; de fato, este algoritmo inspirou o desenvolvimento da FFT de Cooley-Tukey

[13]. Nesse caso, N = N1N2, em que MDC(N1, N2) = 1, isto é, N1 e N2 são relativamente

primos. Fazendo a mudança de variável

n1 = n(mod N1)

e

n2 = n(mod N2)

existe uma solução para n, a partir do teorema chinês dos restos [14], dada por

n = n1a1M1 + n2a2M2 (mod N),

em que

M1 = N/N1 = N2,

M2 = N/N2 = N1,

a1N2 ≡ 1(mod N1)

e

a2N1 ≡ 1(mod N2).
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A solução pelo teorema chinês dos restos para essa situação é dada por

n = n1a1N2 + n2a2N1 (mod N).

Dessa forma, a equação (1.4) pode ser reescrita por

Vk =

N1−1∑

n1=0

N2−1∑

n2=0

vn1a1N2+n2a2N1
W

k(n1a1N2+n2a2N1)
N ,

Vk =

N1−1∑

n1=0

N2−1∑

n2=0

vn1a1N2+n2a2N1
W kn1a1

N1
W kn2a2

N2
. (1.20)

Agora, pode-se fazer a mudança da variável k da seguinte forma:

k1 = ka1 (mod N1)

e

k2 = ka2 (mod N2).

Resolvendo o sistema

k1a
−1
1 = k (mod N1)

e

k2a
−1
2 = k (mod N2),

o resultado é

k = k1N2 + k2N1 (mod N),

que, substituindo em (1.20), resulta em

Vk1N2+k2N1
=

N1−1∑

n1=0

(
N2−1∑

n2=0

vn1a1N2+n2a2N1
W k2n2

N2

)

W k1n1

N1
. (1.21)

Essa expressão representa uma transformada discreta de Fourier bidimensional [7]. De�nindo

uma nova representação bidimensional (ou matricial),

Vk1N2+k2N1

∆
= Vk1,k2

e

vn1a1N2+n2a2N1

∆
= vn1,n2

,

a expressão (1.21) torna-se

Vk1,k2
=

N1−1∑

n1=0

(
N2−1∑

n2=0

vn1,n2
W k2n2

N2

)

W k1n1

N1
. (1.22)

A seguir um exemplo para N = 12.
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Exemplo 1.7

Supondo N = 12, N1 = 3 e N2 = 4, tem-se

v = [v0 v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9 v10 v11]
T ,

que, passando para a forma bidimensional do Good-Thomas, leva a

[vi,j ](N1×N2)
∆
= vN1N2

=








v0 v9 v6 v3

v4 v1 v10 v7

v8 v5 v2 v11







.

Então, aplica-se a DFT em todas as linhas de vN1N2
, e em seguida em todas as colunas do

resultado da operação anterior5, para se obter a matriz VN1N2

∆
= [Vi,j ](N1×N2), isto é

VN1N2
= DFTcolunas(DFTlinhas(vN1N2

)),

ou seja,

VN1N2
=








V0 V3 V6 V9

V4 V7 V10 V1

V8 V11 V2 V5







,

cujos elementos são as componentes da DFT a ser computada. •

Observa-se, portanto, que a complexidade do algoritmo, utilizando a FFT de Good-

Thomas, satisfaz

Mc(N1N2) = N1Mc(N2) +N2Mc(N1) (1.23)

e

Ac(N1N2) = N1Mc(N2) +N2Mc(N1). (1.24)

1.3.4 A Permutação de Rader e a FFT de Winograd

A permutação de Rader é um algoritmo que transforma uma DFT, quandoN é um número

primo, em uma convolução circular de comprimento N−1; este algoritmo é também conhecido

como Rader primo (Rader prime). A grande vantagem da permutação de Rader é que ela

pode ser combinada com o algoritmo de Winograd para convolução circular, atingindo baixas
5O procedimento de computar a DFT em todas as linhas, seguido da DFT em todas as colunas é conhecido como

a DFT bidimensional [7].
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complexidades multiplicativas. Essa combinação é conhecida como a FFT de Winograd6. A

permutação de Rader também pode ser utilizada para potências de números primos.

Considerando a expressão (1.4) quando N = p, tem-se

V0 =

p−1
∑

n=0

vn

e

Vk = v0 +

p−1
∑

n=1

vnW
kn
N ,

para k = 1, 2, . . . , p − 1. Sendo α uma raiz primitiva de GF (p) [7, 14], é possível fazer a

mudança de variável

n = αr(n)

e

k = αr(k),

para n, k = 0, 1, . . . , p− 2. Assim, tem-se

Vαr(k) = v0 +

p−2
∑

n=0

vαr(n)Wαr(n)+r(k)

N .

Agora faz-se uma nova mudança, l = r(k) e j = p− 1− r(n); com isso,

Vαl = v0 +

p−2
∑

j=0

vαp−1−jWαp−1−j+l

N .

Utilizando o pequeno teorema de Fermat [14], αp−1 ≡ 1 (mod p),

Vαl = v0 +

p−2
∑

j=0

vα−jWαl−j

N . (1.25)

Considerando que

V0 = v0 +

p−2
∑

j=0

vα−j ,

e subtraindo esta expressão de (1.25), tem-se

Vαl − V0 =

p−2
∑

j=0

vα−j (Wαl−j

N − 1). (1.26)

6A FFT de Winograd pode ser referenciada como pequena FFT (Winograd Small Fast Fourier Transform) ou grande

FFT (Winograd Large Fast Fourier Transform). O algoritmo apresentado aqui é a pequena FFT para comprimentos

primos. O caso geral para um comprimento composto bem como a grande FFT pode ser encontrado nas referências

[3, 7, 11].
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Dessa forma, a DFT Vαl pode ser obtida por meio de

Vαl = V0 + (vα−l ◦ (Wαl

N − 1)),

em que ◦ denota uma convolução circular de comprimento p− 1.

Para implementar a convolução circular, aplica-se o algoritmo de Winograd para pequenos

comprimentos. Assim, de�nindo

sl = ((Wαl

N − 1) ◦ vα−l) = (gl ◦ v̂l),

em que gl = Wαl

N −1 e v̂l = vα−l , então, pelo algoritmo de Winograd, sl pode ser representado

matricialmente por

s = C([Bg ·Av]),

em que A, B e C são matrizes com elementos inteiros. Como g é conhecido, isto pode ser

representado por

s = CB′Av,

em que C e A são matrizes de inteiros e B′ é uma matriz diagonal com Mr(N) elementos

que não pertencem aos racionais, os quais determinam a complexidade multiplicativa do

algoritmo de Winograd. Obviamente, a expressão pode ser incorporada à equação matricial

de V , aumentando um pouco mais a dimensão das matrizes; assim, pode-se escrever, de forma

geral, que o algoritmo de Winograd fatora a matriz da DFT na forma

W = CNBNAN ,

em que CN e AN são matrizes com inteiros e BN é uma matriz diagonal comMr(N) elementos

que não pertencem aos gaussianos, totalizando Mr(N) multiplicações reais (multiplicações

reais pelo fato de que os elementos de BN são puramente reais ou puramente imaginários). A

FFT de Winograd é implementada por

V = CN [BN (ANv)].

A Tabela 1.2 mostra a complexidade aritmética da FFT de Winograd para alguns com-

primentos. Essa FFT também é conhecida como a pequena FFT de Winograd em alusão

aos comprimentos curtos utilizados na obtenção do algoritmo. Para comprimentos maiores,

utilizam-se combinações de técnicas [7]. A FFT de Winograd foi a melhor FFT, em termos

de complexidade multiplicativa, até a publicação da FFT otimizada em 2011 por Jerônimo

da Silva e Campello de Souza [15].
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Tabela 1.2: Complexidade aritmética da FFT de Winograd para uma entrada real.

Comprimento Multiplicações Adições

N reais reais

2 0 2

3 2 6

4 0 8

5 5 17

7 8 36

8 2 26

9 10 44

11 20 84

13 20 94

16 10 74

17 35 157

19 38 186

A seguir são apresentados algoritmos e�cientes para computar apenas uma componente

da DFT.

1.4 Algoritmos para Computar uma Componente da DFT

Em algumas situações é importante calcular apenas uma determinada componente da

DFT. Nesse caso, obter todas as componentes através de uma FFT é, na maioria das vezes,

um esforço maior do que computar uma única componente pelo método direto (1.4). Para essa

situação, existem algoritmos que reduzem a complexidade de implementação e a complexidade

multiplicativa. Esses algoritmos, entretanto, não são considerados FFT pois não reduzem a

complexidade multiplicativa assintoticamente. A seguir é apresentado o algoritmo de Goertzel.

Ainda existem os algoritmos JCO e JCO-Goertzel7, que são apresentados na Seção 4.6 do

Capítulo 4.

1.4.1 O Algoritmo de Goertzel

O algoritmo de Goertzel data de 1958 [16]; em uma única página de texto, Goertzel

desenvolveu uma forma e�ciente para computar uma única componente da DFT. Mais tarde,

esse trabalho foi melhorado e apresentado segundo as teorias de processamento digital de sinais
7Os algoritmos JCO e JCO-Goertzel são apresentados mais adiante pelo fato de que são partes dos trabalhos originais

desenvolvidos nesta tese.
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atuais [2, 17]. Durante muito tempo, o algoritmo de Goertzel foi o único algoritmo e�ciente,

em termos de implementação, para a computação de uma única componente da DFT. Para

apresentar o algoritmo de Goertzel, considere a representação polinomial para uma sequência

vn, denotada por v(x), dada por

v(x)
∆
=

N−1∑

n=0

vnx
n.

Dessa forma, uma componente da DFT, Vk, pode ser computada avaliando-se v(x) para

x = W k
N , isto é

Vk = v(W k
N ). (1.27)

Considere agora o polinômio pk(x), dado por

pk(x) = (x−W k
N )(x−W−k

N ) = 1− 2 cos

(
2πk

N

)

x+ x2. (1.28)

Nesse caso v(x) pode ser escrito, em notação polinomial, na forma

v(x) = pk(x)q(x) + r(x).

Os polinômios q(x) e r(x), obtidos por divisão polinomial, são únicos, de forma que r(x) tem

grau um. Como pk(W
k
N ) = 0, então

Vk = v(W k
N ) = r(W k

N ). (1.29)

Para avaliar r(W k
N ) é necessário uma multiplicação complexa e uma adição complexa, entre-

tanto, os coe�cientes do polinômio r(x) = r0 + r1x devem ser computados. A Figura 1.4

mostra como é possível computar esses coe�cientes; essa implementação é conhecida como

Goertzel ordem inversa.

Figura 1.4: Filtro para implementar a divisão polinomial por pk(x). Essa implementação é conhecida

como Goertzel ordem inversa, pois vN−1 é a primeira componente a ser alimentada no �ltro, A =

2 cos(2πk/N).
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Existem algumas formas de implementar o algoritmo de Goertzel ordem direta. A mais

conhecida é a que usa o �ltro digital H(z), dado por

H(z) =
1

1−W−k
N z−1

,

o qual recebe vn, n = 0, . . . , N −1, como entrada e produz yn como saída. É possível mostrar

[2, 17] que

Vk = yN .

Uma outra forma é considerar a sequência v̂n, de�nida por

v̂n
∆
= v((−n−1))N . (1.30)

Com isso, a DFT de v̂n é dada por

V̂k =
N−1∑

n=0

v((−n−1))NW
nk
N .

Fazendo a mudança i = −n− 1 (mod N), tem-se

V̂k =

N−1∑

i=0

viW
(−i−1)k
N ,

V̂k = W−k
N

N−1∑

i=0

viW
−ik
N

e, como v contém apenas componentes reais, então

V̂k = W−k
N (Vk)

∗,

ou

Vk = W−k
N (V̂k)

∗. (1.31)

A sequência V̂ pode ser computada pelo algoritmo de Goertzel ordem inversa e, nesse

caso, a entrada é a sequência v na ordem direta. Considerando que V̂k = r̂0 + r̂1W
k
N , tem-se

que

Vk = W−k
N (r̂0 + r̂1W

k
N )∗,

Vk = r̂0W
−k
N + r̂1W

−2k
N (1.32)

e, como W−k
N é zero de pk(x), pode-se escrever

1− 2 cos

(
2πk

N

)

W−k
N +W−2k

N = 0,
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ou

W−2k
N = 2 cos

(
2πk

N

)

W−k
N − 1,

o que, substituindo em (1.32), resulta em

Vk =

[

r̂0 + 2 cos

(
2πk

N

)

r̂1

]

W−k
N − r̂1. (1.33)

A equação (1.33) é uma nova implementação direta do algoritmo de Goertzel. Embora

apresente uma multiplicação real a mais, a implementação direta não precisa armazenar a

sequência de entrada v.

A complexidade computacional do Algoritmo de Goertzel é igual à complexidade para

computar r0 e r1 (ou r̂0 e r̂1), mais a complexidade de se computar Vk. Assim,

Mr(N) = N, (1.34)

Ar(N) = 2N − 3 (1.35)

para a implementação ordem inversa, e

Mr(N) = N + 1, (1.36)

Ar(N) = 2N − 2 (1.37)

para a implementação ordem direta.

1.5 Descrição do Conteúdo da Tese

Esta tese está organizada em sete capítulos. Este primeiro capítulo apresenta um resumo

sobre a teoria de algoritmos e teoria da complexidade aritmética. Ainda neste capítulo, exis-

tem descrições dos principais algoritmos utilizados em processamento digital de sinais, dentre

os quais se destacam as transformadas rápidas de Fourier (FFT), o algoritmo de convolução

e a FFT de Winograd e os algoritmos para computação de uma componente da transformada

discreta de Fourier (DFT).

A partir do Capítulo 2, existem apenas contribuições originais da pesquisa. O Capítulo 2

é uma reformulação ou renovação da teoria da complexidade multiplicativa, com o objetivo

de introduzir a teoria da complexidade aditiva e, junto com a teoria clássica [3], formar uma

teoria geral da complexidade aritmética.

O Capítulo 3 apresenta a teoria da complexidade multiplicativa para transformadas li-

neares, que, de uma maneira geral, relaciona o problema de se obter um algoritmo ótimo para
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se computar uma transformada ao problema de se obter uma base numérica para o núcleo

da transformada e, a partir disso, obter uma decomposição em matrizes postunitárias para

um conjunto de matrizes. Além disso, mostra-se como aplicar essa teoria na computação de

convoluções cíclicas.

O Capítulo 4 apresenta a teoria do Capítulo 3 aplicada à DFT. Neste capítulo, é apre-

sentada a transformada rápida de Fourier otimizada, [15], bem como o caso especí�co da

computação de uma única componente da DFT.

O Capítulo 5 apresenta a teoria da complexidade aditiva para transformadas racionais,

e mostra como essa teoria pode ser aplicada para qualquer transformada linear. Alguns

resultados apresentados nesse capítulo foram publicados em [18].

O Capítulo 6 apresenta os principais requerimentos de uma representação numérica e de

uma arquitetura de processamento para a implementações da transformada discreta de Fourier

otimizada para diversos comprimentos.

Finalmente, as conclusões da tese estão no Capítulo 7. A seguir é apresentado o postulado

da complexidade aritmética, que é a base da teoria apresentada nesta tese e é inspirado na

teoria da complexidade multiplicativa proposta por Winograd [3], a qual foi resumida na Seção

1.2 desta introdução.



capítulo 2

Introdução à

Complexidade Aritmética

Este capítulo trata das de�nições de complexidade aritmética. Seu objetivo é de�nir o

que são operações aritméticas e contabilizá-las em um determinado algoritmo para quanti�car

a sua complexidade. Embora pareça algo simples, uma de�nição consistente das operações

aritméticas é extremamente necessária para as expressões de complexidade multiplicativa e

aditiva, detalhadas adiante. Algoritmos com baixa complexidade aritmética implicam, intui-

tivamente, algoritmos mais e�cientes. De fato, menos operações aritméticas realizadas implica

uma menor complexidade de hardware e em um menor consumo de energia nos dispositivos

eletrônicos utilizados para implementar o algoritmo. Como exemplo de algoritmos aritméticos,

pode-se citar: uma avaliação de um polinômio de N -ésimo grau, p(x); a computação de uma

rotação de um vetor no espaço; a computação de uma transformada ou de uma convolução.

Considerando que existem quatro tipos de operações aritméticas, a saber, adição, sub-

tração, multiplicação e divisão, e que a complexidade aritmética da adição e subtração são

iguais e menores que a complexidade da multiplicação, então é aceitável que os primeiros algo-

ritmos aritméticos e�cientes procurassem minimizar o número de multiplicações do processo

(considerando que não há divisões). Em 1805, Gauss descobriu uma transformada rápida de

Fourier1, a qual chamou de "Um método de diminuir as tediosas computações dos coe�cientes

da série �nita de Fourier", que seria aplicado para o cálculo da trajetória de corpos celestes.

Entretanto, ele encontrou um método analítico melhor para o problema e o trabalho �cou
1Esse algoritmo foi redescoberto em 1965 por Cooley e Tukey e é comumente conhecido como FFT.
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desconhecido até 1977 [4]. Em 1954, Ostrowski propôs a ideia de se obter um valor mínimo

para o número de multiplicações necessárias para a avaliação de um polinômio de grau N . Seu

objetivo era demonstrar que o número mínimo de multiplicações para isso é N , entretanto,

Motzkin, em 1955, introduziu o conceito de preprocessamento de coe�cientes e mostrou um

meio de avaliar um polinômio de grau 4 com 3 multiplicações e 5 adições, e um polinômio de

grau 7 com 4 multiplicações e 7 adições [5]. Em 1980, Winograd introduziu a teoria da com-

plexidade multiplicativa, na qual se preocupava em diminuir o número de multiplicações de

um algoritmo aritmético [3]. Todos os pesquisadores citados objetivaram diminuir o número

de multiplicações em algoritmos aritméticos.

Quando Winograd formalizou os primeiros conceitos sobre complexidade multiplicativa,

ele também apresentou algoritmos e�cientes para computar a convolução cíclica e a transfor-

mada discreta de Fourier [3, 11]. Com essas de�nições, em 1988, Heideman apresentou um

valor mínimo para a complexidade multiplicativa (número de multiplicações reais) de uma

transformada discreta de Fourier [8]. Curiosamente, a FFT de Winograd não atingia este

mínimo para diversos valores do comprimento da transformada, mas, mesmo assim, as FFT

de Winograd foram os mais e�cientes algoritmos para o cálculo da DFT2 até 2011, quando foi

publicada a FFT otimizada de Jerônimo da Silva e Campello de Souza [15], a qual apresenta

algoritmos com a menor complexidade possível proposta por Heideman. Esses algoritmos são

apresentados no Capítulo 4.

A seguir são introduzidas as de�nições referentes à complexidade aritmética; essas de-

�nições são compatíveis com as de�nições de Winograd, de forma que as complexidades

multiplicativas não são alteradas. As novidades são a de�nição de adição e o fato de que

as multiplicações triviais são contabilizadas de forma independente, de modo a simpli�car a

computação das complexidades aditivas.

É importante observar que o postulado da complexidade aritmética, introduzido a seguir, é

inspirado nas de�nições de complexidade multiplicativa de Winograd. Assim como Winograd

o fez, são adotados como o corpo das constantes e corpo de computação, o corpo dos gaussianos

e o corpo dos complexos, respectivamente; essas noções foram incorporadas diretamente nas

de�nições apresentadas a seguir.

É possível rede�nir o postulado da complexidade aritmética para outros corpos, por exem-

plo, pode-se adotar o corpo GF(p) como o corpo das constantes e GF(pm) como o corpo de

2A FFT de Winograd é aplicada para DFT de pequenos comprimentos, geralmente, comprimentos de até 16 amos-

tras.
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computação, para se de�nir um postulado da complexidade aritmética sobre corpos �nitos

[19].

2.1 Postulado da Complexidade Aritmética

Operações aritméticas são bem conhecidas, entretanto, é necessário de�nir uma regra

para contabilizar essas operações. Essa regra remove a di�culdade de decidir se �2x� é uma

multiplicação ou se é uma adição �x + x�. Isso depende também do que é �x�. Para que a

teoria seja consistente, o postulado atua sobre algoritmos aritméticos, de�nidos a seguir.

De�nição 2.1 Uma função que recebe entradas numéricas e computa uma saída (ou resul-

tado) através de um número �nito de operações aritméticas (adição, subtração, multiplicação

e divisão) entre as entradas e constantes, é chamada de algoritmo aritmético.

De�nição 2.2 Qualquer elemento numérico não inicialmente especi�cado, ou função de ele-

mentos numéricos não inicialmente especi�cados, que faz parte da descrição de um algoritmo

aritmético é chamado de variável.

Por exemplo, se um algoritmo computa y = 2(x1+x2), em que x1 e x2 são entradas, então

a saída, y, é computada através de um algoritmo aritmético, com uma adição de variáveis e

uma multiplicação pela constante 2. Os valores x1, x2 e (x1 + x2) são considerados variáveis.

De�nição 2.3 Considera-se uma multiplicação trivial quando, entre os elementos envolvidos

na multiplicação, existe pelo menos um que pertence ao corpo dos números racionais.

De�nição 2.4 Considera-se uma multiplicação (multiplicação não trivial) quando os elemen-

tos envolvidos são duas variáveis ou uma variável e um elemento que não pertence ao corpo

dos números racionais.

De�nição 2.5 As variáveis x1 e x2 são ditas dependentes, se x1 pode ser escrito na forma

x1 = qx2, q ∈ Q e são ditas independentes, em caso contrário.

Lema 2.1 Considera-se uma adição quando as variáveis envolvidas na operação de adição

são independentes.

Demonstração: Considere a adição x1 + x2, quando x1 é dependente de x2. Por de�nição,

existe um racional q tal que x1 = qx2; com isso, a soma é x1 + x2 = (q + 1)x2; desde que

(q + 1) ∈ Q, então, por de�nição, isso é uma multiplicação trivial.
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De�nição 2.6 Complexidade multiplicativa é o número de multiplicações (não triviais) reais

realizadas em uma função aritmética.

De�nição 2.7 Complexidade aditiva é o número de adições reais realizadas em uma função

aritmética.

Observe que a complexidade multiplicativa ou aditiva não depende do algoritmo aritmé-

tico, mas sim, de como o mesmo é realizado. Por exemplo, as funções y =
√
2(x1 + x2) e

y =
√
2x1 +

√
2x2 são iguais (isto é, apresentam o mesmo resultado, dados x1 e x2) mas são

realizadas de forma diferente; a primeira é implementada com uma multiplicação e uma adi-

ção, enquanto a segunda é implementada com duas multiplicações e uma adição, e, portanto,

tem complexidades aritméticas diferentes.

Pode parecer ilógico considerar que qualquer multiplicação que envolve números racionais

é considerada trivial, mas o fato é que algumas multiplicações com números racionais podem

ser implementadas de forma mais simples. Um exemplo são as multiplicações por 2i, i ∈ Z,

que podem ser implementadas de forma muito simples, sem o uso de um multiplicador ou

somador3. A própria de�nição de complexidade aditiva e multiplicativa está intimamente

ligada ao número de somadores e multiplicadores, de forma que mesmo as de�nições parecendo

bem teóricas, elas foram de�nidas de forma a se ajustar com a implementação de dispositivos

eletrônicos.

2.2 Complexidade Aritmética sobre Transformadas

Na seção anterior, de�nimos a complexidade aditiva e a multiplicativa. Quando estas

são consideradas em conjunto, usa-se o termo complexidade aritmética. Este estudo pode

ser aplicado a qualquer tipo de algoritmo aritmético, entretanto, o mesmo será focado em

transformadas lineares e convoluções. Uma transformada linear de uma sequência v, de com-

ponentes vn, n = 0, 1, . . . , N − 1, é a sequência V , de componentes Vk, k = 0, 1, . . . ,M − 1,

dadas por

Vk
∆
=

N−1∑

n=0

vnϕ[k, n]. (2.1)

3No caso em que se utiliza a representação binária, como mostrado no Capítulo 6.
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De�nindo os vetores

V
∆
=











V0

V1

...

VM−1











e

v
∆
=











v0

v1
...

vN−1











,

e a matriz de transformação

Ψ
∆
=











ϕ[0, 0] ϕ[0, 1] · · · ϕ[0, N − 1]

ϕ[1, 0] ϕ[1, 1] · · · ϕ[1, N − 1]
...

...
. . .

...

ϕ[M − 1, 0] ϕ[M − 1, 1] · · · ϕ[M − 1, N − 1]











,

pode-se então representar a transformada pela equação matricial

V = Ψv. (2.2)

A seguir é de�nido um operador que atua sobre uma determinada implementação de uma

transformada. Note que cada transformada pode ser implementada de diversas maneiras,

cada uma delas com complexidade diferente. Devido a isso, o operador se aplica sobre o

algoritmo e não sobre a matriz que o algoritmo representa. Também são de�nidas formas de

representação de um mesmo algoritmo.

De�nição 2.8 A complexidade de um algoritmo que implementa uma transformada Ψ através

de V = Ψv, representada por C{Ψ}, é o número de operações realizadas para a computação

de V .

Essa de�nição é bem ampla e abstrata, mas se aplica à prática quando se leva em conta a

complexidade de uma operação especí�ca, como adição ou multiplicação. Portanto, C{Ψ} é a
complexidade de se implementar a transformada V = Ψv pelo método direto, isto é, através

de (2.1). Supondo agora que Ψ = BA, pode-se implementar Ψ através de y = Av, seguido de

v = By; nesse caso, a complexidade não é necessariamente a mesma.
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De�nição 2.9 A complexidade de um algoritmo que implementa uma transformada Ψ =
∏R

i=1Ψi através de v1 = Ψ1v, v2 = Ψ2v1, ..., vi = Ψivi−1, ..., V = ΨRvR−1 é representada

por C{
∏R

i=1Ψi}.

Segue da de�nição que

C{
R∏

i=1

Ψi} =
R∑

i=1

C{Ψi}. (2.3)

De forma mais simples, isso signi�ca que se W = BA, então C{BA} = C{B} + C{A}.
Note que W = BA não implica, de forma alguma, C{BA} = C{W}. O símbolo de com-

plexidade C{BA} representa a complexidade de computar a transformada V = Wv através

de v1 = Av, e V = Bv1, enquanto C{W} é a complexidade da mesma transformada imple-

mentada diretamente por V = Wv.

De�nição 2.10 A complexidade de um algoritmo que implementa uma transformada Ψ =
∑R

i=1Ψi através de v1 = Ψ1v, v2 = Ψ2v, ..., vi = Ψiv, ..., V = ΨRvR, e V =
∑R

i=1 vi é

representada por C{
∑R

i=1Ψi}.

Aqui também vale a obervação anterior, se W = B + A, não signi�ca que C{W} =

C{A + B}; C{W} é a complexidade de se computar V = Wv, enquanto C{A + B} é a

complexidade de se computar vA = Av, vB = Bv e V = vA + vB.

De�nição 2.11 As complexidades aditiva e multiplicativa, representadas por CA{Ψ} e CM{Ψ}
respectivamente, representam o número de adições e multiplicações, respectivamente, que en-

volve a computação de V = Ψv diretamente.

Note que as de�nições e representações de complexidades estabelecidas anteriormente

valem para ambas, a complexidade aditiva e a multiplicativa.

Teorema 2.1 Seja Ψ uma matriz M × N , com Nr elementos que não pertencem ao corpo

dos reais; então

CM{Ψ} = Nr.

Demonstração: A complexidade CM{Ψ} representa o número de multiplicações realizadas

para computar

Vk =

N−1∑

n=0

vnϕ[k, n],
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para k = 0, . . . ,M − 1. Para cada elemento de Ψ, ϕ[k, n], é necessária uma multiplicação,

mas desde que apenas Nr elementos não pertencem ao corpo dos racionais, então, todas as

multiplicações, exceto essas Nr, são triviais, por de�nição.

Corolário 2.1 Seja Ψ uma matriz M ×N , com elementos racionais, então

CM{Ψ} = 0.

Demonstração: Segue diretamente do Teorema 2.1 quando Nr = 0.

Corolário 2.2 Seja Ψ uma matriz diagonal N × N , com elementos que não pertencem ao

corpo dos racionais; então

CM{Ψ} = N.

Demonstração: Os únicos elementos não nulos estão na diagonal principal e, nesse caso,

pelo Teorema 2.1, Nr = N .

Teorema 2.2 Seja Ψ uma matriz M ×N , sem linhas nulas, com Z elementos nulos; então

CA{Ψ} = M(N − 1)− Z. (2.4)

Demonstração: A complexidade CA{Ψ} representa o número de adições realizadas para

computar

Vk =
N−1∑

n=0

vnϕ[k, n],

para k = 0, . . . ,M − 1. Seja Zk o número de zeros contidos na linha k da matriz Ψ, então

existem N − Zk termos a serem somados para a computação especí�ca de Vk, totalizando

N − 1− Zk adições. Assim, o total de adições é dado por

CA{Ψ} =
M−1∑

i=0

(N − 1− Zk) = (N − 1)

M−1∑

i=0

1−
M−1∑

i=0

Zk.

Desde que
M−1∑

i=0

Zk = Z,

e
M−1∑

i=0

1 = M,

o resultado segue.
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Corolário 2.3 Seja Ψ uma matriz diagonal N ×N , então

CA{Ψ} = 0.

Demonstração: Nesse caso, Z = NN −N = N(N − 1). Aplicando o Teorema 2.2, tem-se

CA{Ψ} = N(N − 1)− Z = N(N − 1)−N(N − 1) = 0,

e o corolário está demonstrado.

De fato, observa-se que uma matriz diagonal contém apenas multiplicações, desde que a

Equação (2.1) se reduz a

Vk = vkϕ[k, k].

Alguns algoritmos rápidos para computar a transformada V = Ψv consistem em fatorar

a matriz de transformação na forma

Ψ = CBA,

em que A e C são matrizes de gaussianos e B é uma matriz diagonal [3, 7]. Implementar Ψ

através de CBA é, de forma geral, mais e�ciente. Nesse caso, pelos Corolários 2.1 e 2.3, as

complexidades aditivas e multiplicativas são dadas respectivamente por

CA{CBA} = CA{C}+ CA{A}

e

CM{CBA} = CM{B}. (2.5)

Assim, a complexidade multiplicativa é dada por B, enquanto a complexidade aditiva é dada

pelas matrizes A e C. Note que existem muitas maneiras de fatorar uma matriz em Ψ = CBA.

A complexidade do algoritmo depende, portanto, dessa fatoração. O próximo capítulo mostra

como obter uma decomposição do tipo CBA de tal forma que o número de multiplicações

seja o menor possível.



capítulo 3

Teoria da Complexidade

Multiplicativa Para

Transformadas

3.1 Introdução

Esse capítulo trata do estudo da complexidade multiplicativa em uma transformada linear

qualquer. De maneira mais especí�ca, os resultados são aplicados à otimização de algoritmos

que computam a DFT, levando à chamada transformada rápida de Fourier otimizada (OFFT).

Uma transformada, como visto no capítulo anterior, é um processo que computa um vetor

de saída V = Ψv, a partir de um vetor de entrada, v. Desde que Ψ, a princípio, possa

representar qualquer transformada, a mesma é chamada simplesmente de �transformada Ψ�.

Muitos pesquisadores utilizam a fatoração Ψ = CBA para implementar uma transformada1;

nesse caso, a complexidade multiplicativa passa a ser CM{B}. Entretanto, ainda não se pode

dizer que a complexidade é exatamente a dimensão de B, já que B pode conter elementos no

corpo dos números racionais. O que se pode dizer com certeza é que o número de multiplicações

não é maior que a dimensão de B, pela Equação (2.5). O estudo sobre a complexidade

multiplicativa começa por introduzir uma nova decomposição, a saber Ψ = Ψ0 + CBA, em

que a dimensão de B é exatamente o número de multiplicações necessárias para a computação

de Ψv.

Pode-se adiantar que a principal contribuição deste capítulo é o teorema da complexi-
1Veja Seção 1.3.4 desta tese e [7].



49

dade multiplicativa sobre transformadas lineares, que transforma o problema de se obter um

algoritmo otimizado em um problema de decomposição de um conjunto de matrizes em ma-

trizes de posto unitário (postunitárias). A ideia do teorema aparece naturalmente quando se

tenta escrever uma transformada, que esteja na forma CBA, em uma outra forma dada por

Ψ0 + CBA e é mostrada a seguir2. Considere a matriz Ψ dada por

Ψ = CBA,

em que C e A são matrizes de números racionais e B é uma matriz diagonal. Sabe-se que o

número de elementos que não pertencem aos números racionais de B é igual à complexidade

multiplicativa. Sendo assim, considere que

CBA =
[

C1 · · · Cr

]








b1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · br















AT
1

...

AT
r







, (3.1)

isto é, Ci representa a i-ésima coluna de C, bi representa os elementos de B e AT
i representa

a i-ésima linha de A. Através de uma simples manipulação matricial, pode-se escrever que

B =











b1 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0











+











0 0 · · · 0

0 b2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0











. . .+











0 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · br











. (3.2)

Sendo assim,

Ψ = C











b1 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0











A+ C











0 0 · · · 0

0 b2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0











A . . .+ C











0 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · br











A (3.3)

e, portanto,

Ψ = C1b1A
T
1 + C2b2A

T
2 + . . .+ CrbrA

T
r , (3.4)

que pode ser escrita como

CBA =

r∑

i=1

biCiA
T
i . (3.5)

2As matrizes A, B e C das formas CBA e Ψ0 + CBA são diferentes. Utilizou-se a mesma notação (ou abuso de

notação) por se tratar apenas de uma representação para a forma de decomposição.
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As matrizes CiA
T
i são matrizes postunitárias e de números racionais, isso porque Ci é uma

matriz coluna eAT
i uma matriz linha. Portanto, a Equação (3.5) mostra que qualquer transfor-

mada da forma CBA pode ser escrita por uma combinação �nita de r matrizes postunitárias.

Pode-se, ainda, separar os Mr elementos de B que não pertencem aos números racionais, por

Ψ =
∑

bi∈Q

biCiA
T
i +

∑

bj /∈Q

CjbjA
T
j . (3.6)

Como o primeiro somatório contém apenas matrizes com números racionais, de�nindo

Ψ0
∆
=
∑

bj∈Q

bjCjA
T
j , (3.7)

tem-se

Ψ = Ψ0 +
∑

bj /∈Q

CjbjA
T
j . (3.8)

O somatório pode ser escrito, utilizando (3.5), na forma CBA (nesse caso, utilizando diferentes

matrizes CBA), e portanto

Ψ = Ψ0 + C ′B′A′, (3.9)

em que a matriz B′ contém apenas elementos que não pertencem ao corpo dos números

racionais. Nesse caso,

CM{Ψ0 + C ′B′A′} = CM{B′} = dim(B′). (3.10)

Essas simples manipulações matriciais demonstram dois fatos importantes sobre transfor-

madas na forma CBA: o primeiro é que qualquer matriz da forma CBA pode ser escrita

como uma combinação �nita de matrizes postunitárias; o segundo é que toda decomposição

da forma CBA pode ser posta na forma Ψ0 +CBA, em que a complexidade multiplicativa é

igual à dimensão de B. Entretanto, a demonstração de que qualquer matriz de transformação

pode ser escrita na forma CBA não é trivial. Para tanto, o conceito de espaço vetorial sobre

o corpo dos números racionais, utilizado para gerar um tipo especial de subespaços dos reais,

é apresentado na seção a seguir.

3.2 Preliminares

Considere o espaço vetorial, sobre o corpo dos números racionais, de dimensão �nita, r,

formado pela base de r números reais, Λ = {λ1, λ2, . . . , λr} [20, 21]. Assim, cada vetor x
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desse espaço vetorial é um número real dado por

x =

r∑

i=1

xiλi, (3.11)

em que xi ∈ Q. Como o conjunto Λ forma uma base desse espaço vetorial, então a equação
r∑

i=1

aiλi = 0 (3.12)

admite como única solução, para ai ∈ Q,

a1 = a2 = . . . = ar = 0. (3.13)

Nesta tese, adota-se a denominação de espaço racional numérico para esse tipo de espaço

vetorial. As bases desse espaço são chamadas de bases numéricas. Um exemplo de espaço

racional numérico é apresentado a seguir.

Exemplo 3.1

A base numérica Λ = {1,
√
2,
√
3} forma um espaço racional numérico que contém o corpo

dos números racionais. Entretanto, necessita-se demonstrar que Λ é uma base. Para isso,

sabe-se que {1,
√
2} são linearmente independentes num espaço racional numérico. Isso pode

ser demonstrado por redução ao absurdo: suponha que exista a+ b
√
2 = 0, em que a, b ∈ Q;

então,
√
2 = −a/b, o que implica que

√
2 é racional, de fato um absurdo.

Para mostrar que Λ é uma base numérica, utiliza-se novamente a redução ao absurdo.

Sabe-se que Λ não será uma base se
√
3 for linearmente dependente de {1,

√
2}, isto é, se

existe

a+ b
√
2 =
√
3,

com a, b ∈ Q. Nesse caso,

(a+ b
√
2)2 = 3

a2 + 2b2 + 2ab
√
2 = 3,

então

a2 + 2b2 = 3

e

2ab = 0.
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As soluções são {a = 0, b =
√

3/2} e {a =
√
3, b = 0}, que obviamente implicam absurdo,

desde que
√
3 e

√

3/2 não são racionais. Assim, Λ é uma base numérica que gera um espaço

racional numérico ou, simplesmente, um subespaço do corpo dos reais. Considere agora a

seguinte matriz

Ψ =








1 1 +
√
2 1 +

√
3

1 1−
√
3 1 +

√
2

√
3 −

√
2 1−

√
2 +
√
3







.

A matriz Ψ é formada por vetores do espaço racional numérico Λ. Dessa forma, a matriz Ψ

pode ser escrita por

Ψ =








1 1 1

1 1 1

0 0 1







+








0 1 0

0 0 1

0 −1 −1








√
2 +








0 0 1

0 −1 0

1 0 1








√
3.

Utilizando uma decomposição em matrizes postunitárias de forma individual sobre essas ma-

trizes, tem-se que







1 1 1

1 1 1

0 0 1







=








1

1

0








[

1 1 1
]

+








0

0

1








[

0 0 1
]

,








0 1 0

0 0 1

0 −1 −1







=








1

0

−1








[

0 1 0
]

+








0

1

−1








[

0 0 1
]

e







0 0 1

0 −1 0

1 0 1







=








0

0

1








[

1 0 0
]

+








0

−1
0








[

0 1 0
]

+








1

0

1








[

0 0 1
]

.
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Utilizando (3.5), pode-se escrever

Ψ =








1 0 1 0 0 0 1

1 0 0 1 0 −1 0

0 1 −1 −1 1 0 1



























1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0
√
2 0 0 0 0

0 0 0
√
2 0 0 0

0 0 0 0
√
3 0 0

0 0 0 0 0
√
3 0

0 0 0 0 0 0
√
3







































1 1 1

0 0 1

0 1 0

0 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1




















,

isto é, Ψ está na forma CBA. Note que CM{Ψ} = 7 enquanto CM{CBA} = 5. Isso signi�ca

que o simples fato de se utilizar a decomposição dos elementos da matriz Ψ (do núcleo da

transformada Ψ) em uma base numérica mais a decomposição individual das matrizes obtidas

em matrizes postunitárias, possibilita à transformada ser escrita na forma CBA, ocasionando

uma diminuição na complexidade multiplicativa. Entretanto, essa ainda não é a melhor

maneira de se resolver o problema. •

Uma conclusão simples é que qualquer conjunto �nito de números reais pode ser decom-

posto por uma base numérica. Por conseguinte, qualquer matriz de dimensão �nita pode ter

seus elementos decompostos em uma base numérica, isto é, toda matriz Ψ pode ser escrita

como

Ψ =

r∑

i=1

Ψiλi, (3.14)

em que Λ = {λ1, . . . , λr} é a base numérica que gera todos os elementos de Ψ e Ψ1, . . . ,Ψr são

matrizes de números racionais. Isso implica que qualquer matriz de dimensão �nita pode ser

posta na forma CBA e, portanto, também na forma Ψ0+CBA. Em seguida, utilizando todos

esses conceitos, é apresentado o Teorema da complexidade multiplicativa sobre transformadas.

3.3 Teorema da Complexidade Multiplicativa para Transfor-

madas

Toda matriz de transformação Ψ de dimensão �nita pode ser decomposta como em (3.14).

Segue o primeiro teorema cuja demonstração já foi feita na introdução (com ênfase na mudança

da forma CBA para combinação linear de matrizes postunitárias), entretanto, pode-se ainda

enfatizar como segue.
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Teorema 3.1 Todo algoritmo de transformada V = Ψv escrito da forma V = CBAv, isto é,

através da decomposição Ψ = CBA, em que C e A são matrizes de números racionais, e B

é uma matriz diagonal com Mr componentes que não pertencem aos números racionais, pode

ser escrito na forma

V = (Ψ0 +

Mr∑

j=1

βjKj)v,

e vice-versa, em que βj /∈ Q, Ψ0 é uma matriz de números racionais e Kj são matrizes de

números racionais postunitárias.

Demonstração: Sendo Ci as colunas de C, bi os elementos de B e AT
i as linhas de A, então

CBA =
[

C1 · · · CN

]








b1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · bN















AT
1

...

AT
N







, (3.15)

CBA =

N∑

j=1

bjCjA
T
j . (3.16)

As matrizes CjA
T
j são postunitárias. Chamando os Mr valores de bj /∈ Q de βi, pode-se

escrever

CBA = (
∑

bj∈Q

bjCjA
T
j ) +

Mr∑

i=1

βiKi, (3.17)

em que Ki é o respectivo CjA
T
j para bj /∈ Q.

O próximo teorema estabelece uma relação se e somente se entre a complexidade do

algoritmo e a decomposição em matrizes postunitárias das matrizes Ψi.

Teorema 3.2 (Teorema da complexidade multiplicativa) Seja

Ψ = Ψ0 +

L∑

i=1

λiΨi (3.18)

a matriz de uma transformada em que Λ = {1, λ1, . . . , λL}, λi /∈ Q, é o conjunto das bases

numéricas que gera o núcleo da transformada, a matriz Ψ0 é uma matriz de números ra-

cionais (ou gaussianos) e as matrizes Ψi, i = 1, . . . , L são matrizes de números racionais.

Existe um algoritmo para computar V = Ψv com Mr multiplicações se, e somente se, existe

uma decomposição das matrizes Ψi, i = 1, . . . , L, como combinação linear de Mr matrizes

postunitárias.
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Demonstração: Supondo que existe um algoritmo com Mr multiplicações, então, pelo Teo-

rema 3.1,

Ψ = Ψ′
0 +

Mr∑

j=1

βjKj .

Mas todos os βj podem ser escritos através de uma combinação linear das bases numéricas Λ

por

βj = c0j +

L∑

i=1

cijλi,

em que cij ∈ Q, então

Ψ = Ψ′
0 +

Mr∑

j=1

(c0j +

L∑

i=1

cijλi)Kj = Ψ′
0 +

Mr∑

j=1

c0jKj +

L∑

i=1

λi

Mr∑

j=1

cijKj .

Usando (3.18) no primeiro membro da equação, chega-se a

Ψ0 +

L∑

i=1

λiΨi = Ψ′
0 +

Mr∑

j=1

c0jKj +

L∑

i=1

λi

Mr∑

j=1

cijKj ,

então

(Ψ0 −Ψ′
0 −

Mr∑

j=1

c0jKj) +
L∑

i=1

λi(Ψi −
Mr∑

j=1

cijKj) = O,

em que O é uma matriz nula. Neste caso, como os λi são linearmente independentes sobre o

corpo dos números racionais, a única solução para a equação matricial é que todas as matrizes

devem ser nulas, isto é

(Ψ0 −Ψ′
0 −

Mr∑

j=1

c0jKj) = (Ψi −
Mr∑

j=1

cijKj) = O,

o que implica que existe uma decomposição em matrizes postunitárias para todos os Ψi.

Por outro lado, suponha que exista uma decomposição de Ψi, i = 1, . . . , L, em Mr matrizes

postunitárias, isto é

Ψi =

Mr∑

j=1

cijKj . (3.19)

Substituindo a decomposição em (3.18), tem-se

Ψ = Ψ0 +

Mr∑

j=1

Kj(

L∑

i=1

cijλi),

fazendo

βj =

L∑

i=1

cijλi, (3.20)
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desde que λi /∈ Q, então βj /∈ Q e, dessa forma,

Ψ = Ψ0 +

Mr∑

j=1

βjKj ,

que, pelo Teorema 3.1, pode ser escrito na forma CBA com Mr multiplicações.

Esse teorema mostra que existe um algoritmo ótimo para se computar V = Ψv e mostra

como esse algoritmo pode ser obtido. Assim, qualquer transformada pode ser otimizada se o

núcleo é decomposto em bases numéricas e as matrizes obtidas são decompostas com o menor

número possível de matrizes postunitárias. O problema de se obter uma base numérica é

relativamente simples. Já o problema de decompor um conjunto de matrizes em matrizes

postunitárias da melhor maneira possível requer, até o presente momento (espera-se encon-

trar um método direto que resolva a decomposição da melhor maneira possível), uma busca;

entretanto, um método para simpli�car essa busca é apresentado no próximo capítulo. Mas,

antes disso, é apresentado como uma convolução cíclica pode ser manipulada de tal forma que

é possível aplicar o teorema da complexidade multiplicativa para transformadas. A seguir é

apresentado o teorema da complexidade multiplicativa para convoluções cíclicas.

3.4 A Complexidade de uma Convolução Cíclica

Uma convolução cíclica é uma operação que envolve dois vetores de variáveis, descrita pela

equação apresentada no Capítulo 1 (1.3). De�nindo

s
∆
=














s0

s1
...

sN−2

sN−1














,

H
∆
=














g0 gN−1 . . . g2 g1

g1 g0 . . . g3 g2
...

...
. . .

...
...

gN−2 gN−3 . . . g0 gN−1

gN−1 gN−2 . . . g1 g0
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e

d
∆
=











d0

d1
...

dN−1











,

então

s = Hd.

Isso é semelhante a uma transformada, exceto pelo fato de que a matriz de transformação

contém variáveis. Nesse caso, pode-se decompor a matriz H como se as variáveis fossem as

bases numéricas, isto é,

H =














1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0

0 0 . . . 0 1














g0 + . . .+














0 1 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 0 1

1 0 . . . 0 0














gN−1.

Pode-se de�nir a matriz de deslocamento unitário cíclico de ordem N , DN (N ×N) por

DN
∆
=














0 0 . . . 0 1

1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0














.

Dessa forma, a matriz H pode ser escrita como

H =
N−1∑

n=0

Dn
Ngn,

em que a matriz D0
N = DN

N = IN . Portanto,

s =

(
N−1∑

n=0

Dn
Ngn

)

d. (3.21)

Teorema 3.3 Existe um algoritmo que computa uma convolução cíclica de ordem N com

Mr multiplicações se, e somente se, existe uma decomposição para as matrizes Dn
N , n =

0, . . . , N − 1, em Mr matrizes postunitárias.
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Demonstração: Se existe a decomposição, então

Di
N =

Mr−1∑

j=0

cijKj ,

em que cij são números racionais para todo i = 0, . . . , N−1 e j = 0, . . . ,Mr−1, e as matrizes

Kj , j = 1, . . . ,Mr, são matrizes postunitárias. Então, a Equação (3.21) pode ser escrita por

s =





N−1∑

n=0

Mr−1∑

j=0

cnjKjgn



 d,

s =





Mr−1∑

j=0

Kj

(
N−1∑

n=0

cnjgn

)

 d.

De�nindo uma nova variável, βj , por

βj
∆
=

N−1∑

n=0

cnjgn

e separando as matrizes Kj em

Kj = CjA
T
j ,

em que as matrizes Cj contêm apenas uma coluna e as matrizes AT
j contêm apenas uma linha,

pode-se escrever que

s =

Mr−1∑

j=0

CjβjA
T
j d,

o que, por (3.5), pode ser posto na forma

s =
[

C0 · · · CMr−1

]








β0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · βMr−1















AT
0

...

AT
Mr−1







d, (3.22)

ou

s = C[(cT g)⊙ (Ad)], (3.23)

em que a matriz c é a matriz formada pelos elementos cij , a matriz g é dada por

g
∆
=











g0

g1
...

gN−1
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e ⊙ representa uma multiplicação termo a termo entre as matrizes com apenas uma coluna,

que são as únicas multiplicações na implementação da Equação (3.23). Desde que as matrizes

cT g e as matrizes Ad tem Mr linhas, então a implementação utiliza Mr multiplicações.

Agora, supondo que uma equação do tipo (3.23) existe, chega-se a

s =





N−1∑

n=0

Mr−1∑

j=0

cnjCjA
T
j gn



 d,

o que pode ser igualado a (3.21), levando a

N−1∑

n=0

Mr−1∑

j=0

cnjCjA
T
j gn =

N−1∑

n=0

Dn
Ngn,

e, portanto,
N−1∑

n=0

gn



Dn
N −

Mr−1∑

j=0

cnjCjA
T
j



 = O,

em que O é uma matriz nula. Essa relação deve valer para qualquer escolha de g, já que g é

uma variável. Então, a única solução possível é dada por

Dn
N −

Mr−1∑

j=0

cnjCjA
T
j = O,

para todo n = 0, . . . , N − 1. Dessa forma existe uma decomposição para Dn
N em Mr matrizes

postunitárias.

Antes de apresentar uma solução simpli�cada para a decomposição em matrizes postunitá-

rias, é apresentado um exemplo da obtenção de um algoritmo ótimo para convolução cíclica.

As matrizes Dn
N estão em uma forma que não podem ser simpli�cadas, assim a decomposição

deve ser feita por busca. Nos exemplos a seguir são apresentadas algumas técnicas de busca.

Exemplo 3.2

Obter um algoritmo para a convolução cíclica de comprimento 2. Pelo Teorema 3.3, é ne-

cessário obter uma decomposição em matrizes postunitárias para as matrizes

D0
2 = I2 =




1 0

0 1





e

D2 =




0 1

1 0



 .
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Um maneira de obter decomposições em matrizes de posto menor é tentar combinar as

matrizes, toda vez que o resultado é uma matriz de posto menor que os das matrizes a serem

decompostas, essas podem ser expressas como combinação linear da nova matriz. Nesse

exemplo, é possível obter as seguintes matrizes postunitárias combinando as matrizes I2 e D2

da seguinte forma:

K1 =




1 1

1 1



 = I2 +D2

e

K2 =




1 −1
−1 1



 = I2 −D2.

Pode-se, então, escrever



K1

K2



 =




1 1

1 −1








I2

D2



 ,

de modo que



I2

D2



 =




−1

2 −1
2

−1
2

1
2








K1

K2



 .

As matrizes postunitárias podem ser escritas, aplicando a decomposição du, apresentada

mais adiante, para cada matriz separadamente, levando a

K1 =




1

1





[

1 1
]

e

K2 =




1

−1





[

1 −1
]

.

Dessa forma, utilizando (3.23),

s =




1 1

1 −1












−1

2 −1
2

−1
2

1
2



 g ⊙




1 1

1 −1



 d



 . •

A partir do teorema da complexidade multiplicativa, é possível derivar um algoritmo

otimizado (em termos da complexidade multiplicativa) para qualquer transformada que se

conheça as bases numéricas que forma o núcleo da mesma. O próximo capítulo apresenta

uma metodologia para se obter algoritmos otimizados para a DFT.



capítulo 4

A Transformada Rápida

de Fourier Otimizada

4.1 Introdução

Ocorreu um grande avanço na área de processamento digital de sinais quando J. W. Cooley

e J. W. Tukey apresentaram, em 1965, a transformada rápida de Fourier [13], um algoritmo

capaz de computar a transformada discreta de Fourier com uma complexidade aritmética

menor em relação ao método direto. Em 1978, S. Winograd publicou o algoritmo que hoje

é conhecido como a FFT de Winograd [11], além de publicar diversos trabalhos sobre com-

plexidade multiplicativa [3]. Este trabalho se destaca por apresentar uma complexidade ainda

menor que a FFT de Cooley-Tukey. Em 1988, M. T. Heideman publicou um trabalho sobre a

complexidade multiplicativa para a computação da DFT [8], mostrando que as complexidades

mínimas para os comprimentos N = 3, 5, 7, 9, 10 estavam abaixo da complexidade multipli-

cativa da mais e�ciente FFT existente na época, a FFT de Winograd. Até recentemente,

não tinha sido apresentado um único algoritmo com complexidade multiplicativa inferior à

da FFT de Winograd. Somente em 2010, G. Jerônimo da Silva Jr. e R. M. Campello de

Souza publicaram a primeira FFT de comprimento 3 que atinge a complexidade multiplica-

tiva mínima estabelecida por Heideman [22]. O artigo se baseia numa decomposição para o

núcleo da transformada de Fourier denominada decomposição em bases ciclotômicas, que são

as bases numéricas para o núcleo da DFT.

No capítulo anterior, o Teorema 3.2 transforma o problema da construção de um algo-

ritmo ótimo em um problema de decomposição em matrizes postunitárias. O problema de
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se obter uma transformada otimizada para qualquer conjunto de componentes de qualquer

transformada se resume, portanto, a obter uma base numérica para o núcleo da matriz de

transformação e decompor as matrizes obtidas, a partir disso, em matrizes postunitárias.

O problema de obter uma base numérica depende essencialmente da transformada. Já o

problema da decomposição de um conjunto de matrizes em matrizes postunitárias é geral e

aplicável a todas as otimizações. As bases numéricas para as transformadas discretas de Fou-

rier e Hartley estão bem estabelecidas e são apresentadas na seção a seguir, sendo chamadas

de bases ciclotômicas.

4.2 Bases Ciclotômicas

É interessante mencionar que a teoria das bases ciclotômicas foi descoberta antes do Teo-

rema da complexidade multiplicativa [22], entretanto, ela completa perfeitamente uma parte

do processo de se obter um algoritmo otimizado para a DFT. Para obter as bases ciclotômicas

é necessário apresentar o chamado polinômio ciclotômico.

O polinômio ciclotômico de ordem N sobre C, denotado por ΦN (x), é de�nido como o

polinômio mônico cujas raízes são todos os elementos de ordem N no corpo dos números

complexos [7, 8]. Esse polinômio pode ser escrito como

ΦN (x) =
∏

ord(θ)=N

(x− θ).

Sabendo que
∏

d|N
Φd(x) = (xN − 1),

pode-se mostrar, utilizando a formula de inversão de Möbius [19], que

ΦN (x) =
∏

d|N
(xd − 1)µ(N/d),

em que µ(n) é a função de Möbius [14], a qual é de�nida, para a fatoração de n dada por

n = pe11 pe22 . . . pemm , como

µ(n) =







1, se n = 1;

0, se ∃ei ≥ 2;

(−1)m, caso contrário.

O grau do polinômio ΦN (x) é dado pela função de Euler φ(N) (Euler's totient function),

de�nida como o número de inteiros positivos menores que N e relativamente primos com N .
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Os polinômios ciclotômicos têm a interessante propriedade de possuírem apenas coe�cientes

inteiros, sendo a maioria deles iguais a 0, 1 ou −1 (para N < 106 os coe�cientes são apenas

0,1 ou −1, [7]). O polinômio ciclotômico é utilizado para construir bases ciclotômicas por um

processo apresentado mais adiante. A seguir, é apresentada a de�nição de base ciclotômica.

De�nição 4.1 Uma base ciclotômica (BCN) é um conjunto do corpo dos complexos tal que

cada elemento do grupo cíclico multiplicativo de ordem N (GCMN) pode ser representado por

meio de uma combinação linear, com coe�cientes racionais, dos elementos de BCN .

Em outras palavras, uma base ciclotômica é uma base numérica que gera GCMN , isto

é, gera o núcleo da DFT de comprimento N . Pode-se observar que α = WN é uma raiz de

ΦN (x). Dessa forma, a partir da equação Φ(α) = 0, pode-se escrever todos os elementos do

GCMN = {α0, . . . , αN−1} como uma combinação, com coe�cientes inteiros, dos elementos

{1, α, α2, . . . , αφ(N)−1}.

Proposição 4.1 Seja α um elemento gerador do GCMN . A base ciclotômica canônica (BCC)

para GCMN é a base ciclotômica BCCN = {1, α, α2, . . . , αφ(N)−1}.

Demonstração: Como α possui ordem N , então, α é raiz de ΦN (x). Usando divisão polino-

mial, todo xi pode ser expresso por

xi = qi(x)ΦN (x) + ri(x),

em que ri(x) é um polinômio com coe�cientes inteiros de grau menor que φ(N). Substituindo

x = α, e usando o fato que ri(x) = xi (mod ΦN (x)), então

αi = αi(mod ΦN (α)). (4.1)

Exemplo 4.1

Para N = 6, α = W6 é raiz de Φ6(x) = x2 − x + 1, ou Φ(α) = α2 − α + 1 = 0. O

conjunto BCC6 = {1, α} é a base ciclotômica canônica do grupo multiplicativo GMC6 =

{1, α, α2, α3, α4, α5}. A representação dos elementos de GCM6 como combinação linear de

{1, α} é obtida através de

α0 = 1,

α1 = α,

α2 = −1 + α,

α3 = −1,
α4 = −α,
α5 = 1− α;
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ou simplesmente
















α0

α1

α2

α3

α4

α5

















=

















1 0

0 1

−1 1

−1 0

0 −1
1 −1




















α0

α1



 .

•

Pode-se escrever, para todo GCMN ,







α0

...

αN−1







= Rc








α0

...

αφ(N)−1







, (4.2)

em que α = WN e Rc(N ×Φ(N)) é a matriz da decomposição de GCMN na base ciclotômica

canônica, chamada de matriz canônica de ordem N , a qual possui apenas elementos inteiros.

Utilizando a decomposição (4.2), é possível fazer uma mudança de base para representar o

GCMN sobre outra base ciclotômica. As bases ciclotômicas são complexas, portanto, é mais

conveniente procurar bases com elementos puramente reais ou puramente imaginários. Para

fazer a mudança da base ciclotômica para uma outra base, basta expressar a nova base como







γ1
...

γφ(N)







= Q








α0

...

αφ(N)−1







,

em que Q é uma matriz quadrada qualquer. Se Q é não singular, então







α0

...

αφ(N)−1







= Q−1








γ1
...

γφ(N)








e o GCMN pode ser expresso pela nova base







α0

...

αN−1







= RcQ

−1








γ1
...

γφ(N)







,

e, nesse caso, a matriz de decomposição é R = RcQ
−1. Assim, é possível escolher como

base ciclotômica qualquer combinação linear (com coe�centes racionais) dos elementos de

GCMN , desde que Q seja invertível. O próximo exemplo demonstra detalhadamente como

uma mudança de base pode ser conveniente.
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Exemplo 4.2

Para N = 8 tem-se, a partir de (4.2), Φ8(x) = 1 + x4. Computando Rc(8x4) através de (4.1)

e (4.2) chega-se à seguinte decomposição utilizando BCC8 = {1, α, α2, α3},






















α0

α1

α2

α3

α4

α5

α6

α7























=























1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

































1

α

α2

α3











.

Procura-se uma base ciclotômica com elementos puramente reais ou puramente imaginários

a partir de BCC8. Sabe-se que (α + α7)/2 = cos(π/4) e (α − α7)/2 = −jsen(π/4). Faz-se

então as mudanças de base para CB8 = {1,−j, cos(π/4),−jsen(π/4)}. Usando a matriz Rc,

dada por

Rc =























1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1























,

pode-se escrever










1

−j
√
2
2

−j
√
2
2











=











1 0 0 0

0 0 1 0

0 1
2 0 −1

2

0 1
2 0 1

2





















1

α

α2

α3











,

em que a terceira linha de Q, referente ao cosseno, pode ser obtida somando-se as linhas 2 e

8 de Rc e dividindo tudo por 2, assim como a quarta linha de Q pode ser obtida subtraindo
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a linha 8 da linha 2 de Rc e dividindo o resultado por 2. Desde que a matriz

Q =











1 0 0 0

0 0 1 0

0 1
2 0 −1

2

0 1
2 0 1

2











seja invertível, pode-se escrever a matriz de decomposição R = RcQ
−1, o que resulta em























α0

α1

α2

α3

α4

α5

α6

α7























=























1 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 0

0 0 −1 1

−1 0 0 0

0 0 −1 −1
0 −1 0 0

0 0 1 −1

































1

−j
√
2
2

−j
√
2
2











.

•

Esse exemplo inspira as próximas duas de�nições.

De�nição 4.2 A base ciclotômica do seno e cosseno (sen/cos-BC) é a base ciclotômica com

os φ(N) elementos, CBN = {1, (α − αN−1)/2, (α + αN−1)/2, (α2 − αN−2)/2, . . .}, ou sim-

plesmente CBN = {1,−jsen(2π/N), cos(2π/N),−jsen(4π/N), . . .}.

De�nição 4.3 A base ciclotômica do cosseno (cos-BC) é a base com os φ(N) elementos,

N ≡ 0 (mod 4), CBN = {1, αN/4, (α+αN−1)/2, (α1+N/4+αN/4−1)/2, . . .}, ou simplesmente

CBN = {1,−j, cos(2π/N),−j cos(2π/N), cos(4π/N),−j cos(4π/N), . . .}.

A vantagem de escolher a base ciclotômica sen/cos-BC ou cos-BC, em relação a base

ciclotômica canônica, é que os elementos da base são puramente reais ou imaginários. Nesse

caso, tem-se







α0

...

αN−1







= R








γ1
...

γφ(N)







, (4.3)

em que R é a matriz de decomposição na base ciclotômica escolhida. Frequentemente, R

contém, na maioria de seus elementos, números inteiros. A base ciclotômica formada pelos

elementos γ1, γ2, . . . , γφ(N) é a cos-BC se N é divisível por quatro ou a sen/cos-BC no caso de
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N não ser divisível por quatro. Se rij , i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , φ(N), representa os elementos

de R, então

αi =

φ(N)
∑

j=1

r(i+1)jγj . (4.4)

A Equação (4.4) caracteriza a decomposição em bases ciclotômicas. O GCMN , que é o

núcleo de uma DFT de comprimento N , pode ser decomposto por uma base numérica, por

exemplo a cos-BC ou a sen/cos-BC. Isso signi�ca que qualquer matriz de DFT, W , pode ser

posta na forma

W =

φ(N)
∑

i=1

Wiγi,

em que as matrizes Wi são matrizes de racionais. Com isso, pode-se então aplicar o teorema

da complexidade multiplicativa para implementar o melhor algoritmo para uma determinada

DFT. Um algoritmo para a computação de uma DFT (computando todas as componentes)

obtido através desse processo é chamado de transformada rápida de Fourier otimizada (OFFT)

e é apresentado mais adiante.

Antes de apresentar o método de construção do algoritmo otimizado, é apresentada uma

maneira de resolver a decomposição das matrizes Wi em matrizes postunitárias.

4.3 Decomposição Ortogonal Postunitária e Solução Otimizada

Antes de abordar a decomposição em matrizes postunitárias, é apresentada uma decom-

posição matricial, a qual será chamada de decomposição du, que pode ser vista como uma

variante da decomposição qr [20].

4.3.1 Decomposição du para uma matriz

De�nição 4.4 Seja A uma matriz qualquer M ×N . Qualquer decomposição A = du, em que

u é uma matriz com p linhas ortogonais e p é o posto de A, é chamada de decomposição du

de A.

Esta de�nição a�rma que, em uma decomposição du, as linhas da matriz u formam uma

base ortogonal para o espaço de todas as linhas de A. Como exemplo, considere a seguinte

matriz

A =




1 0 1 1

0 1 1 1



 .
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Essa matriz tem posto dois, portanto, qualquer decomposição da forma A = du, em que u

contém duas linhas ortogonais, é uma decomposição du de A. As linhas de u podem ser

obtidas utilizando o processo de Gram-Schmidt nas linhas de A, sem a normalização, [20, 21]

(consulte o Apêndice A). Assim, com

u =




1 0 1 1

−2
3 1 1

3
1
3



 ,

tem-se

A =




1 0

2
3 1








1 0 1 1

−2
3 1 1

3
1
3



 ,

de modo que, sendo ui a i-ésima linha de u, A é dado por

A =




u1

2
3u1 + u2



 ,

o que é uma combinação linear das linhas de u descrita pelas linhas da matriz d. Esse resultado

em particular é generalizado da seguinte maneira; seja

A =











AT
1

AT
2

...

AT
M











,

(considerando que Ai é um vetor, utiliza-se aqui a convenção de que um vetor é uma matriz

com uma coluna, assim AT
i é uma matriz linha ou simplesmente uma linha de A) e seja A = du

uma decomposição du de A, sendo

u =











uT
1

uT
2

...

uT
p











,

e sendo dij o elemento da linha i e coluna j de d. Então

Ai =

p
∑

j=1

dijuj .

O fato de que as linhas de u são ortogonais implica que o produto escalar 〈ui, uj〉 = 0, para

todo i 6= j. Assim, pode-se escrever que

〈Ai, uk〉 =
p
∑

j=1

dij〈uj , uk〉 = dik〈uk, uk〉,
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e, portanto, pode-se encontrar dij por meio de

dij =
〈Ai, uj〉
〈uj , uj〉

. (4.5)

Se a matriz u de uma decomposição du é obtida através do processo de ortogonalização de

Gram-Schmidt, na ordem exata das linhas de A, a matriz d é triangular. Isso é um processo

parecido com a decomposição qr; por exemplo, as matrizes q e r obtidas da decomposição

AT = qr, implicam A = rT qT e a matriz qT é uma matriz com todas as linhas ortogonais

e, portanto, a decomposição A = rT qT é uma decomposição du. Entretanto, a matriz u

não precisa ser necessariamente ortogonal, como a matriz q da decomposição qr. O fato de

não haver necessidade de normalizar as matrizes permite ao processo de ortogonalização de

Gram-Schmidt preservar o corpo da matriz A, isto é, se A é uma matriz de racionais, então

existe A = du, uma decomposição du, em que as matrizes d e u são matrizes racionais, o que

não é necessariamente verdade para a decomposição qr.

Uma outra observação importante é que existem muitas decomposições du para uma

mesma matriz A, isto é, a decomposição não é única, ela depende necessariamente da matriz

u escolhida. Para padronizar as decomposições du utilizadas nessa tese, considera-se, salvo se

devidamente especi�cado, que todas as decomposições du são obtidas escolhendo as p linhas

ortogonais para u através do processo de Gram-Schmidt das linhas de A, na ordem da primeira

para a última linha e sem normalização. Dessa forma, são utilizadas as notações a seguir.

Uma matriz u obtida a partir do processo de ortogonalização de Gram-Schmidt (sem

normalização) das linhas da matriz A (aplicado na ordem das linhas da matriz) é denotada

por

u = GSL(A).

Observe que vale a propriedade

posto(A) = posto(GSL(A)).

Uma matriz u obtida a partir do processo de ortogonalização de Gram-Schmidt (sem

normalização) das colunas da matriz A (aplicado na ordem das colunas da matriz) é denotada

por

u = GSC(A).

Note que

posto(A) = posto(GSC(A))
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e que

GSC(A) = GSL(A
T )T .

Com isso, representa-se o processo de fatoração du, para uma matriz A, por

(d, u) = Γdu(A),

em que

u = GSL(A), (4.6)

e d é obtida por (4.5). Existe ainda uma outra maneira de expressar d; desde que

uuT =











〈u1, u1〉 0 · · · 0

0 〈u2, u2〉 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 〈up, up〉











,

de�nindo

Nu
∆
=











〈u1, u1〉−1 0 · · · 0

0 〈u2, u2〉−1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 〈up, up〉−1











,

chega-se a

d = AuTNu, (4.7)

já que

uuTNu = Ip.

Dessa forma, o processo de fatoração du, para uma matriz A, representado por (d, u) =

Γdu(A), é obtido simplesmente através das equações (4.6) e (4.7) ou (4.5).

4.3.2 Decomposição du para um conjunto de matrizes

Nesse caso, necessita-se de uma decomposição para um conjunto de matrizes Ai, i =

1, . . . , L, em que qualquer matriz Ai pode ser escrita como

Ai = diu,
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e a matriz u possui linhas ortogonais (sem linhas nulas). A matriz u é a mesma para todas

as decomposições. Uma decomposição desse tipo pode ser feita escolhendo

u = GSL















A1

...

AL















,

que é o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt (sem normalização) aplicado às matrizes

Ai concatenadas verticalmente. Então, as matrizes di podem ser computadas por

di = Aiu
TNu. (4.8)

Esse processo é representado por

(di, u) = Γdu(Ai),

em que Ai e di representam um conjunto de matrizes.

4.3.3 Decomposição udu para um conjunto de matrizes

Essa decomposição também é chamada de decomposição em matrizes postunitárias orto-

gonais e é obtida para um conjunto de matrizes Ai, i = 1, . . . , L. A decomposição udu é dada

por

Ai = UcDiUl, (4.9)

em que Uc é uma matriz de colunas ortogonais e Ul é uma matriz de linhas ortogonais. Esse

processo que gera, a partir das matrizes Ai, as matrizes Di, Uc e Ul é denotado por

(Uc, Di, Ul) = Γudu(Ai).

O processo de fatoração Γudu(Ai) consiste em computar di e Ul através de

(di, Ul) = Γdu(Ai),

e então, computar Di e Uc através de

(DT
i , U

T
c ) = Γdu(d

T
i ),

isto é, aplicar o processo Γdu sobre as colunas de di. O processo de fatoração Γudu pode

ser visto como uma transformada matricial ou simplesmente como uma decomposição em

matrizes postunitárias ortogonais. Algumas propriedades podem ser veri�cadas a partir de

(4.9), e. g., a linearidade

biAi + bjAj = Uc(biDi + bjDj)Ul.
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Se

Uc =
[

uc1 uc2 . . . ucr

]

,

e a componente da linha m e coluna n da matriz Di, Dm,n,i = 1, é a única componente não

nula, então a matriz Ai é dada por

Ai = ucmuT
ln ,

e é uma matriz postunitária. Utilizando a linearidade, pode-se escrever que

Ai =

r∑

m=1

r∑

n=1

Dm,n,iucmuT
ln ,

o que é uma decomposição deAi em matrizes postunitárias ortogonais, visto que 〈ucmuT
ln
, uciu

T
lj
〉

é diferente de zero apenas se m = i e n = j, isto é, se as matrizes são as mesmas.

Uma outra propriedade é que

posto(Ai) = posto(Di),

o que signi�ca que Ai é postunitária se, e somente se, Di é postunitária.

A vantagem de se utilizar o processo de fatoração Γudu é que o problema passa a ser a

fatoração das matrizes Di, no lugar das matrizes Ai, em matrizes postunitárias, que geral-

mente é um problema mais simples. Esse processo de fatoração é em si uma decomposição em

matrizes postunitárias ortogonais, entretanto, a solução ótima para o processo nem sempre é

composta de matrizes postunitárias ortogonais. Para ilustrar este fato considere o exemplo a

seguir.

Exemplo 4.3

Considere o problema de decompor as matrizes

A1 =




1 0

0 1





e

A2 =




0 1

−1 0





em matrizes postunitárias. Neste caso, Uc = Ul = I2, as matrizes podem ser decompostas em

A1 =




1

0





[

1 0
]

+




0

1





[

0 1
]

,
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A2 =




1

0





[

0 1
]

−




0

1





[

1 0
]

,

que é uma solução formada por 4 matrizes postunitárias ortogonais. Entretanto, considere as

matrizes

K1 =




1 0

0 0



 ,

K2 =




0 0

0 1





e

A2 +K1 −K2 = K3 =




1 1

−1 −1



 .

A matriz K3 é postunitária. Sendo assim, pode-se escrever




A1

A2



 =




1 1 0

−1 1 1












K1

K2

K3







,

que é uma decomposição melhor que a decomposição ortogonal, pois gera as matrizes com

apenas 3 matrizes postunitárias. •

4.4 Transformada Rápida de Fourier Otimizada

Para se obter um algoritmo ótimo para computar uma transformada discreta de Fourier de

comprimento N , utilizam-se as bases ciclotômicas cos-CB, para N múltiplo de 4, ou sen/cos-

CB, para outros valores de N [22]. Seja W a matriz de transformação da DFT de N pontos.

Então, para N múltiplo de 4 tem-se

W = (W1 − jW2) +

φ(N)
∑

i=3

γiWi, (4.10)

ou, para valores de N não múltiplos de 4,

W = W1 +

φ(N)
∑

i=2

γiWi. (4.11)

O Teorema da complexidade multiplicativa a�rma que o algoritmo ótimo consiste em

fatorar as matrizes Wi, referentes aos γi /∈ Q do processo Γudu, da melhor forma possível,
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isto é, obter as matrizes Uc, Dis e Ul, e encontrar a decomposição ótima das matrizes Dis em

matrizes postunitárias, na forma










D2

D3

...

DL











= c











K1

K2

...

KMr











,

em que a matriz c, L ×Mr, é formada pelos elementos cij de (3.19). Note que, dependendo

da base ciclotômica utilizada, pode-se começar com D3 na equação anterior. Pela linearidade,










W2

W3

...

WL











= c











UcK1Ul

UcK2Ul

...

UcKMr
Ul











.

A partir de (3.20), pode se escrever











β1

β2

...

βMr











= cT











γ2

γ3
...

γφ(N)











,

e então, �nalmente,

W = W0 +

Mr∑

i=1

βiUcKiUl, (4.12)

em que W0 = W1 ou W0 = W1 − jW2 dependendo da base ciclotômica utilizada.

Utilizando o Teorema 3.1, pode-se colocar W na forma W0 + CBA, em que C e A são

matrizes de elementos racionais e B uma matriz diagonal. Dessa forma, se

CiA
T
i = UcKiUl,

então

C =
[

C1 · · · CMr

]

,

B =








β1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · βMr
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e

A =








AT
1

...

AT
Mr







,

o que resulta em

W = W0 + CBA, (4.13)

e o algoritmo é implementado por

V = W0v + CBAv. (4.14)

Desde que W0v não contém multiplicações, a complexidade multiplicativa do algoritmo está

em CBAv, que contém Mr multiplicações. A matriz W0 pode ser ainda anexada às matrizes

CBA, como no algoritmo de Winograd [7]. Para isso, se

W0 = du,

é uma decomposição du de W0, em que

u =








uT
1

...

uT
r







,

e

d =
[

d1 · · · dr

]

,

com r o posto de W0, então

W =
[

d1 · · · dr C1 · · · CMr

]

















1

. . .

1

β1

. . .

βMr

































uT
1

...

uT
r

AT
1

...

AT
Mr

















. (4.15)

Exemplo 4.4

Para obter uma transformada ótima para N = 5, utiliza-se a base ciclotômica sen/cos-CB

para escrever a matriz de transformação como

W = A1 + γ2A2 + γ3A3 + γ4A4,
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em que, com t = 2π/5,







γ2

γ3

γ4







=








−jsen(t)
cos(t)

−jsen(2t)







,

e

A1 =














1 1 1 1 1

1 0 −1
2 −1

2 0

1 −1
2 0 0 −1

2

1 −1
2 0 0 −1

2

1 0 −1
2 −1

2 0














,

A2 =














0 0 0 0 0

0 1 0 0 −1
0 0 −1 1 0

0 0 1 −1 0

0 −1 0 0 1














,

A3 =














0 0 0 0 0

0 1 −1 −1 1

0 −1 1 1 −1
0 −1 1 1 −1
0 1 −1 −1 1














e

A4 =














0 0 0 0 0

0 0 1 −1 0

0 1 0 0 −1
0 −1 0 0 1

0 0 −1 1 0














.

Em seguida, utiliza-se o processo Γudu sobre as matrizes A2, A3 e A4, pois é necessário a

decomposição das mesmas em matrizes postunitárias. Com isso, tem-se

Uc =














0 0 0

1 0 1

0 −1 −1
0 1 −1
−1 0 1














,
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Ul =








0 1 0 0 −1
0 0 1 −1 0

0 1 −1 −1 1







,

D2 =








1 0 0

0 1 0

0 0 0







, D3 =








0 0 0

0 0 0

0 0 1








e

D4 =








0 1 0

−1 0 0

0 0 0







.

Observa-se que as matrizes Di são mais simples para a fatoração. Note ainda que D2 e D4

podem ser decompostas como no Exemplo 4.3, logo








D2

D3

D4







=








1 1 0 0

0 0 1 0

−1 1 0 1


















K1

K2

K3

K4











,

em que

K1 =








1 0 0

0 0 0

0 0 0







,

K2 =








0 0 0

0 1 0

0 0 0







,

K3 =








0 0 0

0 0 0

0 0 1








e

K4 =








1 1 0

−1 −1 0

0 0 0







.
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Sendo 









β1

β2

β3

β4











=











1 0 −1
1 0 1

0 1 0

0 0 1


















−jsen(t)
cos(t)

−jsen(2t)







,

pode-se escrever W como

W = A1 +

4∑

i=1

βiUcKiUl

ou

W = A1 + CBA,

em que

C =














0 0 0 0

1 0 1 1

0 1 −1 1

0 −1 −1 −1
−1 0 1 −1














e

A =











0 1 0 0 −1
0 0 −1 1 0

0 1 −1 −1 1

0 1 1 −1 −1











.

O algoritmo é obtido por

V = A1v + CBAv.

V = A1v + C











−j(v1 − v4)[sen(t)− sen(2t)]

−j(−v2 + v3)[sen(t) + sen(2t)]

(v1 − v2 − v3 + v4) cos(t)

−j(v1 + v2 − v3 − v4)sen(2t)











.

Escrevendo a equação para todas as componentes isoladamente, tem-se

V0 =

4∑

n=0

vn,

V1 = (v0 −
v2
2
− v3

2
)

−j(v1 − v4)[sen(t)− sen(2t)]

+(v1 − v2 − v3 + v4) cos(t)

−j(v1 + v2 − v3 − v4)sen(2t),
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V2 = (v0 −
v1
2
− v4

2
)

−j(−v2 + v3)[sen(t) + sen(2t)]

−(v1 − v2 − v3 + v4) cos(t)

−j(v1 + v2 − v3 − v4)sen(2t),

V3 = (v0 −
v1
2
− v4

2
)

+j(−v2 + v3)[sen(t) + sen(2t)]

−(v1 − v2 − v3 + v4) cos(t)

+j(v1 + v2 − v3 − v4)sen(2t),

V4 = (v0 −
v2
2
− v3

2
)

+j(v1 − v4)[sen(t)− sen(2t)]

+(v1 − v2 − v3 + v4) cos(t)

+j(v1 + v2 − v3 − v4)sen(2t).

O algoritmo também pode ser deixado na forma CBA; para isso basta inserir a matriz A1

dentro das matrizes CBA, como mostrado em (4.15). Com a decomposição du de A1, pode-se

escrever

A1 =














1 1 1

1 0 −1
2

1 −1
2 0

1 −1
2 0

1 0 −1
2





















1 0 0 0 0

0 1 0 0 1

0 0 1 1 0







,

e a matriz W pode ser escrita na forma

W = C ′B′A′,

em que

C ′ =














1 1 1 0 0 0 0

1 0 −1
2 1 0 1 1

1 −1
2 0 0 1 −1 1

1 −1
2 0 0 −1 −1 −1

1 0 −1
2 −1 0 1 −1














,
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B′ =




















1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 β1 0 0 0

0 0 0 0 β2 0 0

0 0 0 0 0 β3 0

0 0 0 0 0 0 β4




















e

A′ =




















1 0 0 0 0

0 1 0 0 1

0 0 1 1 0

0 1 0 0 −1
0 0 −1 1 0

0 1 −1 −1 1

0 1 1 −1 −1




















.

•

De forma semelhante, obtêm-se os algoritmos ótimos para os comprimentos N = 3, 4, 5,

6, 7, 8, 9, 10, 12, 16, 24. Os algoritmos para N = 5, 7, 9, 10 superam os melhores algoritmos

atuais em termos de complexidade multiplicativa. A Tabela 4.1 apresenta a complexidade de

alguns algoritmos bem conhecidos na literatura, para comparações.

Tabela 4.1: Complexidade multiplicativa real da: OFFT - A transformada de Fourier otimizada;

HMMC - Complexidade multiplicativa mínima (fórmula de Heideman); CT/GT - Combinação da

FFT de Cooley-Tukey e Good-Thomas otimizada; SW-FFT - A FFT de Winograd

N (OFFT) (HMMC) (CT/GT) (SW-FFT)

3 1 1 - 2

4 0 0 0 0

5 4 4 - 5

6 2 2 16 -

7 7 7 - 8

8 2 2 4 2

9 8 8 60 10

10 8 8 64 -

12 4 4 32 -

16 10 10 20 10

24 12 12 108 -



81

4.5 Computando uma Componente da DFT de Forma Otimi-

zada

Para derivar um algoritmo otimizado para uma única componente Vk da DFT, precisa-se

computar

Vk =

N−1∑

n=0

vn(W
k
N )n.

Desde que W k
N tem ordem L = N/gcd(N, k), existe uma decomposição em bases ciclotômicas

para W k
N = α e a componente Vk da DFT pode ser escrita como

Vk =

N−1∑

n=0

vnα
n.

Fazendo a mudança de variável n = l + mL, com l = 0, . . . , L − 1 e m = 0, . . . , N/L − 1,

tem-se

Vk =

L−1∑

l=0

N/L−1
∑

m=0

vl+mLα
l+mL =

L−1∑

l=0

(

N/L−1
∑

m=0

vl+mL)α
l. (4.16)

De�nindo a matriz coluna vs, que pode ser vista como o vetor de entrada sobreposto para

que seu comprimento seja L, por

vs
∆
=








∑N/L−1
m=0 v0+mL

...
∑N/L−1

m=0 vL−1+mL







,

a Equação (4.16) pode ser expressa pelo produto escalar

Vk = vTs








α0

...

αL−1







.

Usando a decomposição nas bases ciclotômicas cos-BC ou sen/cos-BC (4.3), pode-se escrever

Vk = (vTs R)








γ1
...

γφ(L)







. (4.17)

As multiplicações contidas na operação (vs
TR) são triviais. Se 4|N a base ciclotômica cos-

CB é usada e a complexidade multiplicativa é (φ(L) − 2); caso contrário, a base sen/cos-

BC é utilizada e a complexidade multiplicativa é (φ(L) − 1). Comparando a complexidade
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desse algoritmo com a complexidade mínima para a computação de uma única componente,

estabelecida por Heideman [8], dada por

µ(DFT(N, k)) = φ

(
N

MDC(N, k)

)

− φ

(

MDC

(
N

gcd(N, k)
, 4

))

,

observa-se que o algoritmo é ótimo, em relação à complexidade multiplicativa, desde que

φ(MDC(L, 4)) é igual a 2, se 4 divide L, ou igual a 1, caso contrário.

Exemplo 4.5

Obter o algoritmo otimizado para computar V1 de uma DFT de 8 pontos. Nesse caso, utili-

zando cos-BC,






















α0

α1

α2

α3

α4

α5

α6

α7























=























1 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 0

0 0 −1 1

−1 0 0 0

0 0 −1 −1
0 −1 0 0

0 0 1 −1























︸ ︷︷ ︸

R











1

−j
√
2
2

−j
√
2
2











,

e, por (4.17),

V1 = vTR











1

−j
√
2
2

−j
√
2
2











.

Portanto,

V1 = (v0 − v4)− j(v2 − v6) +

√
2

2
(v1 − v3 − v5 + v7)− j

√
2

2
(v1 + v3 − v5 − v7),

é o algoritmo ótimo para computar V1, com complexidade multiplicativa igual a dois. •

4.6 O Algoritmo JCO e JCO-Goertzel

O algoritmo JCO1 foi desenvolvido pelo grupo de processamento de sinais da UFPE e foi

apresentado em 2009 no ISCTA [23], aproximadamente 50 anos após a publicação do algoritmo
1O nome do algoritmo (JCO) surgiu a partir dos nomes de seus autores do algoritmo: G. Jerônimo da Silva Jr., R.

M. Campello de Souza e H. M. de Oliveira.
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de Goertel [16] (Seção 1.4 do Capítulo 1). Este algoritmo é uma alternativa ao algoritmo de

Goertzel, no sentido de que reduz a complexidade multiplicativa ao custo de um aumento no

número de registradores.

O algoritmo JCO consiste em utilizar outro polinômio para a divisão polinomial no lugar

de pk(x). Seja L a ordem de W k
N , dada por

L
∆
= ord(W k

N ) =
N

MDC(N, k)
, (4.18)

e ΦL(x) o polinômio ciclotômico de grau l = φ(L), em que φ(.) é a função aritmética de

Euler [7, 14, 19]. O polinômio ΦL(x), por de�nição, tem um zero em W k
N , assim, escrevendo

o polinômio de entrada na forma

v(x) = ΦL(x)Q(x) +R(x),

chega-se a

Vk = R(W k
N ). (4.19)

A vantagem desse algoritmo, em relação ao algoritmo de Goertzel, em relação ao número

de multiplicações, reside no fato de que polinômios ciclotômicos possuem coe�cientes inteiros

[7], e assim não são necessárias multiplicações para computar os coe�cientes de R(x). A

complexidade multiplicativa do algoritmo está na avaliação de Vk dada pela expressão (4.19).

Desde que R(x) tem grau l−1, são necessárias l−1multiplicações complexas para se computar

Vk, isto é,

Mc(N, k) = φ

(
N

MDC(N, k)

)

− 1. (4.20)

Nesse caso também é possível uma implementação ordem direta. Considerando a mesma

sequência (v̂n) de (1.30), pode-se escrever

v̂(x) = ΦL(x)Q̂(x) + R̂(x).

Utilizando a equação (1.31) e considerando que V̂k = R̂(W k
N ), tem-se

Vk = W−k
N R̂(W−k

N ). (4.21)

O algoritmo JCO tem a vantagem de fazer com que a complexidade multiplicativa seja

função de φ(L) e não de N , assim é possível obter complexidades multiplicativas muito me-

nores que a do algoritmo de Goertzel para aplicações especí�cas. Um exemplo de aplicação,

na detecção de tons DTMF, pode ser encontrado em [24]. Além disso, o algoritmo de Goertzel
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pode ser utilizado em conjunto com o algoritmo JCO para computar R̂(W−k
N ), o que torna as

multiplicações complexas em multiplicações reais, mas necessita de N+φ(L) passos para com-

putar a componente desejada. Essa combinação é conhecida como Algoritmo JCO-Goertzel

[23]. Nesse caso, considerando que

R̂(W−k
N ) = r̂0 + r̂1W

−k
N

e substituindo em (4.21), resulta em

Vk =

[

r̂0 + 2 cos

(
2πk

N

)

r̂1

]

W−k
N − r̂1, (4.22)

em que r̂0 e r̂1 são obtidos aplicando-se o algoritmo de Goertzel ordem inversa sobre R̂(x). A

complexidade multiplicativa do JCO-Goertzel depende das variáveis N e k e é sempre menor

que a complexidade computacional do algoritmo de Goertzel. A complexidade multiplicativa

do JCO-Goertzel ordem inversa é dada por

Mr(N, k) = φ

(
N

MDC(N, k)

)

, (4.23)

enquanto a complexidade multiplicativa do JCO-Goertzel ordem direta é dada por

Mr(N, k) = φ

(
N

MDC(N, k)

)

+ 1. (4.24)

A seguir, é apresentado um resumo do algoritmo JCO-Goertzel ordem direta. Primeiro

computa-se R̂(x) por

R̂(x) = v̂(x) (mod ΦL(x)),

operação livre de multiplicações. Em seguida, computa-se r̂(x) com o algoritmo de Goertzel

ordem inversa sobre R̂(x), isto é

r̂(x) = R̂(x) (mod pk(x)),

operação que possui φ(L)−2 multiplicações reais. Finalmente, utiliza-se (4.22) para computar

Vk, operação que custa mais uma multiplicação real e uma multiplicação de um real por

complexo, totalizando φ(L) + 1 multiplicações reais, conforme mostrado na Tabela 4.2. É

interessante mencionar que a complexidade mínima para a computação de uma componente,

apresentada por Heideman em [8], é dada por φ(L)−2, para L múltiplo de 4, e φ(L)−1, caso

contrário, isto é, o algoritmo JCO-Goertzel é um algoritmo quase ótimo (por apenas duas

multiplicações não se iguala ao algoritmo apresentado na Seção 4.5).
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Tabela 4.2: Complexidade multiplicativa dos Algoritmos de Goertzel, JCO e JCO-Goertzel em número

de multiplicações reais, considerando entradas reais com implementação na ordem inversa.

N k Goertzel JCO JCO-Goertzel

8 1 8 6 4

2 8 2 2

12 1 12 6 4

2 12 2 2

16 1 16 14 8

2 16 6 4

24 1 24 14 8

2 24 6 4

32 1 32 30 16

2 32 14 8

O próximo capítulo desta tese apresenta um método para minimizar a complexidade arit-

mética aditiva. A partir dessa metodologia, é possível obter um número reduzido de adições

para um número especí�co de multiplicação de uma transformada linear qualquer.



capítulo 5

Teoria da Complexidade

Aditiva para

Transformadas

Em 1978, S. Winograd apresentou uma nova FFT baseada num algoritmo de convolu-

ção cíclica [11] e, posteriormente, publicou um livro sobre complexidade aritmética [3]. Esses

trabalhos estabeleceram uma maneira de contar o número de multiplicações e adições necessá-

rias para se implementar um determinado algoritmo; grande parte dos esforços, entretanto, se

concentrou em minimizar a complexidade multiplicativa. Teoremas sobre a complexidade mul-

tiplicativa foram propostos enquanto a complexidade aditiva era obtida a partir do algoritmo

�nal de forma heurística [7, 8, 22, 23].

A motivação que levou à investigação relatada neste capítulo foi a perspectiva de se minimi-

zar a complexidade aditiva de um determinado algoritmo que requer um número estabelecido

de multiplicações. Para isso, uma nova forma de se contabilizar a complexidade é introduzida,

a qual considera multiplicações triviais independentemente das adições.

5.1 Introdução

A complexidade aditiva de um algoritmo ou transformada é o número de adições utilizadas

pelo mesmo para se obter o resultado desejado. Por exemplo, considere um algoritmo somador

dado por

X = x0 + x1 + x2 + x3,
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em que xn ∈ R, n = 0, 1, 2, 3, são variáveis de entrada. Em forma matricial

X =
[

1 1 1 1
]











x0

x1

x2

x3











.

Neste caso, observa-se que a computação pode ser feita via somador de duas entradas de

diversas maneiras, como por exemplo

X = {[(x0 + x1) + x2] + x3}, (5.1)

ou

X = [(x0 + x1) + (x2 + x3)]. (5.2)

Observa-se que, não importando a ordem ou arranjo das adições, o número de adições para

se computar X não muda e é dado por

Ar = Números de elementos− 1. (5.3)

Neste caso, Ar = 3 é a complexidade aditiva, entretanto, existe uma diferença sutil entre

as duas implementações. A implementação decorrente de (5.1) apresenta três passos, mas

possibilita a implementação com apenas um somador, enquanto a implementação decorrente

de (5.2) possibilita a computação em dois passos, considerando que (x0 + x1) e (x2 + x3)

podem ser computados em paralelo, contudo, isto demanda dois somadores no processador.

Considere agora o seguinte algoritmo com somadores

y0 = x0 + x1 + x2 + x3 (5.4)

y1 = x0 + x3, (5.5)

ou, em forma matricial,




y0

y1



 =




1 1 1 1

1 0 0 1















x0

x1

x2

x3











.

Neste caso, utilizando a Equação (5.3) para cada variável, obtém-se três adições devido a y0

e uma adição para y1, totalizando Ar = 4. Entretanto, o algoritmo pode ser implementado
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por

a1 = x0 + x3 (5.6)

a2 = x1 + x2 (5.7)

y0 = a1 + a2 (5.8)

y1 = a1, (5.9)

com Ar = 3. Logo, observa-se que existem maneiras e�cientes de se implementar algoritmos

de forma a minimizar a complexidade aditiva.

5.2 Minimizando a Complexidade Aditiva de Transformadas

Racionais

Uma transformada pode ser representada de forma matricial por

V = Ψv,

em que

V
∆
=











V0

V1

...

VM−1











,

Ψ
∆
=











ϕ0,0 ϕ0,1 · · · ϕ0,N−1

ϕ1,0 ϕ1,1 · · · ϕ1,N−1

...
...

. . .
...

ϕM−1,0 ϕM−1,1 · · · ϕM−1,N−1











e

v
∆
=











v0

v1
...

vN−1











.

Na condição particular em que ϕi,j ∈ Q, isto é, a matriz de transformação Ψ contém apenas

elementos racionais, a transformada não contém multiplicações. Neste caso, tem-se apenas

multiplicações triviais e adições. Sobre essa condição é possível aplicar todas as relações de

complexidade aditiva apresentas no Capítulo 2.



89

Para implementar transformações racionais de maneira e�ciente, no que diz respeito à

complexidade aditiva, vamos de�nir um tipo simples de matriz, tal que estruturas e transfor-

madas mais complexas podem ser obtidas por cascateamento das mesmas.

De�nição 5.1 De�ne-se como matriz bielementar uma matriz, com elementos racionais, em

que cada uma das suas linhas tem, no máximo, dois elementos não nulos; além disso, as linhas

com dois elementos não nulos, consideradas como vetores no RN , devem apresentar direções

distintas.

Toda matriz racional Ψ pode ser fatorada na forma

Ψ = Ψ1Φ,

em que a matriz Φ é bielementar. Essa fatoração não é única. Uma maneira possível de se

obter uma fatoração dessa forma é escolher pares de colunas de Ψ e, para cada par, escolher

vetores em direções distintas que completem todas as direções contidas no par de colunas de

Ψ. Com este procedimento, a matriz Φ é bielementar. Escolhendo-se a matriz bielementar Φ,

a matriz Ψ1 pode ser obtida, desde que cada linha i de Ψ é dada por

vTi =

m∑

j=1

ci,ju
T
j ,

em que ci,j são os coe�cientes da linha i e coluna j de Ψ1 e uT
j é a linha j de Φ. Considerando

essa decomposição das linhas de Ψ num determinado par de colunas especí�co, tem-se que

v̂Ti =

j2∑

j=j1

ci,ju
T
j ,

em que v̂Ti é o vetor vTi com zeros nas posições não referentes ao par de colunas especí�co.

Desde que todas as direções estão contidas em Φ, o elemento ci,j pode ser obtido por

ci,j =







q, se v̂Ti = quT
j ,

0, caso contrário,
(5.10)

para j = j1, . . . , j2. Fazendo isso para todos os pares, é possível obter a matriz Ψ1.
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Exemplo 5.1

Fatorar a matriz de Hadamard de ordem quatro na forma Ψ1Φ. Essa matriz é dada por

H4 =











1 1 1 1

1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1











.

Escolhendo como pares de colunas, (1, 2) e (3, 4), pode-se escolher a matriz Φ por

Φ =











1 1 0 0

1 −1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 −1











,

e com isso, a matriz Ψ1 é computada por (5.10) ou, por simples observação,

Ψ1 =











1 0 1 0

0 1 0 −1
1 0 −1 0

0 1 0 1











.

Observa-se que a implementação da transformação V = H4v, pela forma direta (a qual a

complexidade aditiva é dada pela Equação (2.4)), tem complexidade aditiva dada por

CA(H4) = 12,

enquanto que esta implementação na forma V = Ψ1Φv apresenta

CA(Ψ1Φ) = 8,

sendo, portanto, mais e�ciente que a primeira.

Outra vantagem de se utilizar a fatoração em matrizes bielementares é que a implementa-

ção, o número de passos e a quantidade mínima de somadores podem ser derivadas a partir

da mesma. O número de passos é dado pelo número de matrizes da fatoração, neste caso dois.

A quantidade mínima de somadores é dada pelo número de adições da matriz da fatoração

que apresenta maior número de adições, neste caso quatro. A implementação pode ser facil-

mente obtida das matrizes Φ e Ψ1; a Figura 5.1 mostra a implementação da transformada de

Hadamard de ordem 4 utilizando a fatoração em matrizes bielementares.
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Figura 5.1: Implementação da transformada de Hadamard de ordem 4 utilizando a fatoração em

matrizes bielementares

•

O fato principal é que as matrizes bielementares de�nidas anteriormente aparentemente

não podem ser minimizadas. Esse fato é caracterizado pela conjectura a seguir.

Conjectura 5.1 A complexidade aditiva de uma matriz bielementar é mínima, isto é, se Φ

é bielementar e Φ = Φ2Φ1, então

CA(Ψ) ≤ CA(Φ2) + CA(Φ1).

Isto sugere que, se uma transformada qualquer for fatorada em matrizes bielementares, a

implementação através da concatenação das matrizes bielementares apresenta uma complexi-

dade aditiva menor. Entretanto, como mencionado anteriormente, a fatoração em matrizes

bielementares não é única, o que faz necessário um mecanismo de controle para que a fato-

ração em matrizes bielementares resulte na melhor implementação. Tal controle é feito pela

proposição a seguir.

Proposição 5.1 Um método para minimizar a complexidade aditiva da transformação racio-

nal V = Ψv, fatorando Ψ em matrizes bielementares:

• Escolher a fatoração Ψ = Ψ2Φ1 que maximize

G1 = CA(Ψ)− CA(Ψ2Φ1), (5.11)

para G1 > 0;

• Repetir o item anterior para fatorar Ψi = Ψi+1Φi até que o máximo valor de Gi, obtido por

Gi = CA(Ψi)− CA(Ψi+1Φi), (5.12)

seja igual a zero;
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• Implementar Ψ através de

Ψ = ΨmΦm−1 . . .Φ2Φ1. (5.13)

Sobre esta fatoração, se não existe G1 > 0 que satisfaça o primeiro passo, diz-se então

que Ψ é irredutível. A variável Gi pode ser vista como o ganho em complexidade aditiva

(o número de adições economizadas) por se implementar Ψi através de Ψi+1Φi. Se Ψm é

bielementar, pode-se dizer que o número de passos do algoritmo, nP , é dado por

nP = m, (5.14)

e o número mínimo de somadores necessários para implementar o algoritmo em m passos, nS ,

é dado por

nS = max
i

(CA(Φi)). (5.15)

Teorema 5.1 Seja Ψ uma matriz racional que foi fatorada em matrizes bielementares, pela

Equação (5.13), utilizando a Proposição 5.1. Então, a complexidade aditiva da fatoração é

dada por

CA(ΨmΦm−1 . . .Φ2Φ1) = CA(Ψ)−
m−1∑

i=1

Gi.

Demonstração: Pode-se escrever, utilizando (2.3) em (5.12),

CA(ΨmΦm−1) = CA(Ψm−1)−Gm−1 (5.16)

CA(Φm−2) = CA(Ψm−2)− CA(Ψm−1)−Gm−2 (5.17)

CA(Φm−3) = CA(Ψm−3)− CA(Ψm−2)−Gm−3 (5.18)

...
...

CA(Φ2) = CA(Ψ2)− CA(Ψ3)−G2 (5.19)

CA(Φ1) = CA(Ψ)− CA(Ψ2)−G1. (5.20)

Somando-se membro a membro estas expressões resulta, no primeiro membro, a complexidade

aditiva da fatoração. No segundo membro, todas os termos CA(Ψi) se cancelam, restando

apenas CA(Ψ) menos o somatório de Gi.

Isso justi�ca que uma boa implementação para V = Ψv, dado que Ψ contém elementos

racionais, é obtida através da Proposição 5.1. Entretanto, quando a matriz Ψ é grande,

o problema de maximizar Gi torna-se inviável. Esse problema se resume em escolher os

melhores pares de colunas para Ψ. Uma regra prática é escolher os pares de colunas que
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apresentem o menor número de direções possíveis; os próximos exemplos mostram como isso

pode ser feito.

Exemplo 5.2

Fatorar a matriz

Ψ =




















1 0 0 0 0

0 1 0 0 1

0 0 1 1 0

0 1 0 0 −1
0 0 −1 1 0

0 1 −1 −1 1

0 1 1 −1 −1




















,

como produto de matrizes bielementares. O primeiro passo seria escolher os pares de colunas

para efetuar a primeira fatoração, Ψ = Ψ2Φ1. Observa-se que, escolhendo-se as colunas 2 e 5

como primeiro par e as colunas 3 e 4 como segundo par, existem apenas 4 direções distintas

para esses dois pares. Uma boa correlação de elementos é um indicativo de que o par de

colunas é uma boa escolha para a fatoração. Assim, os pares de colunas escolhidos são (2, 5)

e (3, 4), a coluna 1 �ca isolada. Escolhe-se então

Φ1 =














0 1 0 0 1

0 1 0 0 −1
0 0 1 1 0

0 0 1 −1 0

1 0 0 0 0














,

e computa-se Ψ2 através de (5.10) ou por simples observação, o que resulta em

Ψ2 =




















0 0 0 0 1

1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 −1 0

1 0 −1 0 0

0 1 0 1 0




















.
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Desde que Ψ2 é bielementar a fatoração está concluída e é dada por

Ψ =




















0 0 0 0 1

1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 −1 0

1 0 −1 0 0

0 1 0 1 0

































0 1 0 0 1

0 1 0 0 −1
0 0 1 1 0

0 0 1 −1 0

1 0 0 0 0














.

•

Exemplo 5.3

Fatorar a matriz

Ψ =








1 1 1 0

−1
2 0 1 1

0 −1
2 1 −1







,

como produto de matrizes bielementares. Neste caso, independente dos pares de colunas

escolhidos, obtém-se sempre 3 vetores bidimensionais com direções diferentes. Escolhendo-se

Φ1 =

















1 1 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 −1
0 0 1 0

















,

existem varias soluções para Ψ2; escolhe-se a solução (5.10), ou seja,

Ψ2 =








1 0 0 0 0 1

0 −1
2 0 1 0 0

0 0 −1
2 0 1 0







.

Observa-se que G1 = 0, entretanto a matriz ainda pode ser fatorada em matrizes bielemen-

tares. •

Na maioria das transformações práticas1, as matrizes de transformações não são racionais;

neste caso, uma implementação ideal preocupa-se em minimizar o número de multiplicações
1Transformada discreta de Fourier, Hartley, cosseno e wavelets, Filtros digitais, e muitos outros operadores lineares

utilizados comumente na engenharia.
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da transformação. Neste contexto, existem algoritmos que implementam uma transformação

qualquer Ψ através da fatoração

Ψ = CBA,

em que C e A são matrizes com elementos racionais e a matriz B é uma matriz diagonal

[7]. Essa fatoração é feita de modo a minimizar o número de multiplicações, entretanto,

A e C são transformações racionais. Portanto, para minimizar o número de adições sobre

esses algoritmos, utiliza-se a Proposição 5.1 para fatorar as matrizes A e C em matrizes

bielementares.

Exemplo 5.4

Considere a matrizW = CBA da transformada rápida de Fourier (FFT) paraN = 3, fatorada

pelo algoritmo de decomposição do núcleo em bases ciclotômicas [22],

W =








1 0 0

0 1 j

0 1 −j















1 0 0

0 1 0

0 0 γ2















1 1 1

1 −1
2 −1

2

0 1 −1







,

em que γ2 = −sen(2π/3). Iniciando pela matriz A, a qual pode ser fatorada, e escolhendo-se

o par de colunas (2, 3), tem-se

A =








1 0 1

−1
2 0 1

0 1 0















0 1 1

0 1 −1
1 0 0







,

isto é, A = A1Φ. A matriz C, após separada em parte real e parte imaginária, não contém

adições. Portanto, a implementação da FFT através de

V = CBA1Φv,

contém 1 multiplicação, 1 multiplicação trivial e 4 adições. Para comparação, a FFT de

Winograd implementa o mesmo algoritmo com 2 multiplicações e 4 adições [11]. •

Exemplo 5.5

Considere a FFT otimizada para N = 5 apresentada no Exemplo 4.4, que faz uso da fatoração

W = CBA, com apenas quatro multiplicações. Para determinar a complexidade aditiva desse
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algoritmo, dado que A é racional, B é diagonal e C é racional complexa, basta avaliar a

complexidade aditiva de A e das partes real e imaginária de C. A matriz A é dada por

A =




















1 0 0 0 0

0 1 0 0 1

0 0 1 1 0

0 1 0 0 −1
0 0 −1 1 0

0 1 −1 −1 1

0 1 1 −1 −1




















,

a qual já foi fatorada no Exemplo 5.2 e contém 6 adições. A parte real da matriz C é dada

por

Cr =














1 1 1 0

−1
2 0 1 1

0 −1
2 1 −1

0 −1
2 1 −1

−1
2 0 1 1














,

a qual pode ser expressa por

Cr =














1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

0 1 0














Ψ,

em que a matriz Ψ é a matriz do Exemplo 5.3 e, portanto, apresenta 6 adições. A parte

imaginária da matriz C é dada por

Ci =














0 0 0

1 0 1

0 1 1

0 −1 −1
−1 0 −1














,
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a qual pode ser decomposta em

Ci =














0 0

1 0

0 1

0 −1
−1 0

















1 0 1

0 1 1



 ,

com complexidade aditiva igual a 2. Portanto, a complexidade aditiva da FFT otimizada

de comprimento cinco é 14. Para comparação, a FFT de Winograd implementa o mesmo

algoritmo com 5 multiplicações e 13 adições [11]. •

O exemplo anterior, junto com a teoria da complexidade multiplicativa, mostra que qual-

quer transformada linear pode ser posta na forma CBA, em que a matriz diagonal B tem

um número reduzido de multiplicações (não precisa ser necessariamente o mínimo). Pode-se,

então, aplicar as técnicas para redução da complexidade aditiva apresentadas neste capítulo.

Uma vez que as matrizes C e A estão fatoradas em matrizes bielementares, é simples informar

a complexidade aritmética do algoritmo, o número de somadores e multiplicadores necessários

no processo e o número de passos necessários para a computação da transformada. A Tabela

5.1 apresenta as complexidades aritméticas da FFT otimizada e da FFT de Winograd, para

os comprimentos em que há diferença entre as complexidades multiplicativas (para N < 16).

Tabela 5.1: Complexidade aritmética da OFFT e da FFT de Winograd

N OFFT FFT de Winograd

Multiplicações Adições Multiplicações Adições

3 1 6 2 4

5 4 14 5 13

7 7 35 8 30

9 8 64 10 36

10 8 66 - -

O número de passos, np, está intimamente ligado com o número de ciclos de máquina

(clock) e o atraso da saída da computação mediante a uma entrada. Dessa forma, o parâmetro

nP indica se o algoritmo é rápido ou lento. Algoritmos rápidos devem ter um nP baixo em

relação aos demais algoritmos. A in�uência de nP , bem como a in�uência da representação

numérica, são fatores importantes sobre projetos práticos de transformadas e são abordadas

no próximo capítulo.



capítulo 6

Projeto de

Transformadas

Otimizadas

A teoria da complexidade aritmética sobre transformadas apresentada nos capítulos ante-

riores foi elaborada para ser aplicada no projeto de transformadas lineares, �ltros e qualquer

tipo de processamento aritmético de sinais digitais. Como consequência desse processamento,

os sinais são discretizados e digitalizados. O processo de digitalização representa o valor de

um sinal real por um valor aproximado que pode ser representado por uma sequência de bits.

A Figura 6.1 mostra um exemplo de um sinal analógico sendo discretizado.

A codi�cação de cada valor discretizado em uma determinada sequência de bits é chamada

de representação numérica. Existem várias representações numéricas utilizadas na engenharia.

Elas se dividem em dois tipos principais: o ponto �xo e o ponto �utuante. A seguir são

discutidas as representações compatíveis com a teoria apresentada nesta tese.

6.1 Escolha da Representação Numérica

A escolha da representação numérica é importante, uma vez que a mesma pode simpli�car

ou di�cultar a implementação de blocos aritméticos. Para este caso especí�co, algumas ca-

racterísticas são essenciais na representação numérica. A primeira característica importante

é que a representação numérica deve facilitar as operações aritméticas, sendo a adição mais

simples que a multiplicação. Uma outra característica desejável é que multiplicações triviais
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Figura 6.1: Um exemplo de digitalização: o sinal analógico está em azul e o sinal discretizado em

verde.

sejam mais simples de ser implementadas que outras multiplicações usuais.

Neste ponto, recorre-se à de�nição formal de multiplicação trivial. Uma vez que números

irracionais não podem ser representados em máquinas digitais, as multiplicações passam a

não existir e tem-se apenas multiplicações triviais. Entretanto, números irracionais necessi-

tam de uma grande quantidade de bits para serem representados, enquanto pequenos inteiros

e números que são potência de dois são representados por poucos bits na maioria das re-

presentações digitais. Como na teoria, a maioria das multiplicações triviais envolve inteiros

pequenos e potências de dois; para esses deve haver uma forma mais simples de implementar

uma multiplicação utilizando vantagens da representação numérica.

Por essas e outras razões que são mostradas a seguir, foi escolhida a representação de

ponto �xo sinal módulo (PFSM) de 32 bits para a implementação das transformadas. Dentre

as principais vantagens dessa representação, pode-se citar a facilidade de implementar alguns

tipos de multiplicações triviais sem a necessidade de blocos somadores ou multiplicadores,

além da possibilidade de construir uma arquitetura que compute uma transformada por pulso

do sinal de sincronismo (clock).

6.1.1 Representação ponto �xo sinal módulo de 32 bits

Essa representação é feita por 32 bits, sendo o primeiro bit uma informação sobre o sinal,

e os 31 bits restantes informam sobre o módulo do número representado. Um número, A, é
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representado por uma sequência de bits, (as, a14, a13 . . . , a−16), de tal forma que

A = (−1)as

14∑

i=−16

ai2
i, (6.1)

o que pode ser representado por

A
FP32→ (as, a14, a13 . . . , a−16). (6.2)

É fácil notar que diferentes números recebem representações diferentes, por exemplo, o

número 1 é representado pela sequência que o a0 = 1 e todos os outros bits são zeros. Isso é

representado como anteriormente (excluindo as vírgulas) por

1
FP32→ (00000000000000010000000000000000).

Essa é a sequência de bits exata que representa o número 1 na representação PFSM. O número

(−1) é representado por

−1 FP32→ (10000000000000010000000000000000),

que diferiu apenas no primeiro bit da representação do 1. De fato, nessa representação,

multiplicar por (−1) signi�ca inverter o primeiro bit. Para facilitar a notação nesta tese,

utiliza-se a notação em hexadecimal, na qual cada 4 bits é representado por um símbolo em

hexadecimal; assim, pode-se simpli�car as notações anteriores por

1
FP32→ (00010000)H

e

−1 FP32→ (80010000)H .

6.1.2 Multiplicações triviais na representação ponto �xo sinal módulo

A facilidade da implementação da multiplicação por (−1) para a representação PFSM

já foi observada, entretanto, outros tipos de multiplicações podem ser implementadas sem a

necessidade de um multiplicador (O bloco multiplicador é apresentado mais adiante). Essas

são as multiplicações consideradas triviais na prática. Considere um número A que deve ser

multiplicado por outro número, T , da forma

T = ±2m,
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sendo P o produto desta multiplicação. Utilizando (6.1), o produto é

P = TA = ±2m(−1)as

14∑

i=−16

ai2
i = ±(−1)as

14∑

i=−16

ai2
i+m.

Fazendo a mudança de variável n = i+m, tem-se

P = ±(−1)as

14+m∑

n=−16+m

an−m2n.

Supondo que |P | < 215 (isto é, não ocorre over�ow), ou desprezando os coe�cientes das

exponenciais menores que 2−16, pode-se escrever

P = ±(−1)as

14∑

n=−16

an−m2n. (6.3)

Isso signi�ca que a implementação desse tipo de multiplicação pode ser feita sem um bloco de

multiplicação, simplesmente, fazendo um deslocamento nos bits da representação do número

A.

Exemplo 6.1

Implementar a multiplicação de um número x que está na representação PFSM pela constante

(−2−2) = −1/4. Sendo a representação de x dada por

x
FP32→ (xs, x14, x13, x12, x11, . . . , x−14, x−15, x−16),

então, através de (6.3), o resultado da multiplicação é representado por

−x/4 FP32→ (x̄s, 0, 0, x14, x13, . . . , x−12, x−13, x−14),

em que x̄s é o inverso binário de xs, o que pode ser implementado com um registrador de

deslocamento e um inversor, ou simplesmente por uma reorganização no barramento de saída,

como mostra a Figura 6.2. A reorganização do barramento é a forma mais indicada para a

implementação de multiplicações triviais e é utilizada no decorrer desta tese. •

A implementação de pequenos inteiros também pode ser feita utilizando-se multiplicações

triviais e adições, por exemplo, pode-se multiplicar A por 5 com uma única adição, desde que

5 = 22 + 1, então, 5A = [(22A) +A]. A multiplicação 22A é trivial e o produto é obtido com

apenas uma adição. Neste ponto, pode-se de�nir como pequeno inteiro (pode ser um racional)

um número, α, no qual a implementação de αA utilizando somadores tem baixa complexidade

de implementação em relação à implementação com o multiplicador. Dessa forma, a teoria

da complexidade aritmética se adapta perfeitamente ao projeto das transformadas.
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Figura 6.2: Implementação de uma multiplicação trivial por (−2−2) para um número na representação

PFSM de 32 bits.

6.2 Arquitetura, somadores e multiplicadores

O objetivo deste capítulo é a implementação em linguagem de descrição de hardware das

transformadas discretas de Fourier otimizadas para diversos comprimentos. A de�nição da

arquitetura é um ponto fundamental do processo e normalmente depende da aplicação. É na

arquitetura que se de�ne o tempo de processamento, o número de entradas, se o sistema é sín-

crono ou assíncrono, as entradas e saídas do dispositivo digital e muitas outras características

do projeto.

Uma possível escolha para a arquitetura é um sistema que compute uma transformada

por pulso de clock. Para isso, o processador deve transferir os resultados de cada computação

para o bloco seguinte, de forma que a saída do sistema forneça os resultados esperados após

algum atraso, que está relacionado diretamente com o número de passos da transformada a

ser implementada.

As entradas do sistema digital são: o vetor v, cuja DFT se deseja computar; um sinal

binário, clr, para limpar os dados dos registradores quando necessário; o sinal binário, enable,

para habilitar a computação (pois do contrário o sistema �caria sempre computando e consu-

mindo energia); e o sinal do sincronismo (clock), clk, o que signi�ca que as implementações

são síncronas.

As saídas do sistema são: o vetor V , que é a transformada discreta de Fourier do vetor de

entrada, v, e uma saída binária, ovrf, para sinalização de sobrecarga, isto é, quando ocorrer
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um resultado que não pode ser representado em PFSM 32 bits. O diagrama da arquitetura do

sistema que implementa uma transformada discreta de Fourier otimizada, dado que a matriz

de transformação foi otimizada em W = CBA, é mostrada na Figura 6.3.

Figura 6.3: Arquitetura para a implementação da transformada discreta de Fourier otimizada.

Os blocos A e C são blocos de somadores, enquanto o bloco B é um bloco de multiplica-

dores. Pode ser observado que cada bloco deve conter uma saída de sinalização de sobrecarga,

ovrf . As Figuras 6.4 e 6.5 mostram uma representação, em nível de transferência de registra-

dores (RTL, do inglês Register Transfer Level) [25], para o somador e para o multiplicador,

respectivamente.

Figura 6.4: Representação do somador em RTL, com todas as entradas e saídas.

Alguns resultados podem ser observados a partir da sintetização do somador e do multi-

plicador, neste caso especí�co, utilizando linguagem Verilog, sintetizado no Quartus II 64-bits

Version Build 153 11/29/2010 SJ Web Edition para dispositivos da família Cyclone IV GX 1.

1Quartus II é uma ferramenta de síntese disponibilizada pela Altera Corporation, a qual sintetiza programas, escritos

em algumas linguagens de descrição de hardware, para funcionar em dispositivos FPGAs e SoCs vendidos pela mesma.

Para mais informações, pode-se consultar www.altera.com.
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Figura 6.5: Representação do multiplicador em RTL, com todas as entradas e saídas.

A sintetização do somador resultou em: 192 funções combinacionais; 33 registradores

lógicos dedicados; frequência máxima de 1416,43 MHz, restringido a frequência máxima do

dispositivo de 250 MHz.

A sintetização do multiplicador resultou em: 1313 funções combinacionais; 47 registradores

lógicos dedicados; frequência máxima não informada.

Pode ser observado que, na prática, a complexidade de funções combinacionais do multi-

plicador é bem superior à do somador. Entretanto, isso depende fortemente da implementação

de cada dispositivo. Neste caso, ambos os blocos foram implementados utilizando-se a repre-

sentação PFSM. Essa complexidade varia bastante se o dispositivo é projetado para trabalhar

com representação em ponto �utuante.

A seguir, são apresentadas implementações da transformada discreta de Fourier otimi-

zada (em relação à complexidade multiplicativa) para comprimentos especí�cos, os quais são

apresentados pela primeira vez na literatura.

6.3 Transformada Discreta de Fourier Otimizada de Compri-

mento 5

A transformada rápida de Fourier Otimizada (OFFT) de comprimento 5 foi obtida nos

capítulos anteriores e sua implementação, após a fatoração em matrizes bielementares de A e

C, resultou no seguinte procedimento para computar V = Wv: primeiro se computa o vetor



105

D através de

D =




















1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 β1 0 0 0

0 0 0 0 β2 0 0

0 0 0 0 0 β3 0

0 0 0 0 0 0 β4







































0 0 0 0 1

1 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 −1 0

1 0 −1 0 0

0 1 0 1 0

































0 1 0 0 1

0 1 0 0 −1
0 0 1 1 0

0 0 1 −1 0

1 0 0 0 0



























v0

v1

v2

v3

v4














,

em que as constantes βi são calculadas no Exemplo 4.4 e são dadas por

β1 = −j[sen(2π/5)− sen(4π/5)],

β2 = −j[sen(2π/5) + sen(4π/5)],

β3 = cos(2π/5)

e

β4 = −jsen(4π/5),

e o vetor D é

D =




















D1

D2

D3

D4

D5

D6

D7




















.

A parte real da transformada é então computada através de

ℜ(V ) =














1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 1

0 1 0





















1 0 0 0 0 1

0 −1
2 0 1 0 0

0 0 −1
2 0 1 0
























1 1 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 −1
0 0 1 0



























D1

D2

D3

D6











,
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e a parte imaginária é computada através de

ℑ(V ) =














0 0

1 0

0 1

0 −1
−1 0

















1 0 1

0 1 1












D4

D5

D7







.

Pode ser observado que a computação da FFT envolve 5 passos de computação, consi-

derando cada matriz que contenha alguma computação como um passo. Também pode ser

observado que a computação das partes real e imaginária pode ser feita ao mesmo tempo.

Têm-se no total 4 multiplicações e 14 adições.

A implementação da OFFT de comprimento 5 pode ser visualizada em RTL na Figura

6.6, a sintetização resultou em: 4502 funções combinacionais; 1044 registradores lógicos dedi-

cados; frequência máxima de 85,65 MHz. Os arquivos em Verilog desta implementação estão

disponíveis no Apêndice B.

Figura 6.6: Diagrama em RTL da implementação da OFFT de comprimento 5.
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6.4 Transformada Discreta de Fourier Otimizada de Compri-

mento 7

A OFFT de comprimento 7 é obtida utilizando-se as teorias apresentadas nos Capítulos 4

e 5. As matrizes A, B e C, obtidas para a implementação do algoritmo por W = CBA, são

dadas por

A =

































0 1 −1 0 0 1 −1
0 0 −1 −1 1 1 0

0 1 0 1 −1 0 −1
0 1 1 −1 1 −1 −1
0 1 −1

2 −1
2 −1

2 −1
2 1

0 0 1
2 −1

2 −1
2

1
2 0

0 1
2 −1

8 −5
8 −5

8
1
8

1
2

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 1 0

0 0 0 1 1 0 0

































,

B =

































β1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 β2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 β3 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 β4 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 β5 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 β6 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 β7 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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e

C =




















0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1

1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 −1
2

−1 1 0 1 0 −2 2 1 0 −1
2 0

0 1 1 −1 −1 1 −3 1 −1
2 0 0

0 −1 −1 1 −1 1 −3 1 −1
2 0 0

1 −1 0 −1 0 −2 2 1 0 −1
2 0

−1 0 −1 −1 1 1 1 1 0 0 −1
2




















,

em que todas as constantes βi são pré-calculadas e dadas por

β1 = −j 1
3
[sen(2π/7)− 2sen(4π/7)− sen(6π/7)],

β2 = −j 1
3
[2sen(2π/7)− sen(4π/7) + sen(6π/7)],

β3 = −j 1
3
[sen(2π/7) + sen(4π/7) + 2sen(6π/7)],

β4 = −j 1
3
[sen(2π/7) + sen(4π/7)− sen(6π/7)],

β5 = cos(2π/7)− 1

2
cos(4π/7),

β6 = cos(2π/7) +
5

4
cos(4π/7)

e

β7 = cos(4π/7).

Pode-se veri�car que a maioria das multiplicações triviais da teoria são triviais também

na prática. Entretanto, multiplicações por −3 e por −5/8 podem não ser triviais na prática.

De fato, essas multiplicações podem ser implementadas com uma adição, e podem ser feitas

por um circuito combinacional dedicado, mais simples que o bloco somador, porém, um pouco

mais complexo que o circuito que implementa a multiplicação por ±2m apresentado na Seção

6.1.2.

Após a fatoração de A e C em matrizes bielementares, chega-se à conclusão que a complexi-

dade aritmética do algoritmo é de 7 multiplicações e 35 adições. A seguir são apresentados

os algoritmos obtidos para comprimento 9 e 10 na forma CBA.
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6.5 Transformada Discreta de Fourier Otimizada de Compri-

mento 9

As matrizes A, B e C, obtidas para a implementação da OFFT de comprimento 9 por

W = CBA, são dadas por

A =

































0 2 1 0 −1 1 0 −1 −2
0 0 −1 0 −1 1 0 1 0

0 2 −1 0 −1 −1 0 −1 2

0 0 1 0 −1 −1 0 1 0

0 −1 1
4 0 5

4 −5
4 0 −1

4 1

0 −3 15
4 0 −3

4 −3
4 0 15

4 −3
0 2 −2 0 2 −2 0 2 −2
0 0 0 2 0 0 −2 0 0

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 0 0 −1 0 0 −1 0 0

2 −1 −1 2 −1 −1 2 −1 −1

































,

B =

































β1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 β2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 β3 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 β4 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 β5 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 β6 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 β7 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 β8 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1
2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2
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e

C =


























0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0

0 2 0 −2 −2 −2
3 0 −1 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1

−1 1 −1 1 −3 −1
3 0 1 0 1 0

1 −1 −1 1 3 −1
3 0 −1 0 1 0

0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 1

0 −2 0 −2 2 −2
3 0 1 0 1 0

−1 −1 1 1 −1 1 0 −1 0 1 0


























,

em que todas as constantes βi são pré-calculadas e dadas por

β1 = −j 1
2
[sen(2π/9) +

1

2
sen(4π/9)],

β2 = −j 1
2
[sen(2π/9)− 5

4
sen(4π/9)],

β3 =
1

2
[cos(2π/9) +

3

2
cos(4π/9)],

β4 =
1

2
[cos(2π/9)− 1

4
cos(4π/9)],

β5 = −j 1
2
sen(4π/9),

β6 =
1

2
cos(4π/9)

e

β7 = β8 = −j 1
2
sen(6π/9).

Após a fatoração de A e C em matrizes bielementares, chega-se à conclusão que a com-

plexidade aritmética do algoritmo é de 8 multiplicações e 64 adições.
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6.6 Transformada Discreta de Fourier Otimizada de Compri-

mento 10

As matrizes A, B e C, obtidas para a implementação da OFFT de comprimento 9 por

W = CBA, são dadas por

A =










































0 0 0 0 1 0 −1 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 1 0 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 −1 0 0 0 1 0 0

0 −1 0 1 0 0 0 −1 0 1

0 0 1 0 −1 0 1 0 −1 0

0 1 0 −1 0 0 0 −1 0 1

0 0 1 0 −1 0 −1 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 −1
2

1
2 0 −1 0 1

2 −1
2 0

1 −1
2 0 0 −1

2 1 −1
2 0 0 −1

2

1 1
2 0 0 −1

2 −1 −1
2 0 0 1

2

1 0 −1
2 −1

2 0 1 0 −1
2 −1

2 0

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1










































,
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B =










































β1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 β2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 β3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 β4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 β5 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 β6 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 β7 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 β8 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1










































e

C =





























0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0

0 0 1 1 −1 1 1 −1 0 0 1 0 0 0

0 0 −1 1 −1 −1 −1 −1 0 0 0 1 0 0

−1 1 0 0 1 −1 −1 1 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

1 −1 0 0 −1 1 −1 1 0 0 0 0 1 0

0 0 1 −1 1 1 −1 −1 0 0 0 1 0 0

0 0 −1 −1 1 −1 1 −1 0 0 1 0 0 0

−1 −1 0 0 −1 −1 1 1 0 1 0 0 0 0





























,

em que todas as constantes βi são pré-calculadas e dadas por

β1 = β2 = −j[sen(2π/10) + sen(4π/10)],

β3 = β4 = −j[sen(2π/10)− sen(4π/10)],

β5 = β6 = −jsen(4π/10),

e

β7 = β8 = cos(2π/10).
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Após a fatoração de A e C em matrizes bielementares, chega-se à conclusão que a com-

plexidade aritmética do algoritmo é de 8 multiplicações e 66 adições.



capítulo 7

Conclusões e Trabalhos

Futuros

Este capítulo sumariza as principais contribuições e resultados obtidos e comenta sobre

possíveis trabalhos futuros.

O Capítulo 1 apresenta os principais resultados da teoria da complexidade aritmética e

os princípios que motivaram o estudo descrito nesta tese. Nos capítulos seguintes estão as

contribuições originais e trabalhos realizados no doutorado. Pode-se dizer, de forma resumida,

que a tese apresenta uma proposta de teoria da complexidade aritmética e utiliza essa teo-

ria para derivar algoritmos otimizados, em termos da complexidade multiplicativa e aditiva,

priorizando a complexidade multiplicativa.

Além disso, a teoria apresentada se aplica a qualquer algoritmo que computa uma transfor-

mada linear (em alguns casos, componentes ou uma única componente da transformada), bem

como a algoritmos de convolução linear e cíclica. Também foi apresentada uma metodologia

para minimizar o número de adições de transformadas racionais.

Essa teoria foi utilizada para a computação da transformada discreta de Fourier, a qual re-

sultou em um novo algoritmo chamado de transformada rápida de Fourier otimizada (OFFT),

o qual implementa a DFT com o número mínimo de multiplicações possível. Essas transforma-

das foram implementadas em linguagem de descrição de hardware e apresentadas no capítulo

6. As transformadas apresentadas nesse capítulo são inéditas na literatura.
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7.1 Contribuições da Pesquisa

As primeiras contribuições originais da pesquisa relatada nesta tese foram as publicações

do algoritmo JCO [23], dos autores G. Jerônimo da Silva Jr., R. M. Campello de Souza e H.

M. de Oliveira, e a aplicação do mesmo na detecção de sinais DTMF [24]. O algoritmo JCO

é utilizado para a computação de uma única componente da DFT e pode ser usado no lugar

do algoritmo de Goertzel[16].

As contribuições seguintes surgiram na tentativa de se obter um algoritmo ótimo para a

DFT, que atingisse a complexidade mínima. As bases ciclotômicas foram descobertas nessa

tentativa. Uma FFT baseada na decomposição do núcleo da DFT em bases ciclotômicas foi

apresentada em 2010 [22], mas esse algoritmo encontrava a mínima complexidade apenas para

N = 3, 4, 6, 8, 12 e 24. Entretanto, o resultado já era bastante expressivo; a FFT ótima para

N = 3 já superava a FFT de Winograd, que nessa época era a FFT mais e�ciente1.

As contribuições �nais foram a FFT otimizada [15], a qual está apresentada no Capítulo

4, e a teoria da complexidade aditiva para transformadas [18], apresentada no Capítulo 5. O

Capítulo 6 apresenta implementações práticas de algumas transformadas otimizadas, imple-

mentadas na linguagem de descrição de hardware Verilog. Os arquivos das implementações

em Verilog estão disponibilizados no Apêndice B.

7.2 Trabalhos Futuros

Algumas questões referentes a esta tese permanecem em aberto. Existem alguns temas

importantes que podem ser aprofundados. Uma primeira questão é determinar se existe ou

não um meio que possibilite encontrar as bases numéricas para qualquer transformada, dada

a matriz de transformação. No caso especí�co da transformada discreta de Fourier, as bases

ciclotômicas são a base numérica da transformada. No caso da transformada de Hartley,

também é simples derivar as bases numéricas através das bases ciclotômicas, entretanto, o

que se pode dizer sobre as bases numéricas das transformadas do cosseno e outras?

Uma segunda questão diz respeito ao processo de decompor um conjunto qualquer de

matrizes no menor número de matrizes postunitárias. Um método foi apresentado mas esse

ainda exige uma busca, e mostra-se que o algoritmo para obter a melhor transformada é

NP. Existe um método direto para se obter a decomposição de um conjunto de matrizes em

1É surpreendente observar como a DFT otimizada com comprimento N = 3 só foi obtida em 2010 [22], mesmo sendo

prevista por Heideman desde 1988[8].
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matrizes postunitárias?

Um outro problema é encontrar uma prova ou refutação de que a Proposição 5.1, apre-

sentada no Capítulo 5, encontra o melhor algoritmo em termos da complexidade aditiva.

Aparentemente, esta proposição sempre leva ao melhor resultado, pelo menos quando com-

parado com alguns métodos heurísticos, entretanto a prova disso parece estar além do escopo

desta tese.

Uma outra proposta interessante é de�nir um novo parâmetro chamado de complexidade

aritmética, o qual seria uma combinação linear ponderada da complexidade aritmética multi-

plicativa e aditiva. Alguns autores utilizam o parâmetro operações com ponto �utuante (�ops),

que é simplesmente a soma direta do número de adições e multiplicações [26, 27]. Também é

possível de�nir uma ponderação baseada em alguma outra regra.

Seja como for, a escolha da regra de ponderação para esse parâmetro de complexidade arit-

mética pode bene�ciar interesses especí�cos e gerar comparações questionáveis. Por exemplo,

suponha duas implementações distintas de um algoritmo A, I1 e I2. A implementação I1

utiliza 3 multiplicações e 5 adições, enquanto a implementação I2 utiliza 4 multiplicações e 3

adições. Se o parâmetro complexidade aritmética, CA, é dado por

CA = (número de adições) + (número de multiplicações),

então o algoritmo I2 tem uma complexidade menor que o algoritmo I1. Porém, se a ponderação

do parâmetro CA muda, o resultado pode mudar bastante. Se agora

CA = (número de adições) + 4(número de multiplicações),

então o algoritmo I1 passa a ter uma complexidade menor que o algoritmo I2. Ainda que

essa ponderação fosse baseada na implementação em hardware do somador e do multiplicador,

poderia-se forçar uma implementação de forma a favorecer um determinado algoritmo, o que

também resulta em questionamentos.

Uma possível ideia para contornar esse desa�o é propor uma regra de ponderação baseada

no estado da arte da implementação de somadores e multiplicadores. Por exemplo, ponde-

rar a complexidade baseado no consumo de energia realizada pelo somador e multiplicador,

quando os mesmos realizam suas respectivas operações. Essa de�nição seria um novo tema

de estudo e pode ser utilizada para comparar algoritmos com números de multiplicações e

adições diferentes.

Essas são as questões principais que ainda não estão resolvidas nesta tese, e podem ser-



117

vir como tema de estudos para outros pesquisadores interessados na área de otimização de

algoritmos para processamento digital de sinais.
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apêndiceA

Processo de

Ortogonalização de

Gram-Schmidt

O processo de ortogonalização de Gram-Schmidt é apresentado nas principais litera-

turas sobre álgebra linear1. Este processo obtém um conjunto de vetores ortogonais, ~ui,

i = 1, 2, . . . ,M , a partir de N vetores quaisquer, ~vi, i = 1, 2, . . . , N , M ≤ N , em que qual-

quer vetor ~vi pode ser expresso como

~vi =

M∑

j=1

cij~uj ,

com cij ∈ C. Este processo pode ser feito desde que o espaço vetorial seja munido de um

produto interno.

O produto interno é um funcional bilinear simétrico e positivo sobre o espaço vetorial.

Sejam dois vetores quaisquer, ~v1 e ~v2, cujo produto interno é representado por 〈~v1, ~v2〉. A

propriedade bilinear do produto interno signi�ca que

〈~v1 + ~v2, ~v3〉 = 〈~v1, ~v3〉+ 〈~v2, ~v3〉 ,

〈~v1, ~v2 + ~v3〉 = 〈~v1, ~v2〉+ 〈~v1, ~v3〉 ,

〈a~v1, ~v2〉 = a 〈~v1, ~v2〉

e

〈~v1, a~v2〉 = a 〈~v1, ~v2〉 ,
1Para informações mais detalhadas, sugere-se as referências [20] e [21].
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em que a pertence ao corpo dos complexos. A propriedade da simetria ou comutatividade

signi�ca que

〈~v1, ~v2〉 = 〈~v2, ~v1〉 .

A propriedade da positividade signi�ca que 〈~v,~v〉 é real e maior que zero, se ~v 6= ~0, em

que ~0 é o vetor nulo. Se ~v = ~0, então 〈~v,~v〉 = 0.

Dois vetores, ~v1 e ~v2, diferentes do vetor nulo, são ditos ortogonais se 〈~v1, ~v2〉 = 0. A

seguir é apresentado o processo de Gram-Schmidt.

A.1 Algoritmo de Ortogonalização

Dado o conjunto de vetores não nulos ~vi, i = 1, . . . , N , toma-se o primeiro vetor como ~u1,

isto é, ~u1 = ~v1, e computa-se, para o próximo vetor ~vn (dado que existem, até o momento, m

vetores ortogonais ~ui),

~um+1 = ~vn −
m∑

i=1

〈~vn, ~ui〉
〈~ui, ~ui〉

~ui. (A.1)

Se ~um+1 6= ~0, então adiciona-se ~um+1 para o conjunto de vetores ortogonais, incrementa-se o

valor de m e repete-se o processo para o resto dos vetores ~vn.

Pode-se mostrar que o conjunto ~ui é ortogonal por indução. Supondo que o conjunto

é ortogonal até os m primeiros vetores. Então a Equação (A.1) é válida para algum vetor

~vn 6= ~0. Calculando-se o produto interno de ~um+1 por outro vetor ~uj , j ≤ m, tem-se

〈~um+1, ~uj〉 = 〈~vn, ~uj〉 −
m∑

i=1

〈~vn, ~ui〉
〈~ui, ~ui〉

〈~ui, ~uj〉 ,

〈~um+1, ~uj〉 = 〈~vn, ~uj〉 −
〈~vn, ~uj〉
〈~uj , ~uj〉

〈~uj , ~uj〉 = ~0,

o que signi�ca que o vetor ~um+1 é ortogonal a todos os vetores ~uj , j ≤ m, do conjunto.

Portanto, pode-se concluir, por indução, que o conjunto de vetores ~ui, i = 1, . . . ,M , é um

conjunto ortogonal.

Se o espaço vetorial for o Rn, um possível produto escalar é a soma dos produtos termo a

termo das componentes dos vetores. Se esse é o caso, e se os elementos dos vetores pertencem

ao corpo dos racionais, então, o conjunto de vetores ortogonais obtidos a partir do processo

de ortogonalização de Gram-Schmidt contém elementos racionais.

Existe ainda o processo de ortonormalização de Gram-Schmidt, que consiste em dividir os

vetores obtidos no processo de ortogonalização, ~ui, i = 1, . . . ,M , por
√

〈~ui, ~ui〉. O processo
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de ortonormalização não é interessante para aplicações em algoritmos rápidos, uma vez que

〈~ui, ~ui〉−
1
2 nem sempre pertence ao corpo dos racionais.



apêndiceB

Arquivos em Verilog

para a Implementação da

OFFT de comprimento 5

// UFPE

// Arquivo : fp32adder . v

// Modulo : fp32adder

// Descricao do Modulo : Somador

// Bib l i o t e ca : Ponto Fixo s ina l modulo 32 b i t s

// Autor : Gilson Jr

module fp32adder

(

input [ 3 1 : 0 ] inA ,

input [ 3 1 : 0 ] inB ,

input clk ,

input c l r ,

input enable ,

output reg [ 3 1 : 0 ] outS ,

output reg car ry

) ;

always @ (posedge c l k ) begin

i f ( c l r == 0) begin

car ry <= 0 ;

outS <= 0 ;

end

else begin

i f ( enable == 1) begin

i f ( inA [30:0] >= inB [ 3 0 : 0 ] ) begin

i f ( inA [31 ]^ inB [31]==1) begin

outS [31]<=inA [ 3 1 ] ;

outS [30:0] <= inA [30 :0 ]− inB [ 3 0 : 0 ] ;

car ry <=0;

end

else begin

outS [31]<=inA [ 3 1 ] ;

{ carry , outS [30:0]} <= inA [30 : 0 ]+ inB [ 3 0 : 0 ] ;
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end

end

else begin

i f ( inA [31 ]^ inB [31]==1) begin

outS [31]<=inB [ 3 1 ] ;

outS [30:0] <= inB [30 :0 ]− inA [ 3 0 : 0 ] ;

car ry <=0;

end

else begin

outS [31]<=inB [ 3 1 ] ;

{ carry , outS [30:0]} <= inA [30 : 0 ]+ inB [ 3 0 : 0 ] ;

end

end

end

end

end

endmodule

// UFPE

// Arquivo : f p32mu l t i p l i e r . v

// Modulo : f p32mu l t i p l i e r

// Descricao do Modulo : Mul t ip l i cador

// Bib l i o t e ca : Ponto Fixo s ina l modulo 32 b i t s

// Autor : Gilson Jr

module f p 3 2mu l t i p l i e r

(

input [ 3 1 : 0 ] inA ,

input [ 3 1 : 0 ] inB ,

input clk ,

input c l r ,

input enable ,

output reg [ 3 1 : 0 ] outS ,

output wire car ry

) ;

reg [ 1 5 : 0 ] underf low16 ;

reg [ 1 4 : 0 ] over f low15 ;

always @ (posedge c l k ) begin // Variaveis de estado 1

i f ( c l r == 0) begin

outS <= 0 ;

over f low15 <= 0 ;

end

else begin

i f ( enable == 1) begin

{ overf low15 , outS [ 3 0 : 0 ] , underf low16 } <= inA [ 3 0 : 0 ] ∗ inB [ 3 0 : 0 ] ;

outS [31]<= inA [31 ]^ inB [ 3 1 ] ;

end

end

end

assign car ry = | over f low15 ;

endmodule

// UFPE

// Arquivo : f p32bu f f e r . v

// Modulo : f p32bu f f e r

// Descricao do Modulo : Buffer ( guarda um va lor para o proximo estado )

// Bib l i o t e ca : Ponto Fixo s ina l modulo 32 b i t s

// Autor : Gilson Jr
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module f p 32bu f f e r

(

input [ 3 1 : 0 ] in ,

input clk ,

input c l r ,

input enable ,

output reg [ 3 1 : 0 ] out

) ;

always @ (posedge c l k ) begin // Variaveis de estado 1

i f ( c l r == 0) begin

out <= 0 ;

end

else begin

i f ( enable == 1) begin

out <= in ;

end

end

end

endmodule

// UFPE

// Arquivo : f p 32 f f t 5 . v

// Modulo : f p 32 f f t 5

// Descricao do Modulo : Implementacao da OFFT de 5 pontos

// Bib l i o t e ca : Ponto Fixo s ina l modulo 32 b i t s

// Autor : Gilson Jr

` include " fp32adder . v"

` include " f p 3 2mu l t i p l i e r . v"

` include " fp32bu f f e r . v"

module f p 3 2 f f t 5

(

input [ 3 1 : 0 ] v0 , v1 , v2 , v3 , v4 ,

input clk ,

input c l r ,

input enable ,

output wire [ 3 1 : 0 ] Vr0 , Vr1 , Vr2 , Vi1 , Vi2 ,

output reg ovr f

) ;

wire s1OVRout ;

wire s2OVRout ;

wire s3OVRout ;

wire s4OVRout ;

wire s5OVRout ;

wire [ 3 1 : 0 ] e1 [ 0 : 4 ] ;

wire [ 3 1 : 0 ] e2 [ 0 : 6 ] ;

wire [ 3 1 : 0 ] e3 [ 0 : 6 ] ;

wire [ 3 1 : 0 ] e4 [ 0 : 7 ] ;

wire [ 1 7 : 0 ] ca r ryar ray ;

wire v4 s i gna l ;

wire v3 s i gna l ;

wire e 14 s i gna l ;

wire e 13 s i gna l ;

wire e 35 s i gna l ;

wire e 32 s i gna l ;

wire e 31 s i gna l ;

reg [ 3 : 0 ] enab lear ray ;

reg [ 3 : 0 ] ov r f a r r ay ;
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always @ (posedge c l k ) begin // contro le de e s t ag i o s

i f ( c l r == 0) begin // c l ear

enab lear ray <= 0 ;

ov r f a r r ay <= 0 ;

end

else begin

enab lear ray <= ( enab lear ray << 1 ) | enable ;

{ ovrf , ov r f a r ray } <= ({1 ' b0 , ov r f a r ray } << 1 ) |

{s5OVRout , s4OVRout , s3OVRout , s2OVRout , s1OVRout } ;

end

end

// Estagio 1

f p 32bu f f e r B1

(

. in ( v0 ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enable ) ,

. out ( e1 [ 0 ] )

) ;

fp32adder A1

(

. inA ( v1 ) ,

. inB ( v4 ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enable ) ,

. outS ( e1 [ 1 ] ) ,

. car ry ( ca r ryar ray [ 0 ] )

) ;

assign v4 s i gna l = ~v4 [ 3 1 ] ;

fp32adder A2

(

. inA ( v1 ) ,

. inB ({ v4s igna l , v4 [ 3 0 : 0 ] } ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enable ) ,

. outS ( e1 [ 2 ] ) ,

. car ry ( ca r ryar ray [ 1 ] )

) ;

fp32adder A3

(

. inA ( v2 ) ,

. inB ( v3 ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enable ) ,

. outS ( e1 [ 3 ] ) ,

. car ry ( ca r ryar ray [ 2 ] )

) ;

assign v3 s i gna l = ~v3 [ 3 1 ] ;

fp32adder A4

(
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. inA ( v2 ) ,

. inB ({ v3s igna l , v3 [ 3 0 : 0 ] } ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enable ) ,

. outS ( e1 [ 4 ] ) ,

. car ry ( ca r ryar ray [ 3 ] )

) ;

// Estagio 2

f p 32bu f f e r B2

(

. in ( e1 [ 0 ] ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 0 ] ) ,

. out ( e2 [ 0 ] )

) ;

f p 32bu f f e r B3

(

. in ( e1 [ 1 ] ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 0 ] ) ,

. out ( e2 [ 1 ] )

) ;

f p 32bu f f e r B4

(

. in ( e1 [ 3 ] ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 0 ] ) ,

. out ( e2 [ 2 ] )

) ;

f p 32bu f f e r B5

(

. in ( e1 [ 2 ] ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 0 ] ) ,

. out ( e2 [ 3 ] )

) ;

assign e 14 s i gna l = ~e1 [ 4 ] [ 3 1 ] ;

f p 32bu f f e r B6

(

. in ({ e14s i gna l , e1 [ 4 ] [ 3 0 : 0 ] } ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 0 ] ) ,

. out ( e2 [ 4 ] )

) ;

assign e 13 s i gna l = ~e1 [ 3 ] [ 3 1 ] ;

fp32adder A5

(
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. inA ( e1 [ 1 ] ) ,

. inB ({ e13s i gna l , e1 [ 3 ] [ 3 0 : 0 ] } ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 0 ] ) ,

. outS ( e2 [ 5 ] ) ,

. car ry ( ca r ryar ray [ 4 ] )

) ;

fp32adder A6

(

. inA ( e1 [ 2 ] ) ,

. inB ( e1 [ 4 ] ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 0 ] ) ,

. outS ( e2 [ 6 ] ) ,

. car ry ( ca r ryar ray [ 5 ] )

) ;

// Estagio 3

f p 32bu f f e r B7

(

. in ( e2 [ 0 ] ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 1 ] ) ,

. out ( e3 [ 0 ] )

) ;

f p 32bu f f e r B8

(

. in ( e2 [ 1 ] ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 1 ] ) ,

. out ( e3 [ 1 ] )

) ;

f p 32bu f f e r B9

(

. in ( e2 [ 2 ] ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 1 ] ) ,

. out ( e3 [ 2 ] )

) ;

f p 3 2mu l t i p l i e r M1

(

. inA ( e2 [ 3 ] ) ,

. inB (32 ' h80005c f f ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 1 ] ) ,

. outS ( e3 [ 3 ] ) ,

. car ry ( ca r ryar ray [ 6 ] )

) ;

f p 3 2mu l t i p l i e r M2

(
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. inA ( e2 [ 4 ] ) ,

. inB (32 ' h800189f2 ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 1 ] ) ,

. outS ( e3 [ 4 ] ) ,

. car ry ( ca r ryar ray [ 7 ] )

) ;

f p 3 2mu l t i p l i e r M3

(

. inA ( e2 [ 5 ] ) ,

. inB (32 ' h00004f1c ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 1 ] ) ,

. outS ( e3 [ 5 ] ) ,

. car ry ( ca r ryar ray [ 8 ] )

) ;

f p 3 2mu l t i p l i e r M4

(

. inA ( e2 [ 6 ] ) ,

. inB (32 ' h80009679 ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 1 ] ) ,

. outS ( e3 [ 6 ] ) ,

. car ry ( ca r ryar ray [ 9 ] )

) ;

// Estagio 4

// parte rea l

f p 32bu f f e r B10

(

. in ( e3 [ 0 ] ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 2 ] ) ,

. out ( e4 [ 0 ] )

) ;

fp32adder A7

(

. inA ( e3 [ 0 ] ) ,

. inB ( e3 [ 5 ] ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 2 ] ) ,

. outS ( e4 [ 1 ] ) ,

. car ry ( ca r ryar ray [ 1 0 ] )

) ;

assign e 35 s i gna l = ~e3 [ 5 ] [ 3 1 ] ;

fp32adder A8

(

. inA ( e3 [ 0 ] ) ,

. inB ({ e35s i gna l , e3 [ 5 ] [ 3 0 : 0 ] } ) ,

. c l k ( c l k ) ,
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. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 2 ] ) ,

. outS ( e4 [ 2 ] ) ,

. car ry ( ca r ryar ray [ 1 1 ] )

) ;

fp32adder A9

(

. inA ( e3 [ 1 ] ) ,

. inB ( e3 [ 2 ] ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 2 ] ) ,

. outS ( e4 [ 3 ] ) ,

. car ry ( ca r ryar ray [ 1 2 ] )

) ;

assign e 32 s i gna l = ~e3 [ 2 ] [ 3 1 ] ;

f p 32bu f f e r B11

(

. in ({ e32s i gna l , 1 ' b0 , e3 [ 2 ] [ 3 0 : 1 ] } ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 2 ] ) ,

. out ( e4 [ 4 ] )

) ;

assign e 31 s i gna l = ~e3 [ 1 ] [ 3 1 ] ;

f p 32bu f f e r B12

(

. in ({ e31s i gna l , 1 ' b0 , e3 [ 1 ] [ 3 0 : 1 ] } ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 2 ] ) ,

. out ( e4 [ 5 ] )

) ;

// parte imaginaria

fp32adder A10

(

. inA ( e3 [ 3 ] ) ,

. inB ( e3 [ 6 ] ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 2 ] ) ,

. outS ( e4 [ 6 ] ) ,

. car ry ( ca r ryar ray [ 1 3 ] )

) ;

fp32adder A11

(

. inA ( e3 [ 4 ] ) ,

. inB ( e3 [ 6 ] ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 2 ] ) ,

. outS ( e4 [ 7 ] ) ,

. car ry ( ca r ryar ray [ 1 4 ] )

) ;
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// Estagio 5

fp32adder A12

(

. inA ( e4 [ 0 ] ) ,

. inB ( e4 [ 3 ] ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 3 ] ) ,

. outS (Vr0 ) ,

. car ry ( ca r ryar ray [ 1 5 ] )

) ;

fp32adder A13

(

. inA ( e4 [ 1 ] ) ,

. inB ( e4 [ 4 ] ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 3 ] ) ,

. outS (Vr1 ) ,

. car ry ( ca r ryar ray [ 1 6 ] )

) ;

fp32adder A14

(

. inA ( e4 [ 2 ] ) ,

. inB ( e4 [ 5 ] ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 3 ] ) ,

. outS (Vr2 ) ,

. car ry ( ca r ryar ray [ 1 7 ] )

) ;

f p 32bu f f e r B13

(

. in ( e4 [ 6 ] ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 3 ] ) ,

. out (Vi1 )

) ;

f p 32bu f f e r B14

(

. in ( e4 [ 7 ] ) ,

. c l k ( c l k ) ,

. c l r ( c l r ) ,

. enable ( enab lear ray [ 3 ] ) ,

. out (Vi2 )

) ;

assign s1OVRout = | car ryar ray [ 3 : 0 ] ;

assign s2OVRout = | car ryar ray [ 5 : 4 ] ;

assign s3OVRout = | car ryar ray [ 9 : 6 ] ;

assign s4OVRout = | car ryar ray [ 1 4 : 1 0 ] ;

assign s5OVRout = | car ryar ray [ 1 7 : 1 5 ] ;

endmodule


