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1.1 MOTIVACAO

RANSFORMADAS discretas sao ferramentas vastamente utilizadas em diversas aplica-
T ¢oes relacionadas a processamento digital de sinais [1]. Em particular, a transformada
discreta do cosseno (DCT) foi apresentada em 1974 como uma alternativa a transformada de
Karhunen-Loéve (KLT) [2] para aplicacoes de descorrelagdo de dados. A KLT ¢ estatistica-
mente 6tima em relacao & descorrelacao de componentes de um vetor arbitrario. Entretanto,
ela ndo possui um algoritmo direto para o cdlculo computacional ji que o niicleo da trans-
formagao depende do vetor a ser transformado [3|. Por outro lado, a DCT possui nicleo de
transformacao que nao depende dos dados de entrada, o que possibilita o desenvolvimento de
algoritmos rapidos [4]. Verifica-se que a DCT ¢ o caso assintotico da KLT quando o sinal de
entrada é um processo markoviano de primeira ordem e o coeficiente de correlacao p — 1 [3,4].
De fato, a KLT pode ser substituida pela DCT com grande eficiéncia para sinais fortemente
correlacionados, como imagens e dudio.

A existéncia de algoritmos rapidos tornou a DCT vastamente utilizada em diversas apli-
cacoes e, devido & sua capacidade de compactagao de energia, é largamente empregada na
compressao de dados digitais. A DCT tem sido utilizada como principal ferramenta em
diversos padroes de codificacao de imagem e video. Em suma, é utilizada nos seguintes pa-
droes de compactacao: JPEG [5|, MPEG |6, 7], H.261 [8], H.263 [9], H.264/AVC [10,11] e
HEVC [12,13].

A DCT de comprimento 8 desempenha um papel importante no cenéario de compressao
de imagem e video. Todos os padroes de codificacao citados acima utilizam tal comprimento
durante o processo de compressao. Portanto, o desenvolvimento de algoritmos rapidos para
este comprimento particular da DCT se tornou um importante campo de pesquisa. Diversos
algoritmos rapidos foram desenvolvidos ao longo dos anos e podem ser encontrados na lite-
ratura [14-21]. A arquitetura desenvolvida pela industria para a implementagao da DCT de
duas dimensoes é baseada na separacao de nucleo da DCT, também chamado de decomposicao
linha-coluna [3,22]. Através deste método, a transformada em 2-D ¢ computada através de al-
goritmos para a DCT de uma dimensao para cada linha e subsequentemente para cada coluna
do sinal de duas dimensoes. Entretanto, alguns algoritmos foram desenvolvidos abordando
diretamente o caso de duas dimensoes [21,23|

Inicialmente, até 1980, a implementacao da DCT em hardware era realizada utilizando

componentes discretos ou processadores de sinais digitais (DSPs) [24-26]. Posteriormente,
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foram desenvolvidos circuitos integrados de aplicagao especifica (ASICs) para processamento
em tempo real da DCT operando em até 14.32 MHz [27].! Nos ultimos anos, arquiteturas
para aplicagoes em TV de alta definicao (HDTV) vem sendo desenvolvidos [28,29].

Embora algoritmos rapidos diminuam drasticamente o esfor¢o computacional necessério
para o célculo da DCT, as multiplicagoes por ntimeros reais sao inevitaveis. O limite minimo
tedrico para a quantidade de multiplicagoes no calculo da DCT esta estabelecido na litera-
tura [30,31]. Os esforgos em pesquisa na area levaram a produgao de algoritmos que atingem
ou chegam proximo da cota minima teorica [20]. Portanto, a busca por algoritmos eficientes
para o calculo da DCT é uma &4rea ja bastante explorada e obter algoritmos mais eficientes
nao é uma atividade trivial.

Por outro lado, aproximacoes para a DCT podem reduzir drasticamente a quantidade de
operagoes aritméticas e ainda gerar resultados satisfatorios. Uma aproximagao para a DCT é
uma transformacao linear que preserva caracteristicas da DCT original, como a compactagao
de energia e capacidade de descorrelacao de vetores [32], por exemplo. Em geral, deseja-se que
a aproximagcao possua a menor complexidade aritmética possivel. Nesse contexto, os limites
tedricos para a DCT nao mais se aplicam. Sendo assim, é possivel encontrar aproximagoes
com custo computacional consideravelmente inferiores aos estabelecidos para a DCT [32-46].

Outra estratégia para diminuir o custo computacional no célculo da DCT é reduzir o
numero de coeficientes calculados, ou seja, desprezar componentes de menor relevancia para
um dado problema. Devido a propriedade de compactacao de energia da DCT, em muitas
aplicagdes a maior parte da informacao tutil estd concentrada nos primeiros coeficientes [47].
Dessa forma, o esforco computacional em calcular as dltimas componentes é dispensado. Tal
abordagem é chamada de pruning. Doravante, algoritmos que seguem essa metodologia serao
chamados algoritmos podados. No contexto de compressao de imagens, onde a DCT de duas
dimensoes é considerada, a imagem comprimida é transformada e tem suas componentes mais
altas desprezadas na etapa da quantizagdo. Entretanto, em um algoritmo comum para a DCT
de duas dimensoes, tais componentes desprezadas na etapa de quantizacdao sao computadas
igualmente a todas as outras. Neste cenario, algoritmos que computam apenas uma parte das
componentes foram desenvolvidos e também sdo conhecidos como algoritmos zonais [48,49].

Embora diversas aproximagoes para a DCT e algoritmos podados para a DCT tenham sido

propostos, a juncao das duas abordagens ainda é uma area pouco explorada. Apenas em [50]

3}

Lneste trabalho, é utilizado o ponto ‘.” como separador decimal
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foi introduzida uma aproximagao podada para a DCT baseada na aproximagao dada em [43].
Além de ser um campo inexplorado em termos de aplicacoes, conceitualmente também é uma
area pouco desenvolvida. O conceito de pruning carece de uma generalizagdo matematica e de
uma formalizacao para aplicacoes com DCTs aproximadas, assim como uma anélise algébrica

sobre complexidade aritmética e transformacao inversa.

1.2 REVISAO DA LITERATURA

Em 1971, antes mesmo do surgimento da DCT, é desenvolvido por Markel para a transfor-
mada discreta de Fourier (DFT) o primeiro algoritmo utilizando a abordagem pruning [51].
O algoritmo se aplica a situacoes em que o numero de amostras nulas do vetor de entrada
é grande. Dessa forma, os calculos envolvendo tais componentes sdo desconsiderados e a
complexidade é reduzida. O algoritmo desenvolvido se mostrou ttil em aplicagdes como in-
terpolacao, anilise e sintese de voz e aproximacao por minimos quadrados com polinémios
trigonomeétricos [51]. Apesar de aplicar pruning no dominio do tempo, isto ¢, eliminar com-
ponentes do vetor de entrada, Markel sugere que a mesma ideia pode ser aplicada para o
dominio da frequéncia, eliminando componentes do vetor de saida. O algoritmo de Markel
foi melhorado por Skinner em 1976 [52]. Ao apenas excluir algumas operagoes, Markel deri-
vou um algoritmo com multiplica¢oes repetidas em diferentes estagios do algoritmo. Skinner
propos uma maneira diferente de derivar o mesmo algoritmo baseado na eliminacao de estagios
inteiros, proporcionando um maior time-saving.

A DCT foi introduzida em 1974 por Ahmed-Natarajan-Rao [2]. Ahmed et al. estavam
interessados em encontrar uma boa aproximacgao para a KLT que pudesse ser computada
eficientemente. O algoritmo répido sugerido por Ahmed et al. utilizava o fato de a DCT
poder ser escrita em termos da parte real da DFT com o dobro do comprimento. Entao, o
problema, de calcular eficientemente a DCT se resumia em aplicar um algoritmo rapido para
a DFT (FFT).

Em 1977, Chen introduziu um algoritmo rapido para a DCT mais eficiente do que o
que utiliza a FFT de comprimento dobrado [14]. O algoritmo se aplica a comprimentos
de transformada da forma 2™, m > 2 e é seis vezes mais econémico do que o algoritmo
anterior. Em 1984, Lee derivou um algoritmo baseado na dizimacao no tempo (DIT) para a
DCT inversa (IDCT) de comprimento N, podendo ser aplicado para a DCT de comprimento

N. Para a DCT de comprimento 8, o algoritmo apresenta 12 multiplicagdes e 29 adicGes.
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Também em 1984, Wang apresentou novos algoritmos através de novo método de fatoracao
das matrizes de cada um dos quatro tipos da DCT [16]. Além disso, Wang propos algoritmos
também para quatro tipos da transformada discreta do seno (DST) e da transformada W
discreta (DWT). O algoritmo proposto por Wang para a DCT de comprimento 8 necessita
de 13 multiplicacoes e 29 adicoes. Neste mesmo ano, Lee propos um algoritmo rapido que,
para a DCT de comprimento 8, necessita de 12 multiplicacoes e 29 adigdes [15]. Entretanto,
a necessidade de utilizar multiplicacdes pelo inverso do cosseno pode levar a problemas de
overflow e erros de arredondamento. Ainda neste ano, Vetterli propds um algoritmo que
computa a DCT de comprimento N através de duas DFTs reais de comprimento N [17],
atingindo também a cota de 12 multiplicagoes e 29 adi¢oes. Em 1986, Suehiro propds um
algoritmo que computa a DCT-II baseado na fatoracio da matriz da DCT-IV [18]. O algoritmo
apresenta também 12 multiplicagdes e 29 adi¢cdes. Em 1987, Hou apresenta um algoritmo com
a mesma cota [19].

A teoria da complexidade multiplicativa aplicada a processamento de sinais foi desenvol-
vida por S. Winograd [30] e organizada por M. Heideman em 1988 [31]. Heidemam se inspirou
nos trabalhos de Winograd sobre complexidade multiplicativa [30]. Em seu livro, oriundo de
sua tese de doutorado, Heideman aborda a questao da complexidade multiplicativa minima
para os problemas do calculo de convolucdo e multiplicacao polinomial e do calculo da DFT.
A partir da teoria desenvolvida para a DFT, sdo derivadas as complexidades multiplicativas
para a transformada discreta de Hartley (DHT) [31, p. 115] e para a DCT [31, p. 116] . O
limite minimo de 11 multiplicagoes para a DCT de comprimento 8 foi atingido por Loeffler,
em 1989 [20]. O algoritmo obtido requer 11 multiplicagoes e 29 adigdes.

O primeiro algoritmo aplicando pruning para a DCT foi proposto em 1991, por Wang [47].
Wang argumentou que, em diversas aplica¢oes, a maior parte da informacao 1util de um sinal
estd contido nos primeiros termos do vetor da DCT. Sendo assim, apenas esses primeiros
elementos do vetor necessitariam ser calculados para essa aplicacao.

Feig e Winograd introduziram, em 1992, um conjunto de algoritmos para a DCT com
vetores de comprimentos da forma 2™ [21]. Casos particulares para a DCT de uma dimensao
com comprimento 8 e de duas dimensdes com tamanho 8 x 8 foram estudados em detalhe. O
algoritmo proposto para 2-D apresenta um ntimero menor de multiplicagoes do que o algoritmo
de Loeffler quando aplicado para 2-D segundo a decomposic¢ao linha-coluna.

Em 1997, Servais propoe utilizar DCT de trés dimensoes para codificacao de video, ex-
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pandindo a DCT para a dimensao temporal [53]. O método é realizado considerando grupos
consecutivos de oito frames de dimensdo 8 x 8. Neste mesmo ano, Chan and Lee propuseram
um novo método para gerar valores de quantizaciao para coeficientes da DCT em 3-D visando
esquemas de codificacdo de video [54]. Em 2004, Boussakta propoe um algoritmo para a DCT
computado diretamente em 3-D ao invés de utilizar o método usual de decomposicao linha-
coluna-frame [55]. Em 2010, o grupo de pesquisadores liderados por Dina Katabi propoe uma
nova abordagem para transmissao wireless de video denominada SoftCast [56]. A técnica
utiliza DCT em 3-D na etapa de compressao e visa permitir o receptor a decodificar video a
uma taxa de bits que depende da qualidade do canal observada apods a recepcao.

Em 2001, Haweel apresenta a DCT sinalizada (signed DCT, SDCT) [33], que consiste em
uma aproximacao para a DCT baseada na func¢ao sinal. A aproximagao apresentava algoritmos
rapidos para a transformacao direta e inversa de baixa complexidade, sem a necessidade de
operagoes de multiplicagdo. Em 2004, Lengwehasatit e Ortega apresentam um conjunto de
métodos para redugao de complexidade para a DCT direta [34]. Em tal trabalho, pruning
é definido como método de sele¢iao de frequéncia, enquanto aproximacoes sao definidas como
método de sele¢ao de precisao.

Entre 2008 e 2013, Bouguezel et al. propdem uma série de aproximagoes para a DCT
apresentando bom desempenho de codificacao e baixas complexidades computacionais [35-40].
Em 2011, Cintra e Bayer apresentam uma aproximacao para a DCT baseada em na funcao
de arredondamento [41]. Em 2012, Bayer e Cintra propdem a aproximagao para a DCT com
menor custo computacional na literatura. Tal método requer apenas 14 adi¢oes [42]. Em 2013,
Kouadria et al. propoem a abordagem pruning a aproximacao BAS apresentada em [43] com
aplicagao no contexto de redes de sensores visuais wireless (WVSNs) [50], representando o

tnico trabalho na literatura que aplica pruning a uma aproximagao para a DCT.

1.3 OBIJETIVOS

Métodos alternativos para diminuir o custo computacional da DCT em aplicagoes diver-
sas e especialmente em compressao de imagem vem sendo explorados. Conforme mencionado
anteriormente, tais métodos podem ser classificados como métodos de selecao de frequéncia
ou de selegao de precisao [34]. Os métodos de selecao de frequéncia sdo baseados em com-
putar apenas um subconjunto dos coeficientes espectrais, sendo também denominada DCT

podada (pruned DCT) [47] ou, para o caso 2-D, DCT zonal [22,48,49]. Métodos de sele¢ao
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de precisao sdo representados pelas aproximacoes para a DCT. Métodos hibridos também sao
possiveis, sendo bastante inexplorados na literatura.

O objetivo principal deste trabalho é formalizar matematicamente o conceito de pru-
ning (selecao de frequéncia) e aplicar a técnica a diversas aproximagoes para a DCT (selegao
de precisio). E objetivada a proposicio de novos métodos hibridos ou aproximacdes para a
DCT via pruning com aplicacdo no contexto de compressao de imagem. Buscaremos reali-
zar uma andlise algébrica sobre a complexidade aritmética de tais métodos, assim como do
procedimento para computar a transformagao inversa. Objetiva-se realizar simulagoes em co-
dificacao de imagem com os métodos derivados e avaliar o desempenho de compressao através
de métricas difundidas na literatura. Além disso, buscaremos propor algoritmos rapidos para
0s novos métodos apresentados.

Os objetivos deste trabalho sdo sumarizados a seguir:
e Realizar uma revisao sobre a DCT, apresentando defini¢oes, relagdo com a KLT, descrigao
e comparacao entre os principais algoritmos rapidos disponiveis na literatura;

e Apresentar uma revisdo sobre aproximagoes para a DCT, fornecer descrigoes e comparagoes

entre diversos métodos aproximados disponiveis na literatura;
e Formalizar matematicamente e generalizar o conceito de pruning;
e Propor novos métodos aproximados e podados;
e Propor algoritmos rapidos podados para os métodos propostos;

e Analisar matematicamente a questao da transformada inversa e da complexidade aritmética,

para aproximacoes podadas;

e Realizar simulagdo de compressao de imagem para avaliar o desempenho dos novos métodos

propostos.

1.4 ESTRUTURA

Este documento esta organizado como se segue: No Capitulo 2, sdo discutidos e apresen-
tados diversos aspectos relacionados a DCT. Na Secao 2.1, é abordada a KLT, transformacao
6tima em relagdo a descorrelacao de dados, em que a DCT é tida como uma aproximagao.
Na Secao 2.2, sao apresentadas defini¢des para os diversos tipos de DCT. O desenvolvimento

matemético da DCT através da DFT da expansao simétrica do sinal de entrada é abordado
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e ilustrado para o caso da DCT-II. A Secao 2.3 apresenta a DCT como aproximagao assin-
totica para a KLT para sinais com alta correlagao, justificando o uso da DCT no contexto
de compressao de dados. A Secdo 2.4 apresenta uma colecdo de algoritmos rapidos para a
DCT disponiveis na literatura, descrevendo-os sucintamente e comparando as complexidades
aritméticas de cada um.

O Capitulo 3 aborda aproximacoes para a DCT, em que as aproximacoes utilizadas para
derivar novos métodos sdo apresentadas. A Secdo 3.1 introduz o conceito de aproximagcao para
a DCT, justificando sua importancia. Na Secdo 3.2, diferentes classes de aproximacdes sao
descritas de acordo com o tipo de entrada da matriz de transformagao. A Secao 3.3 apresenta
os conceitos de ortogonalidade e ortonormalidade no contexto de aproximagoes para a DCT. A
Secao 3.4 apresenta as aproximacoes abordadas neste trabalho. Na Secao 3.5, sao apresentadas
e descritas medidas para avaliar o desempenho das aproximagcoes no contexto de codificacao.

No Capitulo 4, sdo apresentadas as aproximacoes derivadas através da aplicagdo de pru-
ning e este conceito é formalizado matematicamente. Na Secdo 4.1, o conceito de pruning
é formalizado e generalizado. Alguns exemplos para ilustrar o método sao apresentados. A
Secao 4.2 apresenta a DFT podada, originalmente proposta em [51]. A Segao 4.3 descreve a
DCT podada, apresentada em [47|. Na Secao 4.4, é realizada uma andlise sobre a complexi-
dade aritmética de transformagoes podadas em 1-D e 2-D. Na Secdo 4.5, é definido o conceito
de pruning para aproximagcoes para a DCT e sdo apresentados os novos métodos propostos,
baseados na aplicacdo da defini¢cdo para as aproximacoes descritas no Capitulo 3.

No Capitulo 5, sao abordadas, de forma geral, técnicas de compressao de imagem. Na Se-
¢ao 5.1, uma abordagem introdutoéria é apresentada, em que conceitos de imagens digitais sao
abordados, assim como a importancia da compressao. Na Se¢ao 5.2, sdo apresentadas métricas
usuais de avaliacao de degradacdo de imagem, como o erro médio quadratico (MSE), relagao
sinal-ruido de pico (PSNR) e a similaridade estrutural (SSIM). A Se¢ao 5.3 descreve o proce-
dimento de compressao de imagem estatica. Um estudo visando analisar a capacidade de com-
pactacao de energia dos métodos abordados é realizado. A metodologia para simulacao tipo
JPEG é descrita. Os resultados obtidos para cada um dos novos métodos gerados sao apresen-
tados e discutidos. A Secdo 5.4 apresenta arquiteturas em very-large-scale integration (VLSI)
para alguns dos métodos podados propostos. Esta Secao foi desenvolvida em parceria com Dr.

Arjuna Madanayake e Sunera Kulasekera, pesquisadores da Universidade de Akron, EUA.



CAPITULO 2

A TRANSFORMADA
DISCRETA DO COSSENO
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2.1 A TRANSFORMADA DE KARHUNEN-LOEVE

KLT é derivada através da busca de uma transformacao que descorrelacione comple-
A tamente um dado vetor. Diferentes nomenclaturas equivalentes a KLT sao encontrados
na literatura, tais como anélise de componente principal e transformada de Hotelling [57],
termos propostos respectivamente nos trabalhos de K. Pearson [58] e H. Hotelling [59]. Um
vetor correlacionado possui seus elementos com certo grau de redundéancia e grande parte
dos problemas fisicos reais lidam com sinais dessa forma. Em particular, imagens naturais
que possuem significado ao cérebro humano sdo fortemente correlacionadas. Os vetores de
base da KLT sao os autovetores da matriz de covaridncia e, consequentemente, dependem
do sinal de entrada a ser transformado. O efeito causado pela KLT é a diagonalizacao da
matriz de covariancia, removendo a correlacido entre elementos distintos do vetor. A matriz

de covariancia de um vetor y = [yo y1 -+ yn—1]' pode ser definida como [60]
R,=E[(y -m)(y-m)'], (2.1)

em que E[] é o operador valor esperado [61] e m = E[y]. O valor esperado é um operador
linear e, se aplicado a um vetor ou matriz, a operacao é realizada elemento a elemento. O
operador T indica transposi¢cao matricial. Em geral, um processo estocastico associado ao

vetor y é dito ser descorrelacionado se a matriz de covariancia é da forma

o O - 0
0 A\ - 0
R, = , (2.2)
(0 0 - An_1]
em que, da expressao (2.1),
N=E|(y— B, =01, .., N-1 (23)
Considerando um vetor x = [xg 1 --- xN,l]T, com matriz de covariancia R, arbitraria,

objetiva-se encontrar uma transformacao linear da forma
y=W-.x (2.4)

que resulte em uma matriz de covariancia da forma (2.2). A matriz W deve apresentar

dimensdao N x N.
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Assumindo que a matriz W seja ortonormal, isto é, suas linhas e colunas sdo compostas

de vetores unitarios e ortogonais entre si, é valida a seguinte relagao [60]:
W - W' =W'" . W =1y,

em que Iy é a matriz identidade de ordem N. O conceito de ortonormalidade é definido

adiante na Se¢ao 3.3. Dessa forma, a expressiao que inverte a equacao (2.4) é
x=W'.y.
Se o processo associado ao vetor x tem média zero, entdo o processo associado ao vetor
transformado y também tem média nula. Esse fato pode ser mostrado utilizando-se a expres-
sdo (2.4), impondo a condigao E[x] = 0. Segue entao que:
Ely] = E[W -x]
=W - E[x]
= 0.
Assumir tal caracteristica é conveniente para a notacao e nao acarreta em perda de generali-
dade. Nesse caso, a expressao (2.1) se reduz a
T
R,=Ely-y']. (2.5)

A matriz diagonal de covariancia R, pode ser calculada da matriz de covariancia R, do vetor x
original. Considerando que E[x]| = 0 e consequentemente sendo valida a expressao (2.5), segue

que

=W-E[x-x'| - W'
=W-R, W',
ou, equivalentemente,
W -R,=R,-W. (2.6)

Uma vez que a matriz R, é arbitrariamente diagonal, a expressao (2.6) pode ser escrita para

cada linha w; de W. Entao, vem que
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Resolver a equacao (2.7) corresponde a encontrar os autovetores e autovalores da ma-
triz R, [62, p. 436]. Portanto, encontrar a matriz de transformacao W que diagonaliza a
matriz de covariancia do vetor transformado se resume a encontrar os autovetores e autova-

lores da matriz de covariancia do vetor de entrada.

2.1.1 SOLUGAO MARKOV-1

Devido & dependéncia da matriz de transformacao com os dados de entrada, nao existe
uma férmula tinica para o calculo dos vetores de base da KLT. Entretanto, quando se considera
determinada classe de sinais, é possivel derivar expressoes matematicas tnicas para a KLT.
Sinais que podem ser modelados como processo markoviano estacionério de primeira ordem

(Markov-1) [4] apresentam a matriz de covariancia de acordo com

Ro],, ., =p™ ", (2.8)

m,n

em que p é o coeficiente de correlagao [63]. Para sinais desta forma, a n-ésima componente

do k-ésimo autovetor é dada por [4]

N+1}+w(k+1)}’

. . (2.9)

2 .
wi(n) = N n sm{,uk [n+1

em que
1—p?

AL =
k 1 —2pcos ux + p?

(2.10)
sao os autovalores. Os valores p sao as raizes positivas reais da equagdo transcendental

(1—p?*)sinp
(L+p?)cosp—2p

tan (Np) = — (2.11)

2.2 DEFINIGOES DA TRANSFORMADA DISCRETA DO COSSENO

Ao introduzir a DCT, Ahmed et al. tinham como proposito propor uma nova ferramenta,
para substituir a KLT que possuisse niicleo de transformacao fixo e pudesse, dessa forma,
ser computada eficientemente [2]. Entretanto, a nova transformada apresentada se tratava
apenas de um tipo de DCT.

Uma DCT de um vetor x[n] de comprimento N é uma transformada do tipo

N-—-1
X[k] =Y z[n)¢i[n],

n=0
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em que as funcées ortogonais ¢;[n] que compdem o niticleo da transformagao sao fungoes

cosseno. A DCT também pode ser expressa na forma matricial
X =C-x,

em que C é a matriz de transformagao de dimensao N X N, cujas entradas ¢y, sao definidas pe-
los vetores de base ¢} [n]. Neste ponto, convém indexar a matriz C com k,n =0,1,..., N — 1.
Os vetores x = [zg 1 --- on_1]' e X = [Xg X1 --- Xny_1]' sdo os vetores de entrada e
saida, respectivamente.

A DCT é desenvolvida matematicamente tomando uma sequéncia z[n| de comprimento N
e formando uma nova sequéncia y[n] de comprimento M > N com simetria par em relagao
a origem n = 0, de modo que a sequéncia original possa ser unicamente recuperada. A
DFT Y[k] de comprimento M da nova sequéncia y[n] é entdo considerada [22]. A DCT de
comprimento N dada por X[k] é definida a partir de Y'[k]. Tal procedimento é sumarizado a

seguir:

Comprimento N Comprimento M M-DFT Comprimento M Comprimento N

O tipo de simetria adotado vai determinar o tipo da DCT. Uma vez que sdo possiveis oito
formas diferentes de realizar uma extensao par em torno da origem da sequéncia original, ha
oito tipos diferentes de DCT. Os tipos mais relevantes sao a DCT tipo I (DCT-I), a DCT
tipo IT (DCT-II), a DCT tipo III (DCT-III) e a DCT tipo IV (DCT-IV) [64]. O ponto de
simetria pode ser uma amostra do vetor (whole-sample symmetry) ou um ponto hipotético
intermediario entre duas amostras (half-sample symmetry) [65]. As extensoes podem ser
interpretadas como somas de copias deslocadas das sequéncias +x[n] e £x[—n]. Também sao
possiveis extensoes impares em torno da origem, dando origem a oito tipos de DST.

A DCT-II é a forma mais utilizada em aplicagdes de compressao de dados. Sendo assim,
consideremos inicialmente este caso. A extensdo do vetor x[n] é feita sem a sobreposigao
dos elementos mais externos, em que a simetria é entre as amostras n = N —1en = N
(half-sample symmetry). A nova sequéncia simétrica possui comprimento M = 2N e é dada
por

x[n], 0<n<N -1,

Yuln] = (2.12)
2N —n—1], N<n<2N-1
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Figura 2.1: Eztensdo y,,[n] para o DCT-IL.

Um exemplo de extensao desse tipo para N = 5 é mostrado na Figura 2.1.
Tomando a DFT de comprimento M de (2.12) e dividindo o intervalo 0 <n < 2N —1 em

dois intervalos 0 <n < N —-1e N <n < 2N — 1, obtém-se

2N —1
Yk = Y yulnle 75
n=0
N-1 2N —1
=Dy lnle I 4+ Dy, [nle I E (2.13)
n=0 n=N
N-1 2N —1

:2mkn

= :U[n]eszgﬁn + Z 2N —n —1]e™ 72,
n=N

3
I
<)

em que k = 0,1,...,2N — 1. Aplicando ao somatoério de intervalo N < n < 2N — 1 uma

mudanca de variavel do tipo n’ = 2N — 1 — n, a expressao anterior resulta em

N-1 N-1
_ i27mk(2N—1-n)

Yk] = Z CE[TL]G_j Eia + x[n]e™ 2N

= z[nle” 2N f eI N x[n]e? Ei s

N-1
= BN afple I 4 B Y x[nJefW) (2.14)
n=0

ok _ mk(2n+1) . wk(2n41)
= 6-72 gj[n] (6 J 2N + 6‘7 2N )

wk(2n+ 1)

= 2 J2nv
e x[n] cos oSN

k=0,1,...,2N — 1.
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A DCT-II de comprimento N dada por Xii[k] é definida a partir de Y[k] da seguinte forma:
Xulk] = e 73 Y[k], k=0,1,...,N—1. (2.15)

Para obter a expressdo para a transformacao inversa, um procedimento similar inverso é
realizado [22]|. Dessa forma, o par de transformadas direta e inversa para a DCT-II pode ser

obtido e é dado por

k(2 1
Xnlk] =2 Z x[n] cos <%> ) (2.16)
n=0
N-1
1 mk(2n + 1
x[n] = N crp Xt [k] cos <%> ) (2.17)
k=0
em que
%’ k = 0’
cr = (2.18)

1, caso contrario.

A DCT-II também é apresentada na literatura em sua forma unitaria. Na forma unitéria,
os vetores da base sao normalizados de modo a se tornarem ortonormais (vide Segao 3.3). Os

termos 2, % e ¢x sdo distribuidos entre as equagoes (2.16) e (2.17), resultando nas expressoes
N—1

mk(2n + 1)

_ 2.1
Zx[n]cos( 5N ), (2.19)
n=0
erXu[k]

. 2
Xulk] =1/ e
N-1
2 . mk(2n +1
x[n] = ”N g k- X11[k] cos (%) , (2.20)
k=0

em que

L’ k - 07
Gr=14 V2 (2.21)

caso contrario.

O desenvolvimento da DCT-I é feito de forma similar ao apresentado para a DCT-II. A
extensdo de z[n] que leva & DCT-I é feita com sobreposigao do altimo elemento da sequéncia,
produzindo uma nova sequéncia de comprimento M = 2N — 1 com simetria par em torno do
ponto N — 1. a nova sequéncia é expressa por [64]

x[n], 0<n<N,
yiln] = (2.22)

z[2N —n—2], N<n<2N-2.

Um exemplo de extensao de tal tipo para N = 5 é mostrado na Figura 2.2.
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Figura 2.2: Extensdio y,[n] para a DCT-I.

Tomando a DFT de y,[n] de forma anéloga ao caso da DCT-II, obtém-se a defini¢do para

a DCT-I. A transformacao ¢ dada pelo par de equacoes de andlise e sintese

e Tkn
k] =2 ;angc[n] cos (N_ 1), (2.23)
N-1
2[n] = ﬁ 3 anXilk] cos ( ]\7; ’“_"1> . (2.24)
k=0

A DCT-I na forma unitaria é expressa pelas seguintes expressoes de andlise e sintese:

wkn
—\/ _12% ( _1),
/ wkn
_1204le COS(N—l)’

. %, n=0oun=N -1,

Ay =

em que

1, caso contrario.
Outras formas de extensao com simetria par em torno da origem geram os demais tipos
de DCT. As DCT-IIT e DCT-IV sao geradas respectivamente pelas seguintes sequéncias [65]:
x[n], 0<n<N-1,
Ymln] = o0, n=N, (2.25)

—z[2N —n], N+1<n<2N.
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0 4 10

Figura 2.3: Extensdio y,,[n] para a DCT-IIIL

x[n], 0<n<N-1,
Yn[n] = (2.26)
—z2N —n—1], N4+1<n<2N-1.
Exemplos de extensao para para a DCT-IIT e DCT-IV de comprimento 5 sdo mostrados
respectivamente nas Figuras 2.3 e 2.4.
As DCTs tipo I, IT, ITT e IV sao definidas formalmente na forma unitéaria, ou ortonormal,
através das matrizes de transformacao

2 Tkn
[Cfv]mk: Nlckcncos<N1>,

/2 wk(2n+ 1)
[C{\I]] nk = ch COs (T) s

/2 w(2k + 1)n
[Cf\lfl]n,k =/ Jycncos <T> ,

2 <7r(2k‘ +2\§2n + 1)> |

(2.27)

em que n,k=0,1,...,.N—1e

L n=0o0un=N,
e =24 V2 (2.28)

1, caso contrario.
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0 4 9
Figura 2.4: Extensdio y,,[n] para a DCT-IV.

2.3 A DCT comMmo CASO AsSINTOTICO DA KLT

Consideremos sinais que podem ser modelados como um processo de Markov de primeira
ordem com alta correlacio. Nesse caso, aplica-se o limite p — 1 as equagoes (2.8) — (2.11).

Da equagao (2.11), tem-se

1 —p?)si
lim tan (Njz) = — lim —L—P)SmAE_ _ (2.29)
p—1 p—1 (14 p?)cospu —2p
Dessa forma, as raizes nao negativas de (2.29) sao
km
e =57 k=01 N1 (2.30)

Substituindo (2.30) em (2.10) e fazendo p — 1, tem-se que A\ = 0 para k # 0. Para avaliar
o caso em que k = 0, utiliza-se o operator trago tr(-). O trago de uma matriz A é definido
por [66, p. 86]
N
tI‘(A) = Z Qn n, (2.31)
n=1
em que A é uma matriz de dimensao N x N e a,, ,, ¢ 0 n-ésimo elemento da diagonal principal.
Uma vez que R, = W R, W, as matrizes de covariancia sio ditas matrizes semelhantes [62,

p. 407]. Numa transformagcao de similaridade deste tipo, o trago da matriz é preservado [62,

p. 412]. Considerando um processo de Markov de primeira ordem, segue-se que

N N-1
tr(Rl‘) = Z p|n—n‘ — N — tr(Ry) = Z )\n = )\0
n=1 n=0
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Portanto, \yg = N. Substituindo puj e A\x em (2.9) para encontrar os autovetores, segue-se que

wo(n) = L

VN

2 2 1)i
wi(n) =4/ — cos {%

2 L s

Unificando as duas expressoes, tem-se o niicleo da DCT-II, dado por

2 2 Dk
Wk(n):ck\lﬁcos{%}, k,n=0,1,...,N —1,

em que

1, caso contrério.

Dessa forma, a DCT-II se comporta como a KLT para sinais perfeitamente correlacionados.
Nesse caso, toda a energia do sinal é concentrada no primeiro autovetor, correspondente ao
valor médio ou termo DC do sinal. Para sinais altamente correlacionados, a DCT-II é uma
excelente aproximacao para a KLT. Uma vez que os vetores da base nao dependem do sinal
de entrada, o que possibilita o desenvolvimento de algoritmos rapidos, a DCT-II é a principal

ferramenta para compactacao de dados e para descorrelacionar vetores.

2.4 ALGORITMOS RAPIDOS PARA A DCT

Ao introduzir a DCT, o método proposto por Ahmed et al. para computar a DCT se base-
ava na relacao da DCT com a DFT [2|. Entretanto, tal método emprega aritmética complexa
em sua implementacao. Posteriormente, diversos algoritmos rapidos mais eficientes para a
implementacao da DCT foram propostos. Tais algoritmos sao denominados transformadas
rapidas do cosseno (FCTs)

Nesta Se¢do sao apresentados algoritmos rapidos relevantes para a DCT-II. Por ser um
método pioneiro e por ser bastante difundido na literatura, sendo inclusive aplicado em apro-
ximagoes para a DCT baseadas em lifting scheme [67], o método de Chen [14] serd abordado
em maior nivel de detalhes. Outros algoritmos importantes também sao abordados, sendo
sucintamente descritos. Nesta Secao, por simplicidade denota-se a matriz da DCT-II de com-
primento N por Cy, exceto quando necessério distinguir de outro tipo de DCT. Nesse ultimo
caso, serd utilizada a notacao empregada na Secao 2.2. Uma comparacao entre as complexida-

des aritméticas é apresentada ao fim desta Segdo. Neste trabalho, considera-se complexidade
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aritmética de uma transformada a quantidade de operacdes matemaéticas necessarias para

computar a transformacao.

2.4.1 ALGORITMO DE CHEN

Apresentado em 1977, o algoritmo por Chen et al. apresentou uma melhora de fator seis
na complexidade computacional quando comparado com o método baseado na DFT [14]. O
algoritmo apresentado envolve apenas operacoes reais e pode ser aplicado para comprimentos
N =2"m > 2. O método é baseado na decomposi¢do da matriz da DCT.

A DCT de comprimento N de um vetor X pode ser expressa por X = Cy -x, onde X é o

vetor de saida . A matriz Cy pode ser decomposta da seguinte forma recursiva [14]:

Cnjz O
0 Ry

Cy=Py- By, (2.32)

em que Py é uma matriz de permutacao que permuta o vetor transformado de uma ordem

bit-reversed para a ordem natural. A matriz Ry/s é definida de acordo com

2n+1)2k+ 1)m

[RN/Q]]C’“ = |cg cos 5N , (2.33)
N
k=0,1, ..., ——1.
n? ) ) ) 2
A matriz By é definida por
I Ins |
By — _N/2 N/2 ’
_IN/2 _IN/Q_ (2.34)
| I
BY = | N/2 AN/z|
i In2 IN/Q_

Denota-se por Iy a matriz de ordem N cuja diagonal secundaria é composta por elementos
unitarios e os demais elementos sdo nulos. A matriz By apresenta estruturas conhecidas
como “borboletas” [68]. Uma estrutura borboleta ¢ mostrada na Figura 2.5. Linhas tracejadas
representam multiplicagdo por —1. De acordo com a Figura 2.5, tem-se que Xg = a-x¢+c-x1
eXi=b-xg—d-x.

A matriz Ry, definida em (2.33) ¢ decomposta em 2log, N — 3 matrizes da seguinte
forma:

Ry =M; My -Msz-My--Maiog, N—3. (2.35)
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Figura 2.5: Estrutura borboleta.

Antes de descrever as matrizes M;, primeiramente se define as seguintes matrizes para facilitar

a notacao:

Sk = sin TWIN/%,
S¥ = sin TWLV/Q,-,
K" = cos TWIN/%

_ [
cos —,WIN/Q,-.
i

A
I

As matrizes M; em (2.35) sao classificadas nos seguintes tipos:

e Tipo 1: Se trata da primeira matriz M;. E formada concatenando-se termos ng\, pela
diagonal principal no quadrante de cima a esquerda da matriz. O quadrante de baixo,
a direita, é preenchido com termos Kg}v A diagonal secundéria é feita preenchendo-se
com ng\, no quadrante de cima, a direta, e ng\, no quadrante de baixo a esquerda. Os
valores de a; sao a representacao bit-reversed [69] de N/2+j —1, para j =1,2,...,N/2.

Resumidamente, a matriz ¢ dada por

ay rZ a1
SQN K2N
as r a2
SQN K2N
aN/a r~ON/4
S K
2N 2N
M, = . . . (2.36)
QAN/2—-1 aN/2—1
SQN K2N
QaN/2 an/2
_SQN K2N |

e Tipo 2: Se trata da ultima matriz, Majog, N—3. E definida pela concatenacdo de Inys,
-K! K}, I ~/g ao longo da diagonal principal, comegando pelo quadrante de cima a es-

querda. Pela diagonal secundéria, comegando no quadrante de cima a direita, concatena-se
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Onys; K}, K, On/s- Dessa forma,

-Ki K]

i (2.37)
Ki K]

Msiog, N—3 =

Tnys |

e Tipo 3: Sao classificadas neste tipo as demais matrizes M, com indice ¢ impar. Sao
formadas pela concatenacdo sucessiva da sequéncia Iy/a;, —Kfj , —Sfj , In/2; pela diagonal
principal comecando do quadrante de cima, & esquerda, e indo até o meio, em que ¢ =
W% ej=1,2...,i/8. De forma similar, a sequéncia Is;, Kfj, Sfj, I /2; continuando
na diagonal principal pelo meio até o quadrante de baixo, a direita, em que j = i/8 +
1,i/8 4+ 2...,i/4. Através da diagonal secundéria é concatenada a sequéncia Op /o, Sfj,
—I_{fj, On/2; no quadrante de cima, a direita, até o meio. Continuando pela diagonal

secunddria do meio até o quadrante de baixo, a esquerda, concatena-se a sequéncia 02,

—Sfj, Kfj, On/2:- Neste tipo de matriz, os valores de k; sdo dados através da permutacao



bit-reversed de i/4 4+ j — 1. Dessa forma,

M; =

1
k
7K]\}/2
Kk
_S]\;/Q
1
0
ak
7SN]\;/28
KkN/s
N/2
0
_12
k
*KJ\;/AL
k
_SJ\;/4
I
0
k
-8
I_{kN/IG
N/4
0

knys
Ky

I,

kny/s
Ky /s

35

(2.38)

(2.39)

e Tipo 4: As matrizes M, de indice p par formam este conjunto. As matrizes sao definidas

alternando B; e B} na diagonal principal, com [ = 2P/2 Dessa forma,

ng/Q

B*

ng/2

(2.40)

A complexidade multiplicativa M(-), dada pelo nimero de multiplica¢oes do método, assim

como a complexidade aditiva A(-), dada pelo ntiimero de adi¢des, podem ser derivadas a partir

de (2.32). A matriz de permutacao Py nao introduz nenhuma operagao aritmética, enquanto
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a matriz By, que s6 possui elementos +1 contribui com N adi¢cbes. Entado, deriva-se as

seguintes equacoes recursivas:
A(Cn) = N +A(Cyy2) + A(Rpy2), (2.41)

M(Cn) = M(Cny2) + M(Ryy2). (2.42)

A expressdo para A(Ry/2) pode ser inferida notando-se que (2.35) é composta de logy N — 2
matrizes cuja diagonal secundaria é ocupada pela metade e log, N —1 matrizes completamente
ocupadas na diagonal principal e secundaria e sempre que h& uma elemento na diagonal

principal e um elemento na diagonal secundéria, na mesma linha, h4 uma soma. Portanto,

N N
ARy 2) = Z(logz N —2)+ E(Ing N —-1)

N
:%log2N—N, N > 4.

(2.43)

Em relagdo ao nimero de multiplicacoes M(Ry/2), apenas as matrizes de indice fmpares

(tipo 1, tipo 2 e tipo 3) contribuem com termos multiplicativos. A primeira matriz, do tipo 1,

contribui com N multiplicagoes. A tltima matriz, tipo 2, contribui com N/4 multiplicagdes.

O restante das log, N — 3 matrizes, tipo 3, contribuem com N/2. Consequentemente,
N N

(2.44)

N
= —logy, N — N > 8.

2 4’

Uma vez que

C, — , (2.45)
TVl

tem-se que A(Cy) = 2 e M(C3y) = 2. Com esses valores e substituindo (2.44) e (2.43) em

(2.41)e (2.42) e solucionando a recursividade, tem-se que [14]
3N
A(Cy) = 7(log2 N —1)+2, (2.46)
3N

2.4.2 ALGORITMO DE LEE

Em 1984, Lee derivou um algoritmo DIT para a DCT-II [15]. O método foi ilustrado para

a IDCT de comprimento N par, mas pode ser aplicado para a DCT.
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Desconsiderando as constantes multiplicativas, a expressao (2.17) para a IDCT-II pode

ser escrita separando Xyr[k] em indices pares e impares, da seguinte forma:

[N —1—n]=g[n]—h[n], k=0,1,... N/2—-1,

em que
N/2-1
2 1)k
gln] = Z o X11(2k) cos (%) ,
k=0
‘ /
N/2-1
A 2n+1)(2k+1
hn] = kZ_O arXm(2k + 1) cos <( 2);7 )> .

Apos algumas manipulacoes algébricas, chega-se as expressoes

#lr] = glnl + 2(305( L) ~h[nl,
1 (2.48)
[N —1—n] = g[n] - Soos (ZEL “hln], k=0,1,...,N/2—1,
o N/2—1
hin] = ) o [Xu(2k + 1) + X (2k — 1)] cos <(2n + 1])\([2/{ i 1)) |
k=0

Dessa forma, a IDCT de comprimento N é decomposta na soma de duas IDCTs de compri-
mento N/2. O procedimento pode ser aplicado de forma recursiva e pode ser realizado para a
DCT. Considerando a DCT de comprimento 8, o método apresenta complexidade aritmética,

de 12 multiplicagoes e 29 adicGes.

2.4.3 ALGORITMO DE WANG

Em 1984, Wang propos um método sistemético para fatorar as matrizes da DFT, da DCT,
da DST e da DWT [16]. Uma forma sisteméatica para decompor as matrizes das DCTs tipo
I, II, III e IV foi apresentada para comprimentos N = 2*, com k inteiro.

Para a DTC-II, a fatoragao de Wang é dada por

cN-py. | & .~ .By, (2.49)
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em que
10 00 0 0
0 0 00 0 1
0 1 00 0 0
Pyv= 0 0 00 1 0|,

By é dado pela Equacao (2.34) e CfVV/Q = iN/Q'CfV\f/Q 'i]\]/g. Considerando N = 8, o algoritmo
de Wang apresenta complexidade aritmética de 13 multiplicacoes e 29 adigoes.
Wang também mostrou que a decomposi¢ao das matrizes de todas as versoes da DCT, da

DST e da DWT, assim como da DFT, dependem apenas da decomposigdo da matriz C},.

2.4.4 ALGORITMO DE VETTERLI-NUSSBAUMER

O algoritmo proposto por Vetterli e Nussbaumer [17] para a DCT-II propoe computar
a DCT de comprimento N através de duas DFTs reais de comprimento N. As seguintes

definicoes sao propostas:

i) N-DFT cosseno:

=

-1

2mnk
cos-DFT[k] = x[n] cos < 7;\7 ) , k=0,1,...,N —1.
n=0
ii) N-DFT seno:
= 2k
in-DFT|k] = in| —— k=0,1,...,N —1.
sin (k] ngzo x[n] sm( N ), 0,1,...,

Através do mapeamento

(2.50)
Z[N —n—1] =z[2n + 1],

e ap6s algumas manipulagoes algébricas, a DCT-II pode ser computada através da expressao

2k . [ 27mk .
X[k] = cos (W) - cos-DFT[k] — sin (W) -sin-DFT[k]. (2.51)



39

De forma analoga, expressoes similares sdo derivadas para cos-DFT[k]| e sin-DFT[k]. A
N-DFT cosseno pode ser computada através da soma de uma N/2-DFT cosseno e uma N/4-
DCT, assim como a N-DFT seno pode ser computada através da soma de uma N/2-DFT
seno e uma N/4-DCT. O algoritmo pode ser aplicado de forma recursiva A complexidade

aritmética para a DCT de comprimento 8 é dada por 12 multiplicacoes e 29 adicoes.

2.4.5 ALGORITMO DE SUEHIRO—HATORI

Suehiro e Hatori apresentaram em 1984 um algoritmo rapido para a DCT-II baseado
na fatoragdo da matriz da DCT-IV [18]. Como mencionado anteriormente e explicitado na
Equagao (2.49), a decomposicao de Cf\{ depende apenas da decomposicao de Cf\{,.

A DCT-IV é fatorada da seguinte forma:
Ci =Qn-Vn(J)-Yn(1)-YN(2)---Yn(J —2)- Yn(J - 1)-Hy, (2.52)

em que J = log, N, Qun é uma matriz de permutagdo, que inverte a ordem dos elementos de

indice impar, dada por

_1 000 00 0_
00 00 0 01
0 010 0 00
Qx=10 0 0 O 1 00
0000 --010
0100 -- 000

VN(J) ¢ a matriz dada por VN(J) = dlag (T1/4NT5/4Na T9/4N7 s aT(2N73)/4N)7 em que
cosrm  sinrw
sinrm  —cosrmw

o operador diag(-) retorna uma matriz bloco-diagonal com os elementos da diagonal principal

definidos, em ordem, pelo argumento. A matriz Hy também é uma matriz de permutacao



40

dada por

Py

As matrizes Y 5 (7) s@o definidas como apresentado a seguir:
i)
Yn(1)=Rn(J—1) - Xn(J—1)-Ry(J —2)- Xn(J —2)---Rn(1) - Xn(1),
em que Ry (j) = diag (In_oi+1,Ugi+1(j)), j =1,2,--- ,J — 1, em que

) 1 L Iy Ly I Li Iy
UN(]):ﬁdlag ) ) )
I, -1 Ly —Io Ly —Ioy

Xn(j) = diag (In_2i, E(4)),j = 1,2,...,J=1, E(j) = diag (T1os+1, Ts 541, -+, Tai1_3)j25+1).

ii) As demais matrizes Y (j) s@o definidas de acordo com

Yy (2) = diag (YN/Q(l)aIN/Q) )

Y (3) = diag (Ynya(1),Inya, Yya(1),Insa)

YN(J - 1) = dlag (Y4(1),I4, .. .Y4(1),I4) .

O algoritmo para a DCT-II derivado a partir de tal fatoracao apresenta 13 multiplicagoes

e 29 adigoes.
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2.4.6 ALGORITMO DE Hou

Hou propos algoritmo réapido para a DCT-IT em 1987 [70]. Apos aplicar uma permutagao
na matriz da DCT-II da forma CN =P -Cpy, com

(10000 - 00 0 0
00100 0000
0000 1 0000
00000 0010
pP— ,
00000 000 1
00000 0100
01010 --0000
01000 =00 0 0

a matriz Cy pode ser decomposta da seguinte forma:

CN _ (:jN/Q CAN/Q
Dys2 —Dnye
Apobs uma sequéncia de manipulacGes algébricas, chega-se a expressao
CN/Q CN/2
KCy/,Q —KCy/»Q

em que Q = diag(cos(n+1/4)(27/N)), K = R-L-R. A matriz R é uma matriz de

En =

)

permutacao para ordenac¢do na sequéncia bit-reversed e

1 0 0 0
-1 2 0 0
L=|1 -2 2 0
-1 2 -2 ... 2]

Aplicando-se recursivamente a decomposicao, chega-se ao algoritmo dizimado na frequéncia.

A complexidade aritmética para N = 8 é dada por 12 multiplicacoes e 29 adigoes.
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2.4.7 ALGORITMO DE LOEFFLER

Em 1989, Loeffler et al. propos uma classe de algoritmos para a DCT-II de compri-
mento 8 que atingem o limite multiplicativo teérico, dado por 11 multiplicagoes. Sdo também
necessarias 29 adi¢oes [20]. A estrutura do algoritmo é mostrada na Figura 2.6.

T @ -~ > > @ Xo
z1 @ \ .Z /:>§Z_. X4
z2 @ \ [Z EEY Xo

== N\C V2 -
z3 @ \//: _‘X7

T4

T5

xe

z7

nim

I()._ k‘cn_.O() O():I()-k“cos%-f—h-k“sinQN

nm

I @ @ O1 01:—10~k-sin§—;\;+11~k~0052]\,

Figura 2.6: Algoritmo rdpido para transformada de Walsh-Hadamard

Variacoes do algoritmo foram apresentadas. O algoritmo de Suehiro, descrito anteri-
ormente, se trata de uma dentre as variagoes do algoritmo de Loeffler. Uma extensao do

algoritmo para o comprimento N = 16 também foi proposta [20].

2.4.8 ALGORITMO DE FEIG-WINOGRAD

Em 1992, Feig e Winograd apresentam um algoritmo rapido para a DCT-II [21]. A matriz

da DCT-II de comprimento N = 8 pode ser escrita de forma parametrizada da seguinte forma:

Y3 3 73 73 V3 73 73 V3
Yo o 72 gz Y6 —Y6 —V4 —72 —70
10 /- Tt (- Tt Nt & R - RO M
Y2 =% —70 —74 T4 Yo Y6 o 72

N |

Cs
Y3 —7Y3 —73 73 Y3 V3 —7V3 V3

7 St (VS (¢ T2 =72 —7% Yo T4
Y5 7 71— —75 0 71 71 Vs

|76 —74 Y2 —% Yo —72 Y4 —76]
em que v = cos(2m(k+1)/32), k=0,1,...,6.

Feig e Winograd sugeriram uma fatoragao para a DCT-II da seguinte forma;:

1
CSZ§'P'K'B1'B2'B37 (2.53)
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0 0 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 O
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1000 0 0 0 1
01000 0 1 0
0010 0 1 0 0

g,_[0%01 1 0 0 of
1000 0 0 0 -1
0100 0 0 -1 0
0010 0 -1 0 0
0001 -1 0 0 0

sao matrizes aditivas. Tal fatoracdo proporciona um algoritmo com complexidade aritmética
de 22 multiplica¢oes (matriz K) e 28 adigoes (matrizes K, B, By e Bs). Devido a propriedade
da separacao de nucleo, a 2-D DCT pode ser computada através de 2N aplicacoes da 1-D
DCT. Apesar de ser mais custoso computacionalmente para a 1-D DCT de comprimento 8
do que outros algoritmos como o de Loefller, por exemplo, Feig e Winograd apresentaram um
algoritmo diretamente para a 2-D DCT de dimensao 8 x 8 que se mostrou mais eficiente do
que os demais quando computados segundo a filosofia descrita anteriormente.

A 2D DCT de dimensio 8 x 8 pode ser descrita como o produto da matriz C$; ® C¥;
pelo vetor de entrada de comprimento 64, que representa a matriz 8 x 8 de entrada, em
que o operador ® indica produto tensorial [21]. Utilizando a fatoragao (2.53) e aplicando
o teorema apresentado em [30] para produto tensorial, deriva-se o algoritmo que apresenta
94 multiplicacoes e 464 adigdes. A titulo de comparagdo, o algoritmo de Loeffler empregando
a decomposi¢ao linha-coluna [22, p. 163] apresenta 176 multiplicacoes e 464 adigoes. Uma

comparagao completa com todos os algoritmos serd apresentada adiante.

2.4.9 COMPARACAO

Na Tabela 2.1, é apresentada a complexidade aritmética de cada algoritmo descrito ante-
riormente considerando a DCT de comprimento N = 8. O niimero de adi¢des e multiplicagoes
para ambos os casos 1-D e 2-D é apresentado comparativamente.

Como introduzido anteriormente, o limite multiplicativo minimo estabelecido em [30] é de
11 multiplicagoes para a DCT de comprimento 8. Este limite é atingido pelo algoritmo de
Loeffler, sendo este o mais eficiente segundo o critério de niimero de multiplicagdes. Embora

o algorimto de Loeffler seja o mais eficiente para o caso 1-D, ao ser computado a DCT 8 x 8
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Tabela 2.1: Complezidade aritmética para os algoritmos descritos

1-D 2-D
Mult Add | Mult Add

Método

Chen[14] | 16 26 | 256 416

Lee [15] | 12 29 | 192 464

Wang [16] | 13 29 | 208 464

Vetterli [17] | 12 29 | 192 464
Suehiro [18] | 13 29 208 464
Hou[19] | 12 29 | 192 464

Loeffler [20] | 11 29 | 176 464
Feig-Winograd [21] | 22 28 94 254

de acordo com a decomposicao linha-coluna, o método se mostra mais custoso computacio-
nalmente que o algoritmo de de Feig-Winograd, que computa a 2-D DCT diretamente sem
utilizar a decomposicao linha-coluna. Os menores valores para o caso 1-D e o caso 2-D sao

destacados em negrito na Tabela 2.1.



CAPITULO 3

APROXIMACOES PARA A DCT
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3.1 INTRODUCAO

desenvolvimento de transformadas inteiras se tornou um tema relevante em processa-

mento digital de sinais, dada a crescente demanda por tecnologias wireless e dispositivos
moveis [71]. Tecnologias que sao alimentadas por baterias e envolvem processamento de sinais
de dudio, imagem estatica e dindmica (video) necessitam de ferramentas com baixo custo com-
putacional e com boa performance [44,72]. Na pratica, esses tipos de sinais sdo representados
através de numeros inteiros utilizando base binaria [4, p. 141|. Transformadas trigonométricas,
como a DCT e a DST, mapeiam os vetores de entrada em vetores com elementos em R [16,65].
Dessa forma, os sinais precisam ser representados em aritmética de ponto flutuante [4,73].

Embora algoritmos rapidos como os descritos na Secao 2.4 reduzam drasticamente o ni-
mero de operagoes aritméticas, operacoes com pontos flutuantes permanecem necessarias.
Multiplicagoes com pontos flutuantes sdo lentas e demandam maior consumo de energia [74].
Em aplicagdes praticas, nao é possivel computar a DCT com precisao infinita e erros de trun-
camento ou arredondamento sao inevitaveis para a implementagao [4, p. 141]. Além disso, a
cota minima de complexidade multiplicativa ja foi atingida [20]. Sendo assim, propor melho-
rias para os algoritmos de DCT exata é uma tarefa nao trivial.

Neste contexto, as aproximacodes para a DCT permitem reducgoes consideraveis na com-
plexidade aritmética [32—46]. Transformadas baseadas em aritmética de ponto fixo que re-
presentem uma aproximagao com nimeros inteiros para as transformadas trigonomeétricas
possibilitam aplicagdes VLSI de baixa poténcia [44,71,72]. Outra alternativa para a redugao
do custo computacional é considerar transformadas digitais, isto é, transformadas definidas
sobre corpos finitos [75,76]. Entretanto, este trabalho aborda apenas as transformadas apro-

ximadas. Neste capitulo serao discutidas as aproximacoes inteiras para a DCT.

3.2 CLASSES DE APROXIMAGOES

Uma possibilidade para usar aritmética com numeros inteiros é substituir os coeficien-
tes da DCT por elementos do conjunto dos numeros racionais Q. Multiplicar um valor x
por um nuamero racional consiste em uma multiplicacdo e uma divisao por valores inteiros.
Ainda que utilizar aritmética de ponto fixo reduza bastante o custo em termos de hardware,
multiplicages e divisdes por inteiros sdo operagoes relativamente custosas [67,77].

E bem difundido na literatura que, em termos de implementacdo VLSI, multiplicar ou
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dividir valores inteiros por ntumeros da forma 2", n € Z, é consideravelmente mais eficiente
do que por outros valores inteiros. Isso ocorre porque, uma vez que dispositivos trabalham
fisicamente na base binéaria, realizar tal operacao consiste apenas em realizar n deslocamentos
de bits para a esquerda (multiplicacio) ou para a direita (divisdo). Por exemplo, consideremos
o valor (14)19 = (1110)2, em que (+)19 e (+)2 representam bases decimal e binaria, respectiva-
mente. Realizar a operacdo 14 x 22 = 56 corresponde a fazer dois deslocamentos de bits para
a esquerda, ou seja,

(56)10 = (111000)5.

Em termos de circuitos digitais, realizar deslocamentos de bits consome muito menos energia
e componentes de hardware do que realizar um algoritmo usual de multiplicagao [4,67].
Considerando este fato, uma forma de diminuir o esfor¢co computacional é considerar
apenas racionais diddicos como elementos para substituir os coeficientes da DCT. Um racional
diddico ¢ um elemento do conjunto Q escrito na forma p/2%, em que p,k € N e p < 2F [4].

Tais numeros podem ser representados de acordo com

k
D 1
Q—k:ZCi <§>, ci=0o0uc; =1. (3.1)

i=1
Por exemplo, o racional diadico 111/128 pode ser escrito como

111_64+32+ 8 n 4 n 2 n 1
128 128 128 128 128 128 128

1 1 1 1 1 1
:ﬁ—i_?—i_?—i_?—i_?—i_?'

E valido ressaltar que a representacio mostrada anteriormente nio é tinica. Alternativamente,
a representacao para racionais diddicos pode ser realizada considerando o sistema numérico
canonical-signed-digit (CSD) [78|. Tal representacao é da forma (3.1) com ¢; = 0 ou ¢; =
+1. Em certas situagoes, considerar CSD pode reduzir ainda mais o nimero de operagoes.
Considerando ainda o racional 111/128, em CSD tem-se

111 16 1
1

128 128 128
11
3

Em suma, a multiplicagao de qualquer inteiro n por um racional diddico da forma (3.1) pode
ser realizada com algumas operagoes de soma e alguns deslocamento de bits. Embora algumas
aproximacoes para a DCT baseadas na representagao com racionais diadicos tenham sido pro-

postas apresentando desempenho satisfatorio, como as que utilizam o lifting scheme [67,79,80],
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a complexidade aditiva e o nimero de deslocamento de bits sdao incrementadas consideravel-
mente através deste método.

Uma alternativa para reduzir ainda mais a quantidade de operagoes é considerar apenas
numeros da forma 2", n € Z, como aproximagoes para. os coeficientes da DCT. Dessa forma,
apenas deslocamentos de bits sdo necessarios para implementar a multiplicacao, evitando as
adicoes presentes quando se considera os racionais diddicos. Um subconjunto ainda mais
restrito é definido por P = {0,:|:1,j:2,:|:%}, onde apenas deslocamentos unitarios de bits
sao necessarios para implementacao de multiplicacao. Varias aproximacoes considerando o

conjunto IP serao abordadas subsequentemente.

3.3 ORTOGONALIDADE E ORTONORMALIDADE

Ortogonalidade é uma propriedade desejavel em uma aproximacao para a DCT. Uma
vez que a inversa de uma matriz ortogonal é a prépria transposta, uma matriz de baixa
complexidade terd inversa de baixa complexidade inerentemente. Neste trabalho, utilizamos

o conceito de ortogonalidade e ortonormalidade.

Definicao 3.1
Seja uma matriz quadrada T. Se o produto T - T resulta em uma matriz diagonal,
dizemos que T ¢ ortogonal. Particularmente, se T-T' =TT - T =1, dizemos que T ¢

ortonormal. [ ]

De acordo com o método de ortogonalizagao através de decomposicao polar [81,82] descrito

em [83], ortonormalizar uma transformada ortogonal T exige a multiplica¢cao por uma matriz

D=1/(T-TT) ", (3.2)

em que +/- representa raiz quadrada matricial [84]. Se T é uma matriz de transformagcao que

diagonal dada por

representa uma, aproximacao ortogonal para a DCT, conforme serd descrito adiante, entdo a

aproximacao ortonormal para a DCT é dada por

C=D-T. (3.3)
A transformada aproximada de um vetor x = [zg 1 --- xx_1]' & dada pelo vetor
X =[Xg X; -+ Xny_1]", calculado pela expressio

X=C-x=D-T-x. (3.4)
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Em algumas aplicagoes em que o célculo da transformada é apenas uma etapa de um pro-
cedimento maior, a matriz D pode ser incorporada em outras etapas de tal procedimento.
Neste caso, a matriz D ndo proporciona um incremento na complexidade computacional. No
contexto de compressao de imagens, a matriz D pode ser embutida na etapa subsequente
ao célculo da transformada, denominada de etapa de quantizagdo [36,37,41]. A etapa de
quantizagdo é um passo presente nos algoritmos de compressdo de imagem [5,85,86] e sera
detalhada adiante no Capitulo 5.

Uma vez que a matriz de transformacao é ortonormal, a operagao inversa é dada por
x=C'.-X=T"-D".X. (3.5)

Portanto, o calculo da inversa possui as mesmas propriedades de baixa complexidade aritmé-
tica da transformacao direta.
No caso da transformacao bidimensional de uma matriz A, as expressoes direta e inversa

sao dadas respectivamente por

C-A-CT, (3.6)

B
A=C".B-C. (3.7)

Transformacoes ortonormais sao também denominadas transformacoes unitérias [66] e
apresentam a propriedade de preservar a energia. A energia do sinal z[n] = z;,7=0,1,... N — 1

é dada por [64]
N-1
&= |uil (3.8)
i=0
Para sinais com valores reais de z;, a Equagao (3.8) pode ser escrita na seguinte forma ma-

tricial: £ = x' - x. Avaliando a energia Ex do vetor transformado X e considerando que C

é ortonormal, tem-se que

Ex=X"-X
_ (@.X>T.(@.X>
_xT.0T. 6 (3.9)
—x'.x
=&,

Portanto, a energia do sinal para transformacoes ortonormais é invariante.
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Considerando agora aproximacoes nao ortogonais, a Equagao (3.2) nao resulta em uma
matriz diagonal. Dessa forma, a matriz D nao pode ser facilmente incorporada a etapa de
quantizacdo. Entretanto, se a matriz D apresentar uma quantidade pequena de elementos nao
nulos fora da diagonal, uma aproximacao D pode ser obtida substituindo os elementos fora da
diagonal por zero. Em [32], uma métrica de desvio de diagonalidade foi proposta e utilizada
como parametro para encontrar novas aproximagoes para a DCT. Generalizando (3.4), deriva-

se a seguinte expressao:

D= \/[diagM (T-TT) ", (3.10)

em que diagy;(-) retorna uma matriz diagonal cujos elementos sao dados pela diagonal prin-
cipal da matriz passada no argumento. A aproximacao nao ortogonal para a DCT é dada
por

C=D-T. (3.11)

A transformacio inversa ¢ dada por
x=C1.X=T"1.D'.X (3.12)

Nota-se que ndo necessariamente a matriz inversa T~! apresenta baixa complexidade arit-
mética. Entretanto, é possivel encontrar aproximagoes com tal caracteristica. Nesse caso e
também no contexto de compressdo de imagens, a matriz D~! pode ser incorporada & etapa
de dequantizacao, analogamente ao caso da transformacao direta. Sendo assim, também nao
representa um incremento de custo computacional ao computo da transformada inversa.
A transformacgdo direta bidimensional para o caso nao ortogonal também é dada pela
—1
Equagao (3.6). A expressao inversa é computada através das matrizes inversas Cle (CT) ,
resultando na expressao

A=C1.B. <CT)71. (3.13)

Proposicao 3.1
Seja uma matriz arbitriria W com det (W) # 0, entdao (W—'—)i1 = (W’l)—r.

Demonstracao: Se det W # 0, existe uma matriz inversa W—! tal que

W - W !l=1
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Aplicando o operador transposicdo T a ambos os lados da expressao anterior e levando

em conta que I =17, temos

ou

Corolario 3.1

A expressao (3.13) para o cdlculo da inversa no caso ndao ortogonal se torna:
. . T
A=C!.B. (C*l) , (3.14)

o que permite computar a erpressao inversa através da decomposi¢ao linha-coluna. |

3.4 APROXIMACOES NO CONJUNTO PP

3.4.1 TRANSFORMADA DE WALSH-HADAMARD

A transformada de Walsh-Hadamard (WHT) [87, p. 301] é construida através da expansao
de um sinal utilizando as fun¢oes de Walsh wal(k,¢) como base. Tais fung¢des retangulares
sao ortogonais no intervalo 0 <t < 1 e sdo mostradas na Figura 3.1.

Um sinal de tempo discreto (n) de comprimento N pode ser expandido em termos das
fungoes de Walsh uniformemente amostradas com periodo de amostragem 1/N. A seguinte

equacao de sintese é obtida:
n
z(n) = 3 X (k) wal (k N) . (3.15)

Os coeficientes X (k) representam a sequéncia transformada de Walsh. Tais coeficientes sao
encontradas levando em conta a ortogonalidade das funcoes de Walsh. Para tais funcgoes, é

valida a expressao

—_

N= N, sek =k,

Z wal (/-c, %) wal (/ﬁ, %) = (3.16)

n=0 0, caso contrario.
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Figura 3.1: Funcées de Walsh.

Multiplicando ambos os lados da Equagao (3.15) por wal (KJ, %) e somando entre 0 <n < N

e levando em conta a Equagao (3.16), deriva-se a expressao de anélise para a WHT, dada por

N-1
1 n
X(k) =~ §7: z(n) wal (m N) . (3.17)
A WHT pode ser escrita na forma matricial. Seja o vetor x = [z1 2o --- xn] ', a sequéncia
de saida X = [X; X5 --- Xn]|' é dada por
1
X =+ -Hy-x, (3.18)

em que Hy é a matriz de Walsh-Haddamard, cujas linhas sdo dadas por amostras igualmente
espagadas com periodo 1/N das fungoes de Walsh. Para a matriz de ordem N, é vélida a

expressao

1
Hy Hy = ~ v (3.19)
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Portanto, a transformacao inversa é dada por
x=Hj} - X. (3.20)

A matriz da WHT de ordem 8 é mostrada a seguir:

Hg

(3.21)

= — —
|
—_
—_
|
—_
|
—_
—_
|
—_
—_

Um algoritmo réapido para computar a transformagao direta dada em (3.18) é mostrado na Fi-
gura 3.2. Conforme explanado na Segdo 2.4.1, as linhas tracejadas representam multiplicagao

por —1.

Figura 3.2: Algoritmo rdpido para transformada de Walsh-Hadamard.

Através do método de ortonormalizagdo descrito anteriormente, obtém-se a WHT orto-

normal dada por CWHT = DWHT : Hg, com DWHT = diag (%, ﬁ, ﬁ, %, ﬁ, %, ﬁ, %)

As fungoes de Walsh possuem propriedades interessantes, como apresentar apenas elemen-
tos +1, o que permite a derivacao de algoritmos rapidos apenas com operagoes de adi¢oes. A
WHT apresenta aplicagbes em processamento de imagem, como em codificagao de video [88].

Entretanto, essencialmente nao foi proposta como uma aproximagao para a DCT.

3.4.2 A DCT SINALIZADA

A SDCT [33] foi o método seminal das aproximacoes da DCT considerando entradas no

conjunto P. A SDCT é proposta aplicando a funcao sign(-) aos elementos da matriz da
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DCT-II, definida em (2.27). A fungao sign é definida da seguinte forma:

1, se x > 0,
sign(z) = 0, se r =0, (3.22)
-1, sex <O.

Se operada em uma matriz, a funcdo sign(-) é aplicada a cada elemento. Dessa forma,
- 1
C = ——sign (CfY). 3.23
SDCT JN g ( II) ( )

Para N = 8, a expressao (3.23) resulta na matriz

Csper =

Sl
co
—_
\
[y
\
—_
—_
=
\
—_
\
[y
=

Como a matriz CgpcT 86 possui elementos +1, sua implementacao requer apenas operagoes
de adicao.

A transformacao inversa é dada por

1 2 1 2 1 0 1 0
1 2 1 0 -1 -2 -1 0

1 0 -1 -2 -1 0 1 2

e L 1 0 -1 0 1 2 -1 -2
V811 0 -1 0 1 -2 -1 2

1 0 -1 2 -1 0 1 -2

1 =2 1 0 -1 2 -1 0

12 1 -2 1 0 1 0]

Uma vez que CS_SCT # Cdpar, @ SDCT nio é ortogonal. Entretanto, a inversa apresenta
apenas elementos do conjunto IP, com excecao do fator 1/v/8. Como este fator pode ser
incluido na etapa inversa da quantizacdo, a transformada inversa pode ser implementada

apenas com adicoes e deslocamento de bits.
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3.4.3 APROXIMAGAO DE LENGWEHASATIT E ORTEGA

Lengwehasatit e Ortega propuseram em [34] uma série de diferentes niveis de aproximacoes
para a DCT. Em particular, a aproximacao de nivel 1 apresenta entradas apenas com ele-
mentos do conjunto IP. Nesse trabalho, esta aproximacao serd denominada de Lengwehasatit-

Ortega DCT (LODCT). A matriz da LODCT ¢ dada por

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 o -1 -1 -1
1 3 -1 -1 -1 -1 1 1
1 0 -1 -1 1 1 0 -1
Troper =
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
1 -1 0 1 -1 0 1 -1
b1 1 1oy
o -1 1 -1 1 -1 1 0

A matriz anterior fornece uma aproximacao para a DCT através da expressao

Cropct = Dropnct - Troper,

em que

11 1 1 1 1 1 1>

Dropct = diag <%, NN Y AV AN AN

3.4.4 SERIES BOUGUEZEL-AHMAD-SWAMY

Uma série de aproximagoes para a DCT de baixa complexidade foram introduzidas por
Bouguezel, Ahmad e Swamy (BAS) [35-37,39,40,43]. As matrizes propostas sao baseadas na
SDCT, onde variagoes das matrizes sao obtidas através de mudancas apropriadas nas entradas.
Os novos elementos adicionados fazem parte do conjunto IP, portanto as matrizes permanecem
de baixa complexidade. Tais aproximagoes foram denominadas no presente trabalho como
Tgas-1 [36], Teas-2 [37], Tras-3 [39], TBas-4 [40], TBas-5 [40], TBas-6 [40], Tras-7 [43].

Em [40], foi proposta uma aproximagoes paramétrica, em que diferentes escolhas de um
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tnico parametro geram diferentes métodos. A matriz da transformacio é dada por

1 1 1 1 1 1 1 1
1

1 1
o o 1 0 0 -1 0 O
1 1
0 0
1

-1 0 0 -0 0 1 -1

a -1 1 —a —a 1 -1 a

Neste trabalho, definimos Tgas.4 = T(0), Trass = T(1/2) e Tags = T(1).
As transformagoes ortogonais Tas.m, 1 < m < 7 podem ser ortonormalizadas de acordo
com o formalismo descrito anteriormente. Portanto, as aproximacoes ortonormais para a

< - -1
DCT sao dadas por Cgas-m = DBAS-m - TBAS-m, com Dgas., = \/ (Teas-m * Thasm)

1 <m < 7. As matrizes Dgas.;m © TgBAS-;m s80 mostradas na Tabela 3.1.

3.4.5 A DCT ARREDONDADA E A DCT ARREDONDADA MODIFICADA

Em [41], Cintra e Bayer propuseram uma aproximagao para a DCT baseada na fun¢ao
de arredondamento round(-), da forma como ¢ implementada no ambiente MATLAB [89].
A aproximacao é denominada DCT arredondada (RDCT). Aplica-se a func¢ao de arredonda-

mento aos elementos da matriz da DCT de acordo com
Trpcr = round (2- Cyy) . (3.24)

Para N = 8, deriva-se a seguinte matriz:

1 1

1 1

1 0 0 -1 -1 0 0 1
0

Trpcr = ;

—_
\
[y
\
[y
[y
[y
\
—_
\
—_
—_

o O —

|

[

—_

o

o

—_
|

—

@)
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Aproximacoes da série BAS

Tabela 3.1

Referéncia
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em que a aproximagao ortonormal para DCT é dada por

Crpct = Drpet - TrDCT-

A matriz diagonal DgrpcT é dada por

D Qi (1 1 1 1 1 1 1 1)
= dla T =y T v aY A =y Aava /A )
TV VG 2 VB VB VB 2T VG

Bayer e Cintra introduzem em [42] uma nova aproximacao para a DCT baseada na
RDCT. Algumas modificacoes nos elementos da matriz da RDCT foram feitas, derivando

entao a RDCT modificada (MRDCT), dada pela seguinte matriz:

11 01 1 1 1 1 1]
10 0 0 0 0 0 -1
1 0 0 -1 -1 0 0 1
Turporo |0 0 71 0 01 0 0
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
0 -1 0 0 0 0 1 0
0 -1 1 0 0 1 -1 0
00 0 -1 1 0 0 0

A aproximacao ortonormal para a DCT é dada por

Cumrpet = Dyrpet - TmrDCT-

A matriz diagonal é dada por

D = dia, TSy T oy =y =y = a0 = |
HRpeT g<x/§\/§2\/§\/§\/§2\/§>

3.4.6 SERIE DE APROXIMAGOES BASEADAS EM FUNCOES INTEIRAS

Em [32], um procedimento sistemético para derivar novas aproximacoes para a DCT
de comprimento N = 8 foi proposto. O método é baseado em diferentes fungdes de arre-
dondamento associados a um pardmetro utilizado para busca exaustiva. No procedimento
de busca, restri¢oes foram impostas, como baixa complexidade, ortogonalidade ou quasi-
ortogonalidade [32] e, no caso de nao ortogonalidade, a matriz inversa possuir baixa comple-
xidade.

O mapeamento é feito da forma Tj,; = int (a -CH ) Fungoes inteiras int(-) consideradas

sao dadas pela fungoes piso, teto, truncamento e arredondamentos away-from-zero (AFZ),
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half-up (HU), half-down, half-away-from-zero (HAFZ), half-towards-zero (HTZ), half-to-even
(HE), half-to-odd (HO), definidas respectivamente por

trunc(z) = sign(x) - ||z|],
roundaryz(z) = sign(x) - [|z[],
roundgy(z) = |z + %J,
roundpp () = [z — %1,

. 1
roundparz(z) = sign(z) - | |x] + §J7
1

roundurz () = sign(z) - [|z] — j?

lz— 3] se2-leZ,

roundpg(z) = ?
lz+ 3] caso contrério,
lz+ 1] se2leZ,
roundpo (z) =

lz — %] caso contrario.

Todas as matrizes derivadas apresentam fatoracao similar a do algoritmo de Feig-Winograd,
descrito na Secao 2.4. A fatoragao é dada pela Equacao (2.53), em que as entradas -y; da matriz
multiplicativa K sdo substituidas por entradas m;, 0 < i < 7, que dependem da transformacao
em questdo. Sendo assim, uma tunica estrutura de algoritmo rapido pode ser derivada para
todas as aproximagoes. Tal estrutura é mostrada na Figura A.9 (vide Tabela A.1). Foram
apresentadas as novas matrizes ortogonais TinT., ¢ = 0,1,2,3,4,5,6,7. Entretanto, TinT.3
e TinT.7 ndo apresentam apenas elementos no conjunto IP, e nao serao consideradas neste
trabalho, enquanto TinT.o se trata da RDCT, apresentada em [41] e descrita anteriormente.
As matrizes de ortonormalizacdo sdo denotadas por DinT.;. As aproximacoes encontradas

sao apresentadas respectivamente nas Tabela 3.2.
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Tabela 3.2: Aprozimagoes ortogonais baseadas em funcoes inteiras

i TiNT-i Din-i
~11 1 1 1 1 1 1+
21 1 0 0 —1-1-2
01 -100-11 0

1 Lo -2-112 0 -1 di L1 11 1 1 1 _1_
1-1-11 1 -1-11 A8\ 537232 20 2v3 3v3° 33 27 23
1-20 1 -10 2 -1
10 0-1-10 0 1
Lg-11 -2 2 =11 0 -
-1 11 11 111+
21 1 0 0 —1-1-2
20 0 -2-20 0 2

9 10-2-11 2 0 -1 dia 1.1 1 1 1 _1_ 1 _1
1-1-11 1 —1-11 S\ V3 V3 1 3 33’ 230 10 23
1-20 1 -10 2 -1
0-22 0 0 2 20
Lg-11 -2 2 =11 0 -
S S S R R S S g
11 1 0 0 -1-1-1
11 -1-1-1-11 1

4 10-1-11 1 0 -1 dia 101 1 1 1 1 _1 1
1-1 701% L 701 L E\3V3' V6 2v3’ V6’ 2v2’ V6’ 3v3’ V6’
1-11 -1-11 —11
Lg-11 -1 1 -11 0 -
11 1 1 1 1 1 1+
21 1 0 0 —1-1-2
11 -1-1-1-11 1

5 10-2-11 2 0 -1 dia 11 1 1 1 1 1 _1
Ty T AT A E\2v2 23 22 23 V2 V3 V2 B
1-11 -1-11 —11
Lg-11 -2 2 =11 0 -
-1 11 11 111+
21 1 0 0 —1-1-2
21 -1-2-2-11 2

6 10-2-11 2 0 -1 dia 11 1 1 1 1 _1_ _1
}—5—01} 11—01—21 L & \2v3' 2v37 2v57 2v3’ 2v2' 2v/3 25 2/3'
1-22 -1-12 —2 1
Lo-11 -2 2 -1 1 0 -

3.5 MEDIDAS DE DESEMPENHO

Como forma de avaliar o desempenho de uma aproximacao em relacdo & transformada
original, algumas métricas sdo definidas na literatura. Na maioria dos casos, tais métricas
visam avaliar quantitativamente a capacidade da transformada aproximada no contexto de
compressao de dados. Para tal, os sinais sdo frequentemente considerados como sendo um

processo de Markov de primeira ordem, como descrito na Secao 2.1.

3.5.1 ERRO MEDIO QUADRATICO

O MSE avalia o erro entre as matrizes da transformada aproximada e da transformada
original. Assumindo que C é a matriz da transformada original e C a matriz da transformada

aproximada, entao o erro para um dado vetor de entrada x é

e=C-x-C-x=(C-C)-x=T-x (3.25)
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Usando (3.25), o MSE pode ser definido como [4]

NE[e e']

= CE[RTT.T

= CE[r(fxx 1T )]
%tr(I‘ R, TT),

em que R, é a matriz de covariancia do vetor de entrada x e tr(-) representa o traco de uma
matriz. Uma boa aproximacao tende a apresentar baixos valores para MSE (em geral, da

ordem de 1072) .

3.5.2 GANHO DE CODIFICACAO

O ganho de codificagao da transformada (transform coding gain) C, mede a eficiéncia de
codificacao da transformacgdo ortogonal para aplicagdes de compressao de dados e, por meio
da matriz de covariancia R, do vetor de saida, é definido como [4]

&,
N Z Uwi
C, = 10logy, =0 - (3.26)
N-1 N
(0 oz lise)
i=0
2

em que o ¢ o i-ésimo elemento diagonal da matriz R, e ||f;|| ¢ a norma do i-ésimo vetor

de base da matriz de transformacao. Valores altos de ganho de codificacao correspondem
a transformadas com maior capacidade de concentrar energia em uma menor quantidade de
coeficientes. A matriz de covariancia R, pode ser computada através da matriz de covariancia
do sinal de entrada R, pela Equacao (2.6). Neste trabalho consideramos os sinais de entrada
modelados como processos de Markov de primeira ordem, sendo valida a Equacao (2.8) para
o calculo de R,;.

Neste trabalho, também sdo abordadas transformagoes nao ortogonais. Sendo assim, é
utilizado o ganho de codificagdo unificado Cj, introduzido em [4]. Dada uma matriz de
transformacao C de dimensio N x N e, sendo hy e g, para £k =0,1,..., N — 1, os vetores

linha de C e (A?*l, respectivamente, o ganho de codificaciao unificado é dado por

N-1
1
C* =10log —, (3.27)
g 10 (ch;IO (Ak.Bk)ﬁ>

em que A = sum [(h;— -hk) ® RI], sum(-) retorna a soma dos elementos da matriz de seu

argumento e o operador ® representa o produto matricial de Hadamard (produto elemento a
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elemento) [90] e By, = ||gk||?. Para transformagoes ortogonais, o ganho de codificagao C, e o

ganho de codificagdo unificado Cj sio equivalentes [4].

3.5.3 EFICIENCIA DA TRANSFORMADA

A eficiéncia da transformada (transform efficiency) n é uma métrica que, assim como o
ganho de codifica¢do, fornece informagao de performance em compressao de dados [4]. E

definida como

N-1
> |7l

_ 1=0

> > Iril
i=0 j=0
em que r;; sao elementos de R,. Esta métrica mede o “poder de descorrelacao” da transfor-

mada.

3.5.4 AVALIAGAO DAS TRANSFORMADAS

Através das figuras de mérito descritas anteriormente, é possivel avaliar o desempenho
das transformadas utilizadas sem a necessidade de simulagdes de compressao de imagem.
As quantidades para as medidas de desempenho de cada método mencionado sdo mostradas
na Tabela 3.3. A DCT exata foi incluida na tabela para fins de comparagao e O MSE foi
calculado tomando-a como referéncia. A aproximagdo com melhor desempenho segundo tais
figuras de mérito é a LODCT. Os valores sao destacados em negrito. Entretanto, veremos
que o custo aritmético desta transformada é relativamente elevado, com 24 adi¢ées. Por outro
lado, a MRDCT apresenta medidas de desempenho inferiores, porém apresenta o menor custo
aritmético, com 14 adicoes.

Consideremos o coeficiente de correlacao de Pearson [91]. Verifica-se um coeficiente de
correlagao entre o ganho de codificagdo unificado e a eficiéncia da transformada de p = 0.797.
Entretanto, observando a Tabela 3.3, percebe-se que a SDCT representa. um outlier para o
valor de ganho de codificacao. O ganho de codificagao unificado é uma forma de representar
o ganho de codificacao para transformacoes ndo ortogonais, como a SDCT. Se considerarmos
apenas o ganho de codificagdo entre as transformacdes ortogonais, nota-se um coeficiente
de correlagdo de p = 0.996 em relacao a eficiéncia da transformada, corroborando que tais
meétricas representam caracteristicas de desempenho de codificacdo similares. O coeficiente

de correlacao entre o MSE e a eficiéncia da transformada é p = —0.447. O valor negativo é
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esperado, uma vez que o MSE diminui para zero e a eficiéncia da transformada aumenta para

93.99% a medida que a transformacao se aproxima da DCT.

Tabela 3.3: Medidas de desempenho para os métodos abordados

Método | MSE  C; (dB) n (%)

DCT | o 8.8250  93.9912
DHT 0.0251  7.9461  85.3138
SDCT [33] | 0.0207  6.0261  82.6190
LODCT [34] | 0.0061 8.3902 88.7023
BAS-1[36] | 0.0238 81194  86.8626
BAS-2 [37] | 0.0275 7.9126  85.3799
BAS-3[39] | 0.0210 8.3251  88.2182
BAS-4 [40] | 0.0710  7.9118  85.6419
BAS-5 [40] | 0.0678 81194  86.8626
BAS6 [40] | 0.0710  7.9126  85.3799
BAS-7 [43] | 0.0251 7.0461  85.3138
RDCT [41] | 0.0098  8.1827  87.4297
MRDCT [42] | 0.0594  7.3326  80.8969
INT-1 [32] 0.0375 81361  86.8051
INT-2 [32] 0.0100  8.1361  86.8051
INT-4 [32] 0.0098  8.1834  87.1567
INT-5 [32] 0.0100  8.1369  86.5359
INT-6 [32] 0.0062  8.3437  88.0594




CAPITULO 4

APROXIMACOES PODADAS
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4.1 PRELIMINARES

E maneira geral, podar um algoritmo rapido de uma transformada tem como objetivo
D diminuir a complexidade aritmética descartando elementos dos vetores da transforma-
¢ao. Dessa forma, as operagoes envolvendo o elemento descartado nao sado realizadas. Este
procedimento pode ser representado matematicamente através do modelo matricial para uma
transformacdo linear. Seja uma transformacio linear T : CN — C¥, representada por uma

matriz T genérica dada por

t11 ti2 ti,n
tQ 1 t2,2 t2 N
T = (4.1)
In1 In2 - IN N

A transformacio linear é expressa matematicamente por

X=T:x,
em que X = [z 2 - zn]' e X = [X; X --- Xp]". Neste ponto, é conveniente para a
notacao indexar os vetores e matrizes com indices n,k =1,2,..., N.

Suponhamos que o termo x; seja desconsiderado, de modo que o novo vetor de dimensao
N —1 ¢ dado por X; = [¥; @3 -+ x;_1 Ts41 -+ zn]'. Consideremos agora uma nova
transformacao T, :CN-1 - CV dada pela expressao X; =T %;. Se desejarmos manter as
mesmas operacoes dos elementos da matriz T original pelos elementos restantes do vetor Xy,
a nova matriz T, de dimensdo N x (N — 1) corresponde a matriz original T com eliminagio

da i-ésima, coluna. Dessa forma,

tia ti2 0 tii-1 tig4r 0 N
R tog too -+ loi-1 o441 - loN
T, =
In1 In2 - tNi-1 N+ 0 NN

De forma anéloga, se uma componente X, do vetor de saida X for desprezada, a nova transfor-
macao Ty : CN — CV-1¢ dada por X, = Ty-x. A matriz Ty de dimenséo (N—1)x N corres-

ponde a matriz T com a k-ésima linha eliminada e X, = (X1 Xo - X1 Xpq1 - Xnva]'.
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Dessa forma,

t1,1 ti2 -+ tiN

to1 too -+ ton
To= |ty_11 th—12 -+ th—1nN
tk+1,1 Tkt12 0 TktlN

tng tn2 o INN

Este procedimento pode ser generalizado como descrito adiante.

Definicao 4.1
Seja uma matriz de transformagio T : CN — CV e os vetores x e X, tal que X =
T - x. Seja um conjunto de M elementos desprezados do wvetor de entrada x, dado
por {x;, Tiy, ..., Tiy}, com M < N, e um conjunto de L elementos desprezados
do vetor de saida X, dado por {Xx,, X,y .., Xk, }, com L < N. Sejam os novos veto-
res X e X obtidos ao excluir tais elementos. Entao, define-se a matriz de transformagao
podada T:CV-M s CN=L_ 4 matriz T é uma submatriz da matriz T em que as linhas
i1, 12, ..., ipr e colunas ki, ko, ,..., kr de T sao excluidas. A nova transformacaio €

dadaporf(:'i‘-fi. |

Exemplo 4.1
Para exemplificar, consideremos a transformada de Walsh-Hadamard na ordem natu-

ral [87, p. 313], cuja expressdo matemética é dada por

X, 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X 1 -1 1 -1 1 -1 1 —1| [|as
X, 1 1 -1 -1 1 1 -1 —1| |a3
D R L L T T N I N 43
X5 1 1 1 1 -1 -1 -1 —1| |as
X 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 6
X; 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1 T
Xs] [ -1 -1 1 -1 1 1 —1] |as)

Tal transformada é uma versdao permutada da WHT apresentada na Secao 3.4 e serd

considerada apenas como exemplo.



68

Figura 4.1: Algoritmo rdpido para transformada de Walsh-Hadamard na ordem natural.

Um algoritmo réapido para o célculo da expressao (4.2) é mostrado na Figura 4.1. O
algoritmo necessita de 24 adi¢oes. Se para alguma determinada aplicaciao, as componentes
X3 e X5 do vetor X e xg do vetor x podem ser desprezadas, uma nova transformacao
podada pode ser proposta de acordo com a teoria descrita anteriormente. Neste caso,
remove-se da matriz de transformagao as terceira e quinta linhas (relacionadas a X3 e X5)

e a sexta coluna (relacionada a xg). Sendo assim, a nova transformacao é dada por

- —_ — xl
X3 1 1 1 1 1 1 1

N Z2
Xs 1 -1 1 -1 1 1 -1

- T3
X4 1 -1 -1 1 1 -1 1

| T N EZY (4.3)
X 1 -1 1 -1 -1 -1 1

A Ts5
Xy 1 1 -1 -1 -1 1 1

A x7
X3 1 -1 -1 1 -1 1 -1
[ <o L i g

Figura 4.2: Algoritmo rdpido para exemplo de transformada de Walsh-Hadamard podada.

Uma maneira de obter um algoritmo rapido para a versao podada é eliminar as linhas
de fluxo que se tornam desnecessirias apds a eliminacao das componentes. O termo

“podar” surge a partir deste procedimento. Sendo assim, um algoritmo rapido para a
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versao podada da transformada de Walsh-Hadamard (4.3) é mostrado na Figura 4.2 e

requer 20 adicoes. |

Exemplo 4.2
Algoritmos que computam uma componente tnica da DFT [92-94] podem ser entendidos
como casos particulares da abordagem descrita nesse capitulo. Assim como no exemplo
anterior, esse exemplo ndo propoe um novo algoritmo para computar uma componente
tnica da DFT, mas inclui estes tipos de algoritmo no contexto do método abordado neste
trabalho. A componente V[k] da DFT de um sinal v[n] é calculada em sua forma direta

pela expressao
N-1
VIE] =Y vln] - Wi (4.4)
n=0
O algoritmo de componente tnica mais popular é o algoritmo de Goertzel [64]. Tal algo-
ritmo é feito definindo o polinémio
p(a) = (z = Wi)(z — W)

9 (4.5)
=22 — 2cos <%>x+1.

Este polindmio & o polinémio ménico de menor grau com coeficientes reais que possui Wk,

como raiz, ou seja, o polinémio minimo de Wﬂ“\, sobre os reais. Fazendo

N-1

glz)= 3" oln] - ", (4.6)
n=0

9(x) = p(x)Q(z) + r(z), (4.7)

em que o quociente Q(z) e o resto r(x) sdo encontrados por divisdo polinomial. Conside-

rando que WX, é raiz de p(w), a componente V[k] é computada fazendo
VK] = 9(W§) = p(WK)Q(WE) + r(Wy) = r(WK). (4.8)
A expressao 4.4 pode ser escrita na forma matricial
_ N—1)k
V(k) = [1 wk w2 WV R Ly (4.9)

A expressao anterior pode ser interpretada com a teoria proposta anteriormente, em que
todas as componentes de V(k), exceto pela k-ésima, sdo descartadas. Sendo assim, a
matriz de transformacao é feita eliminando todas as linhas, exceto pela k-ésima, resultando

na matriz linha de transformacao apresentada na expressao (4.9). |
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4.2 TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER PODADA

Em 1971, Markel propos a FFT de Cooley-Tukey podada [51], em que uma versao do
algoritmo de dizimagao na frequéncia foi introduzida. Nesse contexto, componentes do vetor

de entrada que tendem a ser proximas de zero sao desprezadas, eliminando assim as operagoes

envolvendo tais componentes. A DFT de um sinal x = [zg 21 -+ = N,l]T ¢ definida como
N-1
Xp=Y w, Wi, k=0,1,...,N -1, (4.10)
n=0

em que Wy = e IR

Como exemplo, é considerado o caso em que o comprimento da transformada é N = 16.
Consideremos que o sinal x possui a maior parte de sua energia concentrada nas componentes
xo e x1, com as demais componentes proximas de zero. Entdo o algoritmo podado é de-
senvolvido removendo-se as componentes xs, T3, ..., x5 do algoritmo original, diminuindo a
quantidade de operacoes.

O algoritmo de Markel pode ser descrito no formalismo matricial proposto. A Equacgao

(4.10), com pode ser escrita para N = 16 como

X=W.x, (4.11)
_ T
emqueX—[Xo X1 X15] e
1 1 1 1]
1)(2 1)(3 1)(15
L owOe e e
w=[1 wP® wPe oo (4.12)
15)(1 15)(2 15)(15
1 w0 e pa9as)

A transformada podada é representada pela equacao
X =W -x%,

em que X = [rg 1] e a nova matriz de transformacio é dada por

11
whe
w@W | (4.13)

<
I

i wg
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O vetor X tem comprimento N = 16 e nesse contexto representa uma aproximagao para o

vetor X.

4.3 TRANSFORMADA DISCRETA DO COSSENO PODADA

Em diversas aplicacoes, a maior parte da energia de um sinal é concentrada nos coeficientes
de menores frequéncias da DCT. Esta propriedade de compactacao de energia sugere podar um
algoritmo para a DCT computando apenas tais coeficientes. Apesar de ser uma ideia intuitiva,
o primeiro algoritmo podado para a DCT foi proposto por Wang [47] apenas em 1991, vinte
anos depois do algoritmo proposto por Markel [51]. O algoritmo répido podado proposto por
Wang consiste em podar o algoritmo répido para a DCT proposto por ele mesmo [16,47].

Matematicamente, a DCT podada pode ser descrita segundo o formalismo proposto an-
teriormente. Consideramos um vetor x = [zg =1 ,---, Zny_1] . Para computar apenas os

K primeiros coeficientes da DCT, a transformacao é dada por

em que C gy ¢ obtida removendo as N — K ultimas linhas da matriz C da equagao (2.2).

Entao, temos que

i1 €2 - CIN
€21 C22 - Ca2N
Cixy =
|ICK1 CK2 "' CK/N|

Em [48], foi proposto um algoritmo podado para a DCT baseado no tradicional algoritmo
de Loeffler. Neste cenario e em outras aplicagoes envolvendo compressao de imagem, sao
consideradas DCTs de duas dimensdes. A abordagem consiste em podar um algoritmo de
modo a obter apenas um subconjunto dos N? coeficientes da 2-D DCT. Por computar apenas

uma regiao ou zona da matriz da DCT, o método é frequentemente denominado zonal [48,49].

4.4 RELACAO ENTRE COMPLEXIDADE ARITMETICA PARA ME-
TODOS PODADOS EM 1-D E 2-D

Definicao 4.2
Sejam respectivamente M(-), A(-) e B(-) as complezidade multiplicativa, complezidade adi-

tiva e a compleridade de deslocamentos de bits. Define-se a complexidade aritmética A(-)
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como: A(-) = M(-) + A(:) + B(). [ ]

Os desenvolvimentos matematicos subsequentes relacionados a A(-) também sao vélidos para
M(-), A(-) e B(-). A complexidade aritmética A;p (C(xy) de uma transformacao podada C
serd denotada simplesmente por A;p(K).

Uma transformagao podada C gy de duas dimensoes aplicada a uma matriz A de dimen-

sao N x N é representada pela matriz X de dimensao K x K dada por
X =Cuy A -Cuey ' (4.15)

Com o propésito de analisar a decomposicao linha-coluna para o caso de uma transformacao

podada, a Equacao (4.15) pode ser decomposta da seguinte forma:
X =Cuq-A-Cury'
.
=Cx) - (Cy - AT) (4.16)
= C - B.

Observando a Equagao (4.16), nota-se que é possivel computar a transformagao de duas
dimensoes computando a transformagao de uma dimensao (4.14) de cada coluna da matriz
AT ou, equivalentemente, de cada linha da matriz A. Nesse ponto, sio necessarios N célculos
da transformacao de uma dimensao. Em seguida, é computada a DCT de cada coluna da
matriz intermediaria B de dimensao N x K. Nesse ponto, sao necessarios K calculos da
transformacao de uma dimensao. Portanto, sdo computadas N transformacgoes das linhas da
matriz A, em seguida K transformagoes das colunas da matriz intermediaria B. Fazendo
K = N é obtida a decomposicao linha-coluna usual nao-podada de duas dimensdes.

Seja A1p(K), a complexidade aritmética em fun¢do de K de um algoritmo 1-D para a
transformacdo podada Cxy. A complexidade aritmética Azp(K') do algoritmo podado de

duas dimensoes computado conforme descrito anteriormente é dada, entao, por

.AQD(K) = (N+K)A1D(K). (4.17)

Definicao 4.3
Sejam a complezidade aritmética A(K) do algoritmo podado e a complexidade aritmética
A(N) = A(K)‘K:N do algoritmo original nao podado; define-se a redu¢io de complexi-
dade como

R(K) = T2 |
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Uma vez que o valor A(N) é constante para um determinado algoritmo para uma trans-
formagao de comprimento N, quanto maior o valor R(K’), menor o valor de A(K) e maior
a reducao da complexidade ao podar o algoritmo com pardmetro K em relagdo ao algoritmo
nao podado. Observa-se também que, como A(K) < A(N), entao R(K) > 1. Quanto maior

a reducao R(K), mais vantajosa sera a transformada podada.

Proposicao 4.1
Sejam R1p(K) a redugdo de complexidade para uma transformagao podada de uma dimen-
5o e Rap(K) a redugio de complexidade para a mesma transformagao podada, computada

em 2-D de acordo com a decomposi¢dao linha-coluna; entio Rop(K) > Rip(K).

Demonstra¢ao: Considerando a decomposicao linha-coluna como método de com-
putar a aproximagao em 2-D, entdo é valida a Equacao (4.17). Tomando a redugao de

complexidade em 2-D através da Definicao 4.3, tem-se que

)= L50R]
(2N)A;1p(N)
(K + N)A;p(K)

IN
= K).
K+NRw()

Como K + N < 2N, entao temos que Rop(K) > Rip(K). [ |

Em outras palavras, a Proposicao 4.1 mostra que a reducao da complexidade aritmética
quando um algoritmo é podado é ainda maior para o caso de duas dimensdes. FKEste fato
representa uma grande vantagem do método para aplicacdes que envolvem transformadas

em 2-D, como codificacao de imagem e video.

4.5 APROXIMAGOES PODADAS

O mesmo procedimento aplicado & DCT pode ser feito para uma DCT aproximada. Seja

uma matriz T da forma (4.1) de baixa complexidade computacional, que fornece uma apro-

ximagcdo para C = D - T, em que D = \/[diagM (T- TT)]_l. Uma aproximagao para a DCT
em geral também possui propriedade de compactacao de energia similar & DCT exata. Isto
significa que as aproximagoes também tendem a concentrar a maior parte da energia e infor-
magcao 1til do sinal nas componentes de baixa frequéncia do vetor de saida. Sendo assim, nao

computar as componentes de alta frequéncia pode gerar resultados proveitosos.
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De forma analoga ao caso da DCT, define-se a matriz da transformagao podada em que

as K componentes de mais baixa frequéncia sdo preservadas como

t11 ti2 0 N
to1 too - ton
Ty =1 . o s (4.18)
k1 k2 - tkN]|

que fornece uma aproximacao podada para a DCT de acordo com C< k) = Dixy- Tk, em

que Digj é a matriz K X K que preserva os primeiros K elementos da diagonal da matriz

-1
D. Sendo assim, Dx) = \/[diagM (T<K> -T<K>T)] . As matrizes T gy e Dk inspiram
as Definicao 4.4 e 4.5.

Definigao 4.4
Seja uma matriz T de dimensao N X N. Define-se a matriz T gy de dimensao K X N,

com K < N, em que as primeiras K linhas da matriz T sao preservadas. |

Definicao 4.5
Seja wuma matriz D de dimensao N X N. Define-se a matriz Dy de dimensio K X K,
com K < N, em que as primeiras K linhas e primeiras K colunas da matriz D sao

preservadas. |

Note que tais definicoes sao casos particulares da Definicao 4.1.

Os algoritmos rapidos para todos os métodos sao apresentados no Apéndice A. As medi-
das de desempenho apresentadas na Secdo 3.5 assumem que a matriz deve ser inversivel ou
apresentar dimensao N x N, nao podendo ser aplicadas aos métodos podados. Entretanto,
tais medidas representam uma indicacao inicial de quais métodos apresentardao melhores de-
sempenhos quando podados. Os métodos podados podem ser avaliados através de simulagoes

de compressao de imagem, conforme serd abordado no Capitulo 5.
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Tabela 4.1: Aprozimacoes SDCT podadas

K‘ Tir) | Dk
1
1 [t1111111] e
2 | (L4 diag (%, %5 )
3 [H% ?1—11—11—11—11} dia LLL)
l11-1-1-1-11 1] 8\Vs V8 Vs
I S R R d(1111)
4 1 — : : 1 ia 72 /20 /=) /2
[t Pt St E\VE VB VR VR
HEREEEES
a0 oL 1 1 1 1
ARSI | )
L1 —1 -1 1 1 —-1-1 1
rl 1 1 1 1 1 1 1 1
%% 1111_%_%_11_11 (1 101 1 1 1)
6 _ : : e _ dlag T2 /2 /a0 /=) /2 =
I T I aAaT VBT VBT VB VB VBT VB
L1 —1 1 1 -1-11 —14
rl 1 1 1 1 1 1 1 A
R TR ey
Lo - ool 1 1 1 1 1 1
T 1 g | diee (J5 g5 T v U v o)
1 -1 1 1 -1-11 -1
L1 -11 —-1-11 —1 1 4
4.5.1 DCT SINALIZADA PODADA
A matriz original da SDCT ¢é dada por
11 01 1 1 1 1 1]
1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1 -1 -1 1 1
1 -1 -1 -1 1 1 1 -1
T = ,
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
1 -1 1 1 -1 -1 1 -1
1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1}

D = diag

7R VR VR VE VY VR )
Aplicando o procedimento descrito anteriormente em (4.18) para a matriz da SDCT, obtemos

as suas respectivas matrizes podadas. As matrizes T (k) e D(g] sdo mostradas na Tabela 4.1.

O caso particular, K = 1 para todos os métodos considerados, estdo omitidos das figuras

a seguir. Tal caso serd comentado posteriormente.
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Tabela 4.2: Aprozimacoes BAS-1 podadas

K | Tx) Dk
1 [11111111] £
3
111111 1 1 . 11
2 [110000—1—1} diag %,5)
111 1 1 1 1 1
3 110 0 0 0 —-1-1 diag ( =, 1, L
111 _ 49 71 1 4 V822 /5
2 2 2 2
SRR
-1- . 11 1 1
4 Lz =5 —1-1-3 5 1 dlag(ﬁ’2’\/§’\/§)
00-10 0 1 0 0
11 1 1 1 1 1 1
11 0 0 0 0 —1-1 L1411
5 1l b -1-1-4 4 1 dia, (—————)
006 100 10 0 E\VE 2 V5 VE VR
1-1-11 1 -1 -1 1
F1 1 101 1 1 1017
11 0 0 0 0 —1-1
14 - -1-1-12 11 . 11 1 1 1 1
2 2 2 2 _ = = =+ = =
6 00 -1 0 0 1 0 0 diag ( 52, 75 V5 Ve 2
1-1-11 1 -1 -1 1
l1-10 0 0 0 1 —1]
T 11 1 o101 1 1d
11 0 0 0 0 -1-1
1+ -1 1 -1-1 17
2 2 2 2
. 101 1 1 1 1 1
00 -10 0 100 dige (L 1 L 1 1 1 1
7 1-1-11 1 —1-11 s\ BV B2 s
1-10 0 0 0 1 —1
i1-11 -4+-3 1 13

4.5.2 APROXIMAGOES BAS PoDADAS

As matrizes de baixa complexidade e matrizes de ortonormalizacao para todos os métodos

ortogonais da série BAS sao apresentadas na Subsecao 3.4.4. As aproximagdes ortogonais sao

apresentadas na Tabela 3.1.

As novas aproximacoes podadas baseadas em cada uns dos métodos BAS sdo apresentadas

nas Tabelas 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6, 4.7 e 4.8.

4.5.3 APROXIMAGCAO LENGWEHASATIT-ORTEGA PODADA

A aproximacao LODCT é representada pela matriz

111
111
1 1
13 =3
10 -1
T —
1 -1 -1
1 -1 0
1
11
0 -1 1

—
[y

N [—=

111
-1 -1 -1
1 1

-z 3 |1

10 -1

-1 -1 1

0o 1 -1
1

1 -1 4

1 1 0
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Aprozimagoes BAS-2 podadas

Tabela 4.3

~
— l_ﬂ
/~ =l
l_ﬁ %0 —le
m = °
T

R .
e T e : IS

1_ﬁ 0
48 T - £
— - -
S - -2
oo~ ¥ - e
< ®© ~ N
o= a0~ — 0 =l
el < 1_f -
o= o0 ~— 0
o] nm =0 N l_f
] nm o0 ~—r
s = 60
=) <
o
el
T 1T 1T 1
— — “T o= T oA TR o= T =
= e o | [ I
— — Ao =T T T e T =T
.”. = 1_11,10 | | | | | | |
— — — — 101111011101011101
S | | I I | |
— O — — 101011010101010101
—o oo | I I |
- o I |
—O — — 101011010101010101
- —omo o | I | |
— —O
— 11101111011101011101
11110,10_, [ [ [
i
i = -
A A A O — O _11107 71110_ |
e A O
_11101“ﬂ1101_ln1_‘110111_‘
- A ™M <f 0 © r~

Aprozimagoes BAS-3 podadas

Tabela 4.4

— 1_ﬁ
0
—~ - -
0 0
I/~ - — -
ST 5 - e
/N — - & 0
g e -2 .
— -
S 12 0 R ﬁ
o0 1_f - lif s 12
SN I :
(lﬂ ) [a] ﬁ
g - i - i
5 ~— 1_ﬁ R 1_ﬁ N
I % -
T ¥ — 2 - -2
5 Y NG -2
o < -
= o0 — 1ﬁ
=) < =0
o
o] AM ~—~"
- o0
< <
o
=
r 1T 1T 1
— — 2112211122111122111
IR L ) | | | | [ | |
1_ — — Al = i — (o]
—_— — — —— o — —— o~ —
— e | [ I | I |
— — | | |
1_ — — o~ i o~ i
i — — — i i i i i —
— — — | [ | I |
-~ [
— I — A~ 112211122111122111
— — | I [ [
- [
— | N 221197.41110%411110%0%114‘
—
= o o
— — — — | ,11_ | __I:l_ 1 _2
-
i - —~ =
P HH N AN
11221”__112211_Aﬂ122111_‘
— N » <t 10 Ne] r~




78

BAS-4 podadas

oes

Py S —~ ~lev

—| &\ -

— 1_ﬂ 1_@ Py ﬂ_lﬁ# 1_7f 1_ﬂ

N —~ ~g . ~€ &
—

P

8
[
V8
1
V8
1 1
V872
1
2
1
)92
1
2
BAS-5 podadas
D]
1
3
7
V8
11
V872
1
)9
1

: Aprozimac

Tabela 4.5
Tk)

SN———" — - N /
o0 0 =l -~ nr%
nm ncmo — 1_f .wo —e ..m % ~ 1_ - —|e
. - 0 -
R A £ 0 = K 2
5 0 ~— 5 o0 ~— 1_f
N— < —
1 o0 o] o0
< < o0 % e < o0
es 8 'S as 8
.
o < e
=]
s |
r 17 1T 1 M —_—— T T 1
— — — —
— —momm—woronT—wo—o" m 11_.11_|,A101_|,A1011.|_A101011_‘10101,A
— = = O
— — _ — — — — i i
— 7 — . — — r/ — — — — i i
— =7 L mee oo -TooTomToo o <q L m T T amo = e = e o Hmo o~
- o= oo T oo T oo T oo ) - bk I AnEn
= — (I I I L T i R s AR R A R
— —oomoo » . L . < ~ I [ ! ! _
— O — “o oo oA Moo~ © o) — — — — —
T oo ,1040 | | | | | o NS - O 101_A 104010 | ©=—o [ o=[mHo [ o=To
— — — — ~ — O
- O — —HO | OHHO | O —=—HO | O~ O Q — — —~ — —
T 2o ,101_AO | B I B I B 2 = = MM o7 moTome oo [ om——o To~~o
- - OO OO |HoOO = |OoHoOo— | 0O «© — e e e
1101001 T — 101_2101_2110 | — _10 | — _010 | — ,00
—= —— OO — — — — A | |
— = —— OO _1100 ,01100_0_ — — — —
= — O
e N A HNO =D _111,20 _0111_20 ,0 |

L I H O —AAA O O~ O —H O
L 1 11 1 e A O oA OO H OO
1 1L 1

[ S
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Aprozimagoes BAS-6 podadas

Tabela 4.7

/N

VS |

_2 -

— e 1,f -I<
/~ 1_ﬁ - 1_ﬁ _Mﬁ
—

I I T

~<
0 —l 1_ﬁ
80 ~— S - & N
Y N 1_f . I
el < 0 IS
o o0 N—— — 0
° g o0 N -2
] < a0 N
el < a0
3 2
el
T 1T 1T 1
— — 111011110101110101
= o | | |
— — — 111011110101110101
.”. = 1_11,10 | | | | | |
— — — 11101111011101011100
o = o= [ [ [
— O — — 101011010111010110
—~o oo | I I I |
— —O — —_ —
— O — — 10_0110 ,01110 ,0110
o —O ,10_0
- — — 101111011101011100
—, 7 o =~ | | | | | |
= — — —_
e i A O — O _1110 701110_0_
e A O
_11101“ﬂ11010_1_A11010.I_A
- A ™M <t 0 © r~

BAS-7 podadas

oes

: Aprozimac

Tabela 4.8

MR A £ . -2
Wo N~~~ l_ﬂ -~ l_ﬁ -
1 o) N~ l_ﬂ - 1_ﬁ
el < 0
! o0 ~—— — ~
el < 0
o o0 N— —
=) <
= o0 ~—
=) <
o= o0
el <
o=
=
r 1T 1T 1
——r—
Ja— R
T = = | | | | (A | |
— — o —
— — — — —_— —
T | [ [ | [ |
— — | | |
— o ——
— e — — —
— — — | [ | [ |
— — =1
— — — — —
— e — — —
— — — | [ [ [
— — [
— — — — —
— — — —r— — e —
—_ | [ [ |
N | [
— — —
—_ — — —— — —
—_ [ | [ [
— | |
— — —
e e e e e
e A
__IAlll_Iu__lllll.l_Aﬂlllll_l_A
— o <t 0 NeJ ~




Tabela 4.9: Aprozimacoes LODCT podadas

K‘ Tir) | Dk
1 [t1111111] 1
NG
111111 1 1 11
2 111604 4 4] diag R’ V6
111 1 1 1 1 1
3 111 0 0 -1-1-1 d1agiii)
14 -1 1-1-111 V826’ V5
1110004
-1-1- 11 1 1
1 1 1 1 _ = = =
4 Ly—5-1-1-5 5 1 diag \/é’\/é’\/g’\/é)
10-1-11 1 0 —1
11 1 1 1 1 1 1
11 1 0 0 -1 -1-1 L1 o1 1
5 14 —f-1-1-4 11 dia, (—————)
10 -1-11 & -1 E\VB' V6 VB V6’ VB
1-1-11 1 —-1-11
F11 1 1 1 1 1 17
11 1 0 0 —1-1-1
1 _1 _q_7_11
6 13 g 1-1-35 35 1 dlag L7L,L,L7L7L
10 —1-11 1 0 —1 V8267 V57 /67 /8’ V6
1-1-11 1 —-1-11
Ll1-10 1 -1 0 1 —1]
11 1 1 1 1 1 1
11 1 0 0 -1-1-1
1 4 -1 1 -1 -1
2 2 2 2
11 1 1 1 1 1
7 10 -1 -1 1 1 0 -1 d1a<———————)
1-1-11 1 —-1-11 E\ V8 V&' V5 V6 VB V6 V5
1-10 1 -1 0 1 —1
$-11 -1-1 1 11

A aproximacao implicada pela matriz anterior é dada por C=D- T, em que

1 1 1 1 1 1 1
Dmﬂ???????ﬂ

As aproximagoes podadas derivadas da LODCT sao mostradas na Tabela 4.9.

4.5.4 DCT ARREDONDADA PODADA

A RDCT é representada pela matriz de baixa complexidade

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
Dm@ﬁﬁ???ﬂ%

As transformadas podadas derivadas da RDCT sdo mostradas na Tabela 4.10.

80
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Tabela 4.10: Aproxzimacoes RDCT podadas

K | T(x) Dk
1 11111111 L
[ ] =
11111 1 1 1 : 1 1
2 [11100—1—1—1} d1ag(\/§,\/6)
3 [%Hééllllll} d (1 11)
11— e (L L 1
100—-1—-10 0 1 E\VB V5’ 2
1110 0-1-14
4 [ } dia(LLlL)
100 —1-10 0 1 g AP
10-1-11 1 0 —1 V8T V6 Ve
11 1 1 1 1 1 17
5 11 1 0 0 —-1-1-1 d -
10 0 -1-10 0 1 ja(_____)
10-1-11 1 0 -1 &8\ VB V6 2 VB VR
l1-1-11 1 -1-1 1]
F11 11 1 1 1 17
11 1 0 0 -1-1-1
10 0 -1-10 0 1 101 1 1 1 1
6 dia, (——-———)
10 -1-11 1 0 —1 g ) )3 ) )
1-1-11 1 —-1-11 V8T V6 V67 VB V6
Li—10 1 -1 0 1 —14
11 1 1 1 1 1 17
11 1 0 0 —-1-1-1
10 0 —-1-10 0 1
11 1 1 1 1
10 -1-11 1 0 —1 i 4 11 1 1 1 1
7 1-1-11 1 —-1-11 dag(\/§’\/5’2’\/€’\/§’\/6’2)
1-10 1 -10 1 —1
Lo—11 0 0 1 —1 0

4.5.5 DCT ARREDONDADA MODIFICADA PODADA

A MRDCT estéa associada a seguinte matriz de baixa complexidade:

A matriz diagonal & dada por

—_

o O

111
0 0 -1
0 0 1
1 0 0
-1 -1 1
0 1 0
1 -1 0
0 0 0]

)

As novas transformadas derivadas da MRDCT sdo mostradas na Tabela 4.11.

4.5.6 APROXIMAGOES BASEADAS EM FUNGOES INTEIRAS PODADAS

Em 3.4.6, foram apresentadas algumas aproximagoes baseadas em funcgoes inteiras pro-

postas em [32]. As matrizes de baixa complexidade e de ortonormalizagdo para os métodos
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Tabela 4.11: Aprozimacoes MRDCT podadas

K‘ Tix) ‘ Dk
1
1 [t1111111] 7
1111111 1 11
2 (16660006 4] dlag(\/gvﬂ)
3 [%666666%} d (1 11)
_ jac (L. L 1
100—-1-100 1 e\V5 V22
100 0 000-1 Lo11 1
4 7 dia; (————
100 —-1-100 1 g VAR EING
00-10 0100 VBT V2 V2
HEEEEEEY
5 10 0 -1-10 0 1 dla(LLlLL)
00 —-10 0 1 0 0 E\ VB V2 2 V2 R
l1-1-11 1 —1—-1 1
rl 1 1 1 1 1 1 17
10 0 0 0 0 0 —1
10 0 -1-10 0 1 101 1 1 1 1
6 diag (5 250 3 J5 %0 35
00 —-10 0 1 0 0 g ) )3 ) )
1-1-11 1 —-1-11 V8T V2 V27 VBT V2
Lo-10 0 0 0 1 0
11 1 1 1 1 1 17
10 0 0 0 0 0 —1
10 0 -1-10 0 1
101 1 1 1 1 1
00 -10 0 1 0 0 i - = L 2 - 2
7 1-1-11 1 —1-11 dag(\/é’\/i’2’\/§’\/§’\/§’2)
0-10 0 0 0 1 0
Lo—-11 0 0 1 —1 0 A

originais sao mostradas na Tabela 3.2. As aproximacgoes podadas derivadas destes métodos

sao mostradas nas Tabelas 4.12, 4.13, 4.14, 4.15 e 4.16.

4.5.7 CONSIDERAGOES

A Tabela 4.17 mostra a complexidade aditiva para cada método proposto em 1-D e 2-D
para cada valor de K. As complexidades em 1-D foram calculadas contando-se as operagoes
para cada algoritmo apresentado no Apéndice A e as complexidades em 2-D foram computadas
utilizando-se a Equacao (4.17). Em termos de custo computacional, os métodos mais eficientes
sao baseados na MRDCT [42]. Esse resultado é esperado, uma vez que esta transformacao
originalmente possui a menor complexidade.

Para o caso K = 1, observa-se que todos os métodos possuem a mesma complexidade
aditiva. De fato, todos os métodos para este caso sdo degenerados para a mesma matriz
[11111111]. Consequentemente, os algoritmos rapidos associados sdo 0s mesmos e as com-
plexidades idénticas, com 7 adi¢bes e ndo sdo apresentados no Apéndice A. Esta matriz
computa o termo médio (termo DC) do vetor de entrada. Um bloco de imagem codificado
por essa matriz terd apenas o valor médio dos pizels armazenados. A imagem recuperada
possuiré tais blocos com valores constantes.

Outras equivaléncias também podem ser observadas para o caso K = 2. A BAS-T e

SDCT para este caso possuem a mesma matriz H R e W ] ,11]. A RDCT e LODCT



Tabela 4.12: Aproximacées INT-1 podadas

K| Tir) Dk
1
1 [t1111111] =
111111 1 1 1 1
2 [2110071 -1 72] d1ag<—2\/§,—2 3)
3 [%Héé% N 12] d (_1 1 1)
11— ia 1
01-100-1 1 0 s\2va 2va’ 2
RN R
4 [ ] diog (g 7. 5. 755
01-100-11 0 g ) )9
10-2-112 0 —1 2v27 2v3 2v3
311 0021020
11 ¢ : 1 11 1 1
01 -100-11 0 diag (Lo - L _t_ _1_
5 10 —2-112 0 —1 E\v2 V3 2 2V3' 2v2
1-1-111-1-11
11 1 1 1 1 1 177
21 1 0 0 —-1-1-2
6 01 -10 0-11 0 dia 1 1 1 1 1 1
10 -2-11 2 0 -1 e\ V3’23’ 20 23’ 3v3° 23
1-1-11 1 —1-11
L1—2 0 1 -1 0 2 —1d
11 1 1 1 1 1 1 -7
21 1 0 0 —-1-1-2
01 -10 0 —-11 0
101 1 1 11
10 -2-11 2 0 —1 i 1 1.1 1 1 1
7 1-1-11 1 —1-11 dag(f2\/§’2’2\/§’2\/§’2\/§’2)
1-20 1 —-10 2 —1
L1 0 0 -1-10 0 1
Tabela 4.13: Aproximacoes INT-2 podadas
K| Tix) Dk
1 11111111 £
[ ] g
111111 1 1
2 [21100—1 -1 —2] dlag(—Qf 7)
3 [%H% 0 214 12} di (1 1)
-1 -1- ia, =
200-2-20 0 2 g\2vz 2f4
O I R
4 o o s dia (L 1L)
200 —2-20 0 2 g ) e
10-2-11 2 0 —1 2v27 2v3 2v3
HEEREEEY
P : 1 11 1 1
20 0 -2-20 0 2 i 1 1 1 .1 1
o 10 -2-11 2 0 —1 dag(2\/§’2\/§’4’2\/§’2\/§)
l1—-1-11 1 —1-1 1 J
11 1 1 I 1 1 17
21 1 0 0 —1-1-2
20 0 -2-20 0 2 1 1 1 1 1
6 d1ag( —————)
10 -—2-11 2 0 —1 e ) )
1117 1 5925 V2’ 2V3 2v37 2v/27 24/3
L1—2 0 1 -1 0 2 —1d
11 1 1 1 1 1 1 -7
21 1 0 0 —1-1-2
20 0 -2-20 0 2
10 —2-11 2 0 —1 digee (Lo -t 1 1 1 1 1
7 1-1-11 1 —-1-11 E\ V2 V3 12V 2v2 230 4
1-20 1 -10 2 -1
Lo—22 0 0 2 —2 0 A
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Aproximagoes INT-4 podadas

Tabela 4.14
Tk)
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Tabela 4.16: Aproximacoes INT-6 podadas

K‘ Tix) | Dk
1
1 [t1111111] =
111111 1 1 . 1 1
2 [2 1100 —-1—1 —2] diag (—2\@7 —2\/5)
3 [%Héé%%ﬂ di (_1 1 _1)
-1-1- ia,
21-1-2-2-11 2 E\2vz 2v3' 25
Hieaa Ly
-1-1- . 1 1 1 1
ANHEE LR i (777 75 305 05)
T T
11 : 1 1 1 1 1
21 —1-2-2-11 2 dige (Lo L _1_ _1_ _1_
5 10 -2-11 2 0 —1 E\ V2 V3 2v3' 23 2V
l1-1-11 1 —1—-1 1 J
F11 1 1 1 1 1 17
21 1 0 0 —1-1-2
6 21 —1-2-2-11 2 diag (L 1 1 1 1 1
ro 2t o2 0t 2v27 2v/37 257 2v/37 2v/27 2V/3
L1—2 0 1 -1 0 2 —14
11 1 1 1 1 1 1 -7
21 1 0 0 —1-1-2
21 —-1-2-2-11 2
7 10 -2-11 2 0 —1 diagLLLLLLL
1-1-11 1 —1-11 2v27? 2v37 2v57 2v/37 2v27 237 25
1-20 1 -10 2 —1
L1-22 -1-12 —2 1

se reduzem a matriz [

oT111111 1 1
matriz {16600 -1 -1

1
1

12 e 10 adicoes respectivamente.

11111 1 1]
1100-1-1-1]"

Tais métodos apresentam complexidade iguais entre si, com 14,

Para o mesmo caso, BAS-1 e BAS-2 geram a

Outras equivaléncias podem ser encontradas para valo-

res maiores de K. Para K = 3, encontra-se que a SDCT e BAS-7 apresentam as matrizes

111 1 1 1 1 1
[111 1 -1-1-1-1

BT B Bt } . Uma condicao necessaria para que haja uma equivaléncia entre ma-

trizes para um determinado valor de K = k é que também haja equivaléncia para K < k.
Isso ocorre porque as x primeiras linhas das matrizes precisam ser idénticas para que haja

equivaléncia. Diversas outras equivaléncias podem ser encontradas.

4.5.8 CALCULO DA TRANSFORMAGAO INVERSA

As matrizes podadas C<K> nao sao matrizes quadradas. Para tais tipos de matrizes,
pode-se abordar as questoes de inversibilidade a esquerda e a direita [66, p. 98] e de inversas
generalizadas [66, p. 363]. Uma matriz H de dimensao K x N é dita inversivel a esquerda
se existe uma matriz Hy N x K tal que Hy - H = Iy. Nesse caso, é equivalente dizer que
rank(H) = N [66, p. 98], em que rank(-) retorna o posto (rank) do argumento [62, p. 270].
De forma similar, a matriz H é dita inversivel a direita se existe uma matriz Hp N x K tal
que H-Hp = Ix. Nesse caso, é equivalente dizer que rank(H) = K [66, p. 98|.

A transformacao podada direta em 2-D de uma matriz A é dada por

X =Cy-A-Clgy. (4.19)
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Para inverter a Equacao (4.19), seria desejavel inversibilidade & esquerda para a matriz C< K)»
ou rank <C< K>> = N. Entretanto, como N — K linhas linearmente independentes foram
removidas da matriz original C (rank(C) = N), tem-se que rank <C<K)> = K. Sendo assim,
as matrizes podadas nao sao inversiveis a esquerda e a expressao (4.19) nao é inversivel.

Para derivar um método para computar a transformacao inversa, vamos considerar ini-
cialmente uma abordagem intuitiva. Levando em conta que a transformagao direta dada
em (4.19) fornece uma matriz K x K contendo os K? coeficientes de mais baixa frequéncia
do canto superior esquerdo da transformacao nao podada, que em geral concentram a maior
parte da energia, uma aproximagao para a transformacao inversa pode ser proposta utilizando
a matriz inversa original nao podada CT. Tal aproximacao é realizada preenchendo a matriz
transformada X de dimensdo K x K com zeros para formar uma matriz de dimensao N x N.
Tal forma de computar a inversa ndo fornece exatamente a matriz original A, mas sim uma
aproximacao A, uma vez que apenas os K2 coeficientes que concentram mais energia estdo
sendo considerados na transformacao inversa.

Se a matriz original Ceé ortogonal e, consequentemente, tem CT como matriz inversa, a

expressao para a transformagao inversa sugerida é

. W | X 0
A=~A=C". -C. (4.20)
0 o0
Observando os elementos das matrizes CT e C na Equagao (4.20), observa-se que as tltimas

N — K colunas da matriz CT assim como as tltimas N — K linhas da matriz CT multiplicam

elementos nulos. Este fato pode ser visualizado a seguir:

C1,1 C1,2 C1,N

C2,1 c2,2 C2, N
€1,1 €2,1 = CK,1 C¢(K+1),1 °* CN,1 . .
C1,2 €22 '+ CK,2 C(K+1),2 * CN,2 X 0 : : :

. CK,1 CK,2 * CK,N . (4_21)

: : . : : . : 0 0 C(K+1),1 ¢(K+1),2 *** ¢(K+1),N
C1,N C2,N =+ CK,N ¢(K+1),N *** CN,N . . .

CN,1 CN,2 CN,N

Sendo assim, os termos nulos podem ser removidos das expressoes (4.20) e (4.21). Ao remover
as tltimas N — K linhas da matriz C e tltimas N — K colunas da matriz CT, obtemos as

matrizes C<K) e C<TK>, respectivamente. Logo, a expressao (4.20) pode ser simplificada para
A=Clg X Cy. (4.22)

Observa-se que os pares de transformagcao direta e inversa, mostradas respectivamente nas

expressoes (4.19) e (4.22), sao similares as transformagoes inversas e diretas nao podadas para
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transformacoes ortogonais, como nas expressoes (3.6) e (3.7). Os algoritmos réapidos para a
transformacao inversa nesse caso sao dados pela inversdo do fluxo de sinais dos algoritmos
diretos. Um procedimento similar pode ser derivado para o caso nao ortogonal substituindo
CT por C! na Equacao (4.20).

Agora vamos considerar o uso de uma inversa generalizada para inverter a Equacao (4.19).
Inversas generalizadas sao ferramentas tteis para matrizes que nao sao inversiveis & esquerda
ou & direita ou matrizes singulares.

Consideremos a inversa generalizada de Moore-Penrose [66, p. 363]. Seja a matriz H de
dimensao N x M nao nula. Pelo teorema da decomposi¢io em valores singulares [66, p. 302],

existem matrizes ortogonais S1, N X N, e Sy, M x M, tais que

B 0
H:SI' '827
0 0

em que B = diag (61(H),...,or(H)), R =rank(H) e o01(H) > 02(H) > --- > og(H) > 0sao
os valores singulares positivos de H. Entao, a matriz inversa generalizada de Moore-Penrose

H* ¢ definida por
B! o
H" =8, - .S/,
0 O

A matriz HT satisfaz as seguintes propriedades:

H-H" H=H,
H" H-H" =H",
(H-HY) =H-H",
(H'-H)' =H'-H.
Inspirado no conceito de ortonormalidade definido na Sec¢do 3.3, propoe-se a Defini¢ao 4.6

utilizada neste trabalho.

Definigao 4.6
Seja uma matriz H e sua inversa generalizada HY. Dizemos que H ¢ pseudo-ortonormal

se Ht =HT.

Se uma aproximacao podada para a DCT dada por C< k) apresentar pseudo-ortonormalidade,
sua inversa generalizada é dada por CIK) e a expressao inversa utilizando tal matriz coin-

cide com a Equagao (4.22), derivada através da aproximacao pela transformacao inversa nao
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podada. Na pratica, verificou-se computacionalmente que todos os métodos ortonormais abor-
dados geraram métodos podados pseudo-ortonormais para todo K. Sendo assim, a transfor-
macao inversa utilizando a inversa generalizada de Moore-Penrose também é computada pela

Equagao (4.22) e representa uma aproximagao para a inversa original nao podada.
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Tabela 4.17: Complezidade aritmética para as aprorimagées podadas apresentadas (adigées/ deslo-

camento de bits)

K
Método 1-D 1 2 3 4 5 6 7 8
SDCT [33] 7/0 14/0 17/0 19/0 20/0 22/0 23/0 24/0
BAS-1 [36] 7/0 10/0 13/1 14/1 15/1 16/1 17/2 18/2
BAS-2 [37] 7/0 10/0 13/0 14/0 15/0 16/0 17/0 18/0
BAS-3 [39] 7/0 14/0 17/1 20/2 21/2 22/2 23/3 24/4
BAS-4 [40] 7/0 10/0 11/0 12/0 13/0 14/0 15/0 16/0
BAS-5 [40] 7/0 11/0 13/1 14/1 15/1 16/1 17/1 18/2
BAS-6 [40] 7/0 11/0 13/0 14/0 15/0 16/0 17/0 18/0
BAS-7 [43] 7/0 14/0 17/0 20/0 21/0 22/0 23/0 24/0
LODCT [34] 7/0 13/0 16/1 18/1 19/1 21/1 22/2 24/2
RDCT [41] 7/0 12/0 13/0 16/0 17/0 19/0 20/0 22/0
MRDCT [42] 7/0 8/0 9/0 10/0 11/0 12/0 13/0 14/0
INT-1 [32] 7/0 13/0 14/0 16/0 17/0 19/0 20/0 22/0
INT-2 [32] 7/0 13/1 14/1 16/2 17/2 19/3 20/3 22/4
INT-4 [32] 7/0 13/0 16/0 18/0 19/0 21/0 22/0 24/0
INT-5 [32] 7/0 13/1 16/1 18/2 19/2 21/3 22/3 24/4
INT-6 [32] 7/0 13/1 16/2 18/3 19/3 21/4 22/5 24/6
Método 2-D
SDCT [33] 63/0 140/0  187/0  228/0  260/0 308/0 345/0  384/0
BAS-1 [36] 63/0 100/0 143/11 168/12 195/13 224/14 255/30 288/32
BAS-2 [37] 63/0 100/0  143/0 168/0  195/0  224/0  255/0  288/0
BAS-3 [39] 63/0 140/0 187/11 240/24 273/26 308/28 245/45 384/64
BAS-4 [40] 63/0 100/0 121/0 144/0 169/0 196/0 225/0  256/0
BAS-5 [40] 63/0 110/0 143/11 168/12 195/13 224/14 255/15 288/32
BAS-6 [40] 63/0 110/0  143/0 168/0 195/0  224/0 255/0  288/0
BAS-7 [43] 63/0 140/0  187/0 240/0 273/0  308/0 345/0  384/0
LODCT [34] 63/0 130/0 176/11 216/12 247/13 294/14 330/30 384/32
RDCT [41] 63/0 120/0 143/0 192/0 221/0 266/0 300/0  352/0
MRDCT [42] 63/0 80/0 99/0 120/0 143/0 168/0 195/0 224/0
INT-1 [32] 63/0 130/0 154/0 192/0 221/0  266/0 300/0  352/0
INT-2 [32] 63/0 130/10 154/11 192/24 221/26 266/42 300/45 352/64
INT-4 [32] 63/0 130/0 176/0  216/0 247/0 294/0 330/0  384/0
INT-5 [32] 63/0 130/10 176/11 216/24 247/26 294/42 330/45 384/64
INT-6 [32] 63/0 130/10 176/22 216/36 247/39 294/56 330/75 384/96




CAPITULO 5

APLICACAO EM COMPRESSAO
DE IMAGENS: SIMULACOES E
RESULTADOS
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5.1 INTRODUCAO

S objetos sdo percebidos pelo olho humano através de estimulos luminosos. A luz repre-
O senta um intervalo continuo no vasto espectro eletromagnético. A percep¢ao humana
da luz é geralmente descrita em termos de brilho, matiz e satura¢ao. O brilho esta relacio-
nado ao quao brilhante a luz aparenta, a matiz esta relacionada as cores e a saturacao esté
relacionada a quao viva ou opaca é a imagem. Tais grandezas sao de natureza perceptual e
dependem de diversos fatores, incluindo o ambiente e o historico de estimulo luminoso no olho
que observa a luz [22].

Um feixe de luz que contem apenas um comprimento de onda é chamado de monocro-
madtico. Quando dois feixes monocromaticos sao combinados, novas cores podem ser geradas.
Uma vasta quantidade de cores pode ser gerada combinando apropriadamente as componentes
vermelha, verde e azul (RGB).

Uma imagem colorida pode ser vista como a combinagao de trés imagens monocromaéticas,
em que cada imagem contém as componentes RGB. Cada uma dessas imagens monocromaticas
é representada como uma matriz de pizels, em que cada elemento da matriz carrega um valor
inteiro associado a intensidade luminosa da cor associada & matriz (R, G ou B) para aquele
ponto da imagem. Através da representacao usual de 8 bits, esses valores variam entre 0 a
255.

O processamento de uma imagem digital colorida pode ser feito processando separada-
mente cada uma dessas matrizes (sinais discretos bidimensionais). Este procedimento é sim-
ples e frequentemente utilizado. Entretanto, uma vez que o brilho, a matiz e a saturagao
dependem de cada uma das trés componentes, efeitos indesejados podem ser obtidos através
dessa forma de processamento. E possivel realizar uma mudanca da base RGB para uma base
denominada luminancia-crominancia, usada por exemplo no sistema de cor NTSC [22, p. 422].

A conversao é feita através da seguinte transformacao:

Y 0.299 0.587 0.114 R
1|1 =1059% -0.274 -0.322|: |G
Q 0.211 —-0.523 0.312 B

As componentes I e ) sdo chamadas de crominancia e estdo relacionadas com a matiz e
a saturacdo da imagem. A componente Y é chamada de luminancia e estd essencialmente
associada ao brilho da imagem.

Imagens em preto e branco (escala de cinza) sdo imagens monocrométicas e podem, por-
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tanto, ser representadas por uma tnica matriz de pizels. A luminéancia Y pode ser utilizada
como a imagem em preto e branco (escala de cinza). Neste trabalho, foram abordadas imagens
estaticas monocromaticas em escala de cinza. Algumas imagens, originalmente coloridas, fo-
ram convertidas para escala de cinza através da eliminacao da matiz e da saturacao, mantendo
a luminéncia.

Considerando uma imagem de dimensao 512 x 512, monocromatica e com 8 bits por pizel,
equivalente a 1 byte por pizel, o espaco necessério para armazenar todos os pixels dessa imagem
é dado por

512 x 512 x 1 B ~ 262 kB.

Para imagens coloridas, tém-se 262 kB para cada uma das trés matrizes RGB ou YIQ, totali-
zando =~ 786 kB. Técnicas de compressao sao importantes para diversas aplicacoes que lidam
com transmissdo e armazenamento de imagem e video. De forma simplificada, comprimir uma
imagem digitalizada significa armazené-la de forma mais compacta. Em outras palavras, ao
reduzir a quantidade de bits empregados para armazenar ou transmitir uma imagem, estamos
realizando compressao. Na literatura, sao encontrados para designar compressao as expres-
soes compressio de dados, compressiao de imagem, codificagcdo de fonte, compressio de banda,
codificagao de imagem, entre outros [85].

A compressao de imagem explora o fato de que imagens estaticas ou quadros de um video
possuem os pizels correlacionados. Este tipo de correlagao é designado por correlagdo espacial.
Entre quadros consecutivos de um video, também existe correlacao entre os mesmos pizels de
ambos os quadros, sendo esta chamada de correlacdo temporal. A eficiéncia de um sistema,
de compressao pode ser observada pela diminuicao da quantidade de bits que necessitam ser
transitados. A taxa de bits (bit rate) é definida como o numero de bits por tempo ou por
amostra. No caso de uma imagem, cada amostra do sinal representa um pizel. Entao o termo
bits por pizel também é utilizado.

Diversas aplicacoes de transmissao de imagem e video se tornam vidveis através da com-
pressao. A Tabela 5.1 mostra alguns exemplos de taxa de bits para algumas dessas aplicacoes
para o caso comprimido e nao comprimido [85]. Os métodos de compressdo podem ser clas-
sificados em sem perdas (lossless) ou com perdas (lossy). Em compressao sem perdas, a
imagem recuperada ap6s a compressao é idéntica a imagem original antes da compressao. O
processo de compressao nesse caso é reversivel. A eficiéncia da codificacao para esta forma

de compressao é limitada pela entropia da fonte [95]. Fontes com maior entropia sdo mais
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Tabela 5.1: Aplicacoes com compressao de video

Taxa de bits
Aplicacao Fator de Reducao

Descomprimido Comprimido

Video Slow-motion 5.07 Mbps 8-16 kbps > 99%
Conferéncia de Video 30.41 Mbps 64-768 kbps > 97%
Transferéncia de arquivo de video 30.41 Mbps 384 kbps ~ 98%
Video em CD-ROM 60.83 Mbps 1.5 - 4 Mbps > 93%
Transmissio (Broadcast) de video  248.83 Mbps 3-8 Mbps > 96%
HDTV 1.33 Gbps 20 Mbps ~ 98%

dificeis de serem codificadas eficientemente.

Em compressao com perdas, a imagem obtida pelo decodificador, apds a compressao,
possui certo nivel de distorcdo. Na maioria das aplicagoes, a imagem recuperada ndo necessita
ser idéntica & imagem original, permitindo quantidade toleravel de perda de informagao. Tal
processo de compressao é irreversivel, ndo sendo possivel recuperar a imagem original. Por
permitir descartar informagcao do sinal, comprimir com perdas em geral resulta em uma maior
eficiéncia de codificagao, em termos de taxa de bits, do que processos sem perdas. Este trabalho

aborda métodos que sao aplicados em técnicas de compressao com perdas.

5.2 METRICAS PARA O DESEMPENHO DE COMPRESSAO

Em compressao com perdas, onde a imagem recuperada nao ¢é igual a imagem original, é
possivel quantificar a degradacao da imagem através de diferentes métricas. A medida mais
tradicional na comparacao de sinais de forma geral é o MSE [60]. De forma geral, o MSE

entre o sinal x e o sinal recuperado Z é definido como
MSE =E [(z — #)?] . (5.1)

No contexto de imagens, os sinais x e & sdo representados por matrizes de pizels de dimensao
N x M, dadas por X e X, respectivamente. Sendo assim, o MSE é calculado através da

expressao
1 oM R 9
MSE = ~— nz_:l mz_:l (Xnm — Xnm> . (5.2)

E valido ressaltar que o MSE definido neste capitulo é essencialmente diferente do apresentado

na Secao 3.5.1. Enquanto este tltimo representa uma medida de erro entre as matrizes de
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transformacao, o MSE definido pela Equagao (5.2) representa uma medida de erro entre uma
imagem de referéncia e uma imagem distorcida.

Uma outra medida frequentemente utilizada é a relacao sinal-ruido (SNR) [85]. A SNR &
definida em dB pela razao da energia do sinal de entrada pela energia do ruido. Logo,

SNR = 101log %, (5.3)

.
em que & € a energia do sinal de entrada e £, a energia do ruido presente no sinal. No contexto
de processamento de imagens, é comum a utilizagdo do PSNR [60], que consiste em considerar
o sinal de entrada como sendo o sinal de maxima energia. Para imagens monocroméaticas de
8 bits, o valor maximo de um pizel é 255. Considerando a energia, é utilizado o valor ao

quadrado. A energia do ruido é dada pelo proprio MSE. Portanto,

2
PSNR = 101log <255 ),

MSE (5.4)

= 201log (255) — 10log (MSE).

As grandezas apresentadas anteriormente sdo vastamente utilizadas por serem simples de
calcular e de interpretar fisicamente. Entretanto, elas nao levam em conta a maneira como o
sistema visual humano interpreta uma imagem. Em [96], foi proposto o indice de similaridade
estrutural (SSIM), que busca representar uma medida de qualidade de imagem baseada na

percepcao humana.

5.2.1 SIMILARIDADE ESTRUTURAL

Em aplicagdes em que imagens sao observadas por seres humanos, a qualidade da imagem
observada é subjetiva. A avaliagdo qualitativa, entretanto, nao é pratica para contextos em
que é necesséaria a quantificacdo da qualidade. Portanto, definir métricas que visam medir a
qualidade de uma imagem ¢ importante e vem sendo objeto de estudo nos ultimos anos [96].

Medidas como o MSE e o SSIM visam quantificar a qualidade ou degradagao da imagem
baseado na quantidade de erro introduzida na imagem original. Entretanto, imagens com
diferentes fontes de distorcao que geram o mesmo valor para MSE e PSNR podem apresentar
diferentes qualidades quando percebida pelo olho humano.

O indice de SSIM é baseado na premissa de que o sistema visual humano (HVS) é altamente
adaptado a extrair informagoes estruturais da imagem observada. Portanto, o SSIM visa
computar uma medida de variacao na informacao estrutural da imagem distorcida em relacao

a imagem original, considerada perfeita ou sem ruido.
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A medida de estrutura ndo deve depender fortemente da iluminagdo da imagem. O sistema
proposto para o computo da medida de similaridade é dividido em comparacoes de trés me-
didas diferentes: luminancia, contraste e estrutura. Um ponto crucial é que tais componentes
sejam independentes. Logo, uma variagdo na luminancia e/ou contraste nao deve interferir
na estrutura da imagem, por exemplo.

A luminancia de uma imagem é dada pelo valor médio [96]. Para um sinal discreto

x = [xg 1 ... xN_1], a luminancia é dada por

1 N-1
He = 5 z% Ly (5.5)

A comparacao entre a luminancia entre os sinais x e y é realizada através da fun¢ao a ser
definida I(x,y). Tal fungao depende de (i, € fu.

Em seguida, a média (luminancia) é removida, resultando no sinal x — p,. Através do
desvio padrao, uma medida de contraste é obtida [96]. Na forma discreta, o constraste ¢ dado

por

| N-1 )
92 =\ N1 nz::()(ﬂfn — Ha)? (5.6)

A comparagao de contraste c(x,y) é feita através de o, e Oy-
Em sequéncia, o sinal é normalizado pelo proprio desvio padrao, resultando em (x—p;) /0.
A medida de estrutura s(x,y) é baseada nos sinais (x — ) /0, € (y — pby)/0y. Por fim, as trés

medidas sdo combinadas através de uma funcao f(-), resultando na medida de similaridade

SSIM(x,y) = f (I(x,y), c(x,y),5(x,¥)) - (5.7)

Para estabelecer por completo a medida de comparaciao S(x,y), é necessario definir as
fungoes I(x,y),c(x,y),s(x,y) e f(-). Para estabelecer tais relagoes, as seguintes condi¢oes
sao desejadas para a fungao S(x,y):

1. Simetria: SSIM(x,y) = SSIM(y, x);
2. Intervalo limitado: SSIM(x,y) < 1;

3. Maximo unico: SSIM(x,y) = 1 se e somente se X =y.

A comparagdo de luminancia é definida como:

2:U’xluly + Cl

I(x,y) = —ety T 21
y) pz + pz + O
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em que a constante C'; é um valor pequeno incluido para evitar instabilidade numeérica quando
u2 + 1“32/ é proximo de zero.
De forma anéloga, a comparacao de contraste é definida como

20,0, + Cs

2 5.9
02+ 024 Cy’ (5.9

C(Xa y) =

em que Cs também é uma constante pequena incluida para evitar instabilidade numérica.
Ambas as defini¢oes satisfazem as trés propriedades desejadas mencionadas anteriormente.
A comparagao de estrutura é realizada com o vetor subtraido da luminancia e normalizado

pelo contraste. A funcdo s(x,y) é definida pela covariancia entre os vetores. Portanto,

Ozy + 03
=Y “o 5.10
em que
1 N-—-1
Ooy = N1 > (@n = ) (Yn — 1) (5.11)
n=0

e ('3, de forma similar aos casos anteriores, ¢ uma constante para evitar instabilidade numérica.
Também se verifica que a Equagao (5.10) satisfaz as trés propriedades listadas anteriormente.

A funcdo de comparagao f(x,y) é definida entao para gerar o indice SSIM de acordo com

SSIM(x,y) = [1(x,y)]* - [e(x,¥)]” - [s(x, )], (5.12)

em que a > 0, 8 > 0 ey > 0 sdo constantes escolhidas para ponderar a relevincia de cada
uma das comparagoes. Por padrao, sdo escolhido os valores a = f =~y =1 e C5 = Cy/2 [96].
Entao, a Equagao (5.12) se torna

(2ptapty + C1)(204, + Co

SSIM(x,y) = :
t5) (12 +py + C1)(0F + 05+ C2)

(5.13)

5.3 COMPRESSAO DE IMAGEM ESTATICA

Em codificacao de imagem baseada em transformadas, uma imagem de dimensao M x M
é subdividida em imagens menores (blocos), de dimensdao N x N, com N < M. Tal método
pode ser chamado de codificagdo por transformada de bloco. Cada bloco, representado por
uma matriz B, é entdo submetido a uma transformacgdo de duas dimensoes de acordo com a
expressao (3.6). A redugao em imagens menores acarreta em uma reducido na complexidade
computacional no computo da transformada. A transformacio tem como objetivo provocar a
descorrelagdo entre os pizels da imagem, assim como compactar a energia em um menor nui-

mero de coeficientes. Sendo assim, a dimensdo N da subimagem nao pode ser arbitraria, uma
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Figura 5.1: Codificador de imagem por transformada de bloco.

vez que valores muito pequenos nao explorariam a descorrelacao de quantidade consideravel
de pizels. Usualmente, a transformada utilizada se trata da DCT e é utilizado o valor N = 8.
Para o tipo de imagens considerado, a DCT tem a capacidade de concentrar a maior parte da
energia nos coeficientes de mais baixa frequéncia. Dessa forma, a maior parte da informacao
contida no bloco B é concentrada no canto superior esquerdo do bloco X. Neste trabalho, a
etapa do computo da DCT foi substituida pelas diversas aproximacoes podadas descritas no
Capitulo 4.

Em seguida, os blocos X sao submetidos & etapa de quantizacao [22,60,85,97], resultando
na matriz quantizada Y. Esta etapa consiste em divisao termo a termo pelos elementos de
uma matriz Q, denominada matriz de quantizacao, e subsequente arredondamento. A etapa
de quantizacao é representada matematicamente por

Yk,n = round <M> ; (5.14)
dk,n
em que Yk n, Tkn € gr,n 520 as entradas das matrizes Y, X e Q, respectivamente. A opera-
¢ao round(-) representa arredondamento. Os elementos da matriz de quantizagao sdo proje-
tados de modo a provocar uma maior atenuacao nos coeficientes de alta frequéncia, uma vez
que concentram menos energia. Dessa forma, coeficientes de maior frequéncia tem maiores
chances de serem zerados.

Em seguida, cada bloco quantizado é submetido ao processo de codificacdo. Nesta etapa,
os coeficientes quantizados sdo reorganizados de acordo com o esquema zig-zag [4] e subse-
quentemente submetidos a um codificador de entropia, usualmente o c6digo de Huffman [4,5].
Ao fim desta etapa para todos os blocos, a imagem estd em seu formato comprimido. O
sistema de codificagdo por transformada de bloco é ilustrado na Figura 5.1.

Para recuperar a imagem, o procedimento inverso é realizado. Uma vez que a fungao de
arredondamento round(-) ndo é injetiva e, consequentemente, ndo admite funcao inversa, a
imagem original ndo pode ser recuperada de forma exata. Entretanto, a imagem recuperada
representa uma aproximacao para a imagem original. Como a maior parte dos coeficientes
perdidos na etapa de quantizacao sao de alta frequéncia e o olho humano é mais sensivel as

componentes de baixa frequéncia, a degradagdo da imagem aproximada é, em geral, imper-
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Figura 5.2: Decodificador de imagem por transformada de bloco.

ceptivel. O decodificador é ilustrado na Figura 5.2.

5.3.1 ENERGIA CONCENTRADA POR COEFICIENTE E POR ZONA

Para avaliar a capacidade de compactacao de energia das aproximagoes podadas, foi rea-
lizado um estudo sobre a distribuicdo de energia no dominio da transformada. A energia de

uma matriz X,, ,,, de dimensao N x N é dada por [22,64]

N
e-y
n=1

Foi considerado um conjunto de 50 imagens de dimensao 512 x 512 obtidas de um banco

N
X 0m|? (5.15)
1

m=

pablico de imagens [98]. Como consideramos blocos de transformada de dimensdo 8 x 8,
cada imagem é subdividida em blocos com esta dimensdo. Cada bloco de cada imagem é
entdo transformado de acordo com a Equagdo (4.19). Entdo, a energia contida em cada
componente X,, ,,,, dada por |Xn7m|2, é computada. Também é calculada a energia total do
bloco, dada pela Equagao (5.15). Assim, o percentual relativo de energia &,..;(n, m) contida em
cada componente ¢ computado tomando a razao entre a energia contida na componente X,, ,,

e a energia total do bloco &£, como definido a seguir:

X 2
Erel(n,m) = % - 100%. (5.16)

A meédia entre todos os blocos de todas as figuras é considerada. Dessa forma, a distribuigao
média do percentual de energia armazenada em cada componente é obtida. Em geral, a maior
parte da energia ¢ concentrada no primeiro elemento da matriz X; ; (valor médio ou valor
DC). Para melhor visualizagao grafica da distribui¢ao relativa de energia, define-se a energia

relativa em dB como

X ”
Erel,dB(n,m) = 1010g T’ . (517)

Outra medida de compactacao de energia é feita computando o percentual de energia
armazenado em zonas quadradas do bloco. Sao consideradas as zonas quadradas no canto
superior esquerdo da matriz, onde a energia deve se concentrar de acordo com a propriedade

de compactacdo de energia da DCT. A quantidade relativa de energia contida numa zona
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K x K é definida como
K-1K-1

Erona(K) =) Y Ewai(n,m). (5.18)

n=0 m=0

As distribui¢oes de energia relativa em dB para as WHT, SDCT, LODCT, RDCT e
MRDCT sao mostrada na Figura 5.3, enquanto os métodos da série BAS e os métodos ba-
seados em funcgoOes inteiras sao mostrados nas Figura 5.4 e Figura 5.5, respectivamente. A
distribuicao para a DCT exata foi incluida em cada uma das figuras para fins de comparacao.
A Tabela 5.2 apresenta os valores da quantidade relativa de energia por zona para cada um
dos métodos e para cada valor de K.

Qualitativamente, observa-se que para a DCT exata, a energia se concentra nos termos
mais proximos do termo DC (n,m) = (1,1). A distribuicao para a DCT exata na Figura 5.5(a)
apresenta uma curva suave com decaimento de energia regular ao se aproximar do termo de
mais alta frequéncia (n,m) = (8,8). Em contrapartida, a distribui¢ao de energia da MRDCT,
mostrada na Figura 5.3(f), apresenta uma superficie mais irregular do que a curva relacionada
a DCT exata. Esse fato sugere que, de fato, a DCT exata apresenta uma melhor capacidade
de compactacao de energia, apesar de ser um método computacionalmente mais custoso.

Tomemos com referéncia para anélise a quantidade de ~ 99% de energia concentrada. Na
Tabela 5.2, nota-se que a DCT concentra ~ 99.13% da energia na zona 4 x 4. Observa-se
também que a MRDCT concentra ~ 99.34% da energia na zona de tamanho K = 6. Ja
a LODCT apresenta um desempenho mais proximo da DCT exata, concentrando ~ 98.98%
em K = 4, sendo a aproximagdo com melhor desempenho segundo esta métrica para 1 <
K < 8. Este resultado é esperado, uma vez que a LODCT apresentou melhores medidas
de desempenho, conforme exposto na Secdo 3.5.4. O caso particular K = 1 apresenta valor
idéntico para todos os métodos, uma vez que todos os métodos apresentam a primeira linha da
matriz iguais entre si. J& o caso degenerado K = 8 representa a matriz inteira, concentrando
100% da energia.

A MRDCT apresenta a vantagem de ser o método com menor custo computacional na
literatura até o presente momento, com 14 adi¢oes. O método MRDCT apresenta as linhas
n = 6 e m = 6 com uma protuberincia de energia, apresentando um maximo local de
energia em (n,m) = (6,6). Este fato sugere que parte importante da informagao dos sinal
transformado pode ser armazenado neste coeficiente. Posteriormente, mostraremos que fazer
K < 6 pare este método acarreta em considerdvel perda de desempenho, apesar de diminuir

o custo computacional.



Tabela 5.2: Energia relativa por zona para cada método
K

Método 1 2 3 4 5 6 7 8

Exact DCT 95.46 97.47 98.55 99.13 99.49 99.71 99.87 100.00
WHT [87] 95.46 97.18 98.08 98.76 99.10 99.44 99.77 100.00
SDCT [33] 94.02 96.39 97.30 98.16 98.52 99.26 99.61 100.00
BAS-1 [36] 95.46 97.08 98.10 98.86 99.20 99.51 99.68 100.00
BAS-2 [37] 95.46 97.08 97.96 98.71 99.04 99.35 99.68 100.00
BAS-3 [39] 95.46 97.18 98.22 9898 99.33 99.67 99.84 100.00
BAS-4 [40] 95.46 97.08 97.95 98.70 99.03 99.32 99.65 100.00
BAS-5 [40] 95.46 97.08 98.10 98.86 99.20 99.49 99.82 100.00
BAS-6 [40] 95.46 97.08 97.96 98.71 99.04 99.33 99.66 100.00
BAS-7 [43] 95.46 97.18 98.08 98.76 99.10 99.44 99.77 100.00
LODCT [34] 95.46 97.36 98.43 9898 99.32 99.59 99.75 100.00
RDCT [41] 95.46 97.36 98.28 98.81 99.16 99.41 99.75 100.00
MRDCT [42] 9546 96.41 97.22 9791 98.22 99.34 99.68 100.00
INT-1 [32] 95.46 97.29 97.52 98.04 9835 98.63 99.75 100.00
INT-2 [32] 95.46 97.29 98.19 98.77 99.11 99.41 99.75 100.00
INT-4 [32] 95.46 97.36 98.29 98.82 99.17 99.43 99.75 100.00
INT-5 [32] 95.46 97.29 98.20 98.78 99.12 99.42 99.75 100.00
INT-6 [32] 95.46 97.29 98.34 9893 99.27 99.58 99.75 100.00

100
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(e) RDCT (f) MRDCT

Figura 5.3: Distribuicdo relativa de energia Ere,ap(n, m) para a DCT exata, WHT, SDCT, LODCT,
RDCT ¢ MRDCT.
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Erel dB (> m)

(g) BAS-6 (h) BAS-7

Figura 5.4: Distribuicdo relativa de energia Eperan(n, m) para os métodos da Série BAS.
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Erel dB (> m)

)

Erel aB (M)

(e) INT-5 (f) INT-6

Figura 5.5: Distribui¢io relativa de energia Ererap(n,m) para os métodos baseados em fungies

inteiras.



104

5.3.2 METODOLOGIA DA SIMULAGCAO JPEG

Cada imagem de entrada é divida em blocos 8 x 8. Cada pixel é subtraido do valor 128
para alterar a faixa de valores entre 0 e 255 para —128 a 127. Entéo, a cada bloco é aplicado
a transformacao 2-D da aproximacao C em questao. Seja um bloco B da imagem, entao é
obtida a matriz transformada X = C-B-CT. Esta etapa resulta em uma matriz K x K para
cada bloco no dominio da transformada. Para uma aproximacao usual ndo podada, temos
que K = 8.

Para cada matriz gerada é aplicado o procedimento de quantizacdo, conforme descrito
anteriormente nesta Secdo. E nesta etapa que parte da informacio do sinal é descartada. Em
se tratando de aproximagoes para a DCT, a etapa usual de quantizacao [85, p. 81| deve ser
modificada para explorar as caracteristicas de baixa complexidade das matrizes. De acordo
com a teoria desenvolvida em [4], a matriz diagonal D de ortonormalizagdo, apresentada
na Secao 3.3, ndo influencia na complexidade aritmética, uma vez que os elementos podem
ser incorporados na matriz Q na etapa de quantizacao. Dessa forma, uma nova matriz de

quantizacao Q* ¢ utilizada, cujos elementos g;; ,, sao dados por

qk,n =< (519)

em que Jy , sdo as entradas da matriz
A= dlagv(D) ® diagv(D)a

e diag,(-) retorna um vetor coluna cujos elementos sdo dados pela diagonal principal do
argumento.

Sendo assim, a nova etapa de quantizagdo para uma aproximagao nao podada é caracte-
rizada pela seguinte equacao

*

Y) » = round <M> ) kkn=1, 2, ... 8, (5.20)
9k,n

em que Xj, ¢ um elemento da matriz transformada X e Y, ¢ um elemento da matriz

quantizada Y. O elemento gy ,, corresponde a uma entrada de uma matriz de quantizacao Q,

que ¢é especificada a priori. Entretanto a defini¢ao (5.20) é aplicavel para transformadas usuais

de dimensao 8 x 8.

A matriz transformada X gy tem dimensao K x K e possui os K 2 coeficientes da parte

superior e esquerda da transformacao nao podada. Dessa forma, ha apenas tal quantidade



105

de coeficientes para serem submetidos & etapa de quantizacdo. Portanto apenas os K2 co-
eficientes da matriz modificada Q* sdo necessarios para a etapa de quantizacdo, reduzindo
a memoria fisica necessaria para esta etapa. A nova etapa de quantizacao é feita de forma
semelhante & Equagao (5.14) utilizando a matriz quadrada Q’[*K], derivada de Q* de acordo
com a Defini¢ao 4.5.

Entao, a Equagao (5.20) pode ser generalizada como

*

Yj., = round <h> , kkn=1,2, ..., K. (5.21)
Ak n

Os elementos da matriz de quantizacao sdo definidos empiricamente através de técnicas para

avaliar a percep¢ao humana [85, p. 154|. Nas simulagdes de compressao de imagem consi-

deradas neste trabalho, foi utilizada a matriz de quantizagdo baseada em luminancia [85, p.

155]

16 11 10 16 24 40 51 61
12 12 14 19 26 58 60 55
14 13 16 24 40 57 69 56
14 17 22 29 51 87 80 62
18 22 37 56 68 109 103 77
24 35 55 64 81 104 113 92
49 64 78 87 103 121 120 101
7292 95 98 112 100 103 99 |

No processo de recuperacao da imagem comprimida por uma transformada podada, é
necessario realizar o processo inverso. Devido ao erro causado pela operagao round(-), ndo é

possivel recuperar o valor exato de X, ,,. Um valor aproximado é obtido através da expressao
Xiew=Yen - dhny  kn=1,2 ... K, (5.22)

em que ka ¢ elemento da matriz X. A matriz X representa uma aproximacao para a
matriz X e também possui dimensao K x K. A partir desta matriz, é obtido o bloco B =
CT.X-C da imagem comprimida, representando o bloco original B recuperado apds a
compressdo. E facil notar que B possui dimensao 8 x 8, assim como o bloco original.

No intuito de avaliar quantitativamente a qualidade da imagem recuperada ap6s a com-
pressao, foram utilizadas como figuras de mérito as medidas de PSNR e SSIM. O MSE nao

foi considerado, uma vez que apresenta uma relagao direta com o PSNR.
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5.3.3 RESULTADOS

As imagens mencionadas anteriormente foram submetidas ao procedimento de compressao
descrito utilizando as aproximagoes podadas e originais. Os gréaficos para o PSNR médio
e o SSIM médio sao mostrados nas Figura 5.6 e Figura 5.7, respectivamente. Devido ao
grande nimero de curvas nos graficos, os valores de PSNR e SSIM para cada método e para
cada K também sdao mostrados nas Tabela 5.3 e Tabela 5.4, respectivamente. Uma andlise
qualitativa é fornecida através da imagem ‘Lena’. As imagens recuperadas apos a compressao
com os métodos derivados das WHT, SDCT, LODCT, RDCT, MRDCT, BAS-1 e INT-6 sao
mostradas nas Figura 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13, 5.14 e B.1, respectivamente. A imagem
original ndo comprimida é apresentada em cada uma das figuras para comparagdo, assim
como o valor de PSNR e SSIM para esta figura especifica.

De fato, o SSIM representa uma medida de qualidade visual mais fiel do que o PSNR, uma
vez que leva em consideracdo o HVS [96]. Entretanto, quando as diferentes imagens apre-
sentam mesma fonte de distor¢ao (e.g., variagdo de contraste, valor médio alterado, imagem
borrada, procedimento de compressao, etc.), o PSNR é uma medida que captura satisfatori-
amente a qualidade visual percebida. Como todas as imagens apresentam distorcao gerada a
partir de um procedimento de compressao, as curvas de PSNR, e SSIM nao divergem conside-
ravelmente na informacao sobre a qualidade visual apresentada.

Como era de se esperar, a DCT exata apresenta melhor desempenho para qualquer valor
de K. Entretanto, os métodos derivados apresentam performance competitiva a um custo
computacional consideravelmente reduzido. Por exemplo, considerando a DCT exata podada
com K = 4, a aproximagao BAS-3 podada com K = 5 e a MRDCT podada com K = 7.
Os valores de PSNR médio para cada um desses casos sao dados por 30.40 dB, 30.67 dB e
30.29 dB, respectivamente. Ja os valores de SSIM sao 0.86, 0.87 e 0.84, respectivamente.
Consideremos que o algoritmo podado para a DCT exata seja derivado do algoritmo de
Loeffler [20], que possui a cota minima multiplicativa [31]. As complexidades aritmética
para computar a transformada de um bloco 8 x 8 para cada um de tais casos mencionados sao
108 multiplicagoes + 288 adigdes [48], 273 adi¢oes + 26 deslocamentos de bits e 195 adigoes,
respectivamente (vide Tabela 4.17). A redugao do custo computacional é significativa e ainda
h&4 um incremento no desempenho para o caso de BAS-3 podado. Ja o caso da MRDCT
podada apresenta reducao de desempenho toleravel.

De forma geral, os métodos que apresentam melhor desempenho estdao associadas a um
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custo computacional mais elevado. Mas esse fato ndo é uma regra geral, podendo haver um
caso em que o custo é reduzido e a desempenho é incrementada, conforme mostrado no exemplo
dado acima. As curvas de desempenho para cada método podado estdo relacionadas com as
medidas de desempenho para o método original nao podado, apresentadas na Secao 3.5.4.
Por exemplo, a curva de PSNR das aproximagoes derivadas de BAS-3 se mostra acima das
demais para K > 4, enquanto a MRDCT se apresenta mais abaixo. Os valores de ganho
de codificagdo para estes métodos sao 8.32 dB e 7.33 dB, respectivamente. Para visualizar
esta associacao de maneira mais ampla, a Figura 5.6 apresenta as curvas de PSNR divididas
pelo ganho de codificacdao Cy; do método original nao podado do qual a aproximacao podada
foi derivada. As curvas apresentam uma grande sobreposicao, sugerindo que o ganho de
codificacao esté relacionado com a desempenho dos métodos derivados.

Para o caso particular da MRDCT, observa-se um incremento consideravel entre os casos
K =4e K =5 de 281 dB (PSNR) e 0.07 (SSIM). Este fato foi previsto anteriormente
observando a curva de energia relativa & qp, devido ao acumulo de energia nas linhas e
colunas n = 6 e m = 6 no dominio da transformada, Figura 5.3(f). Um fen6meno similar
pode ser observado para o caso da aproximacao INT-1 podadas com K =6e K = 7.

De forma geral, levando em conta as curvas de PSNR e SSIM, assim como as complexi-
dades aritméticas, as aproximagoes podados representam uma alternativa de baixo consumo
energético para aplicagdes de codificacao de imagem e video. A escolha de um método podado
particular depende de diversos fatores relacionados & aplicacao, como desempenho desejado,
consumo minimo de energia necessario, quantidade de componentes de hardware, etc. Na
prética, a derivacao de 96 novos métodos permite um maior ajuste fino no trade-off entre
custo computacional e desempenho, proporcionando uma maior gama de ferramentas para

aplicagoes de compressao de dados.

5.4 ARQUITETURAS VLSI

O trabalho apresentado nesta Secdo foi desenvolvido em pareceria com a Universidade
de Akron, com Dr. Arjuna Madanayake e Sunera Kulasekera. Alguns dos novos métodos
podados propostos foram mapeados em arquiteturas digitais e realizados fisicamente utili-
zando tecnologia CMOS. As implementacoes foram consideradas em FPGAs Xilinx Virtex-6
e BEE3 (Xilinx Virtex-5) [99].

A LODCT e a MRDCT apresentam, respectivamente, o melhor desempenho e a menor
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Figura 5.6: Curvas de PSNR médio para cada método.

complexidade aritmética dentre os métodos abordados. Portanto, foram considerados tais
métodos podados para o desenvolvimento em VLSI. Nesta Secdo, denota-se por simplicidade
M = Twurper e L = Troper.

Para a escolha do parametro K de cada método, foi utilizado a definicao de energia relativa
por zona E,ona(K), descrito na Segdo 5.3.1. Foi considerado o critério de E,ona(K) =~ 99%,
que corresponde a K = 4 para a LODCT e a K = 6 para a MRDCT, conforme apresentado
na Tabela 5.2. Sendo assim, sao consideradas as aproximagoes podadas My e Ly, cujas
arquiteturas em 1-D sdo apresentadas nas Figura 5.17 e Figura 5.16, respectivamente. Tais
arquiteturas sdo baseadas nos algoritmos apresentados no Apéndice A.

As arquiteturas foram implementadas em sistema multi-FPGA BEE3. O sistema BEE3
consiste em quatro dispositivos FPGAs Xilinx Virtex-5 acopladas e é mostrado na Figura 5.18.
Foram gerados, através do ambiente MATLAB, 10000 vetores randémicos de teste de com-
primento 8. Tais vetores foram roteados para o BEE3 via porta USB para serem processados
pelas transformacoes podadas implementadas.

A avaliacao da complexidade de hardware foi realizada através das seguintes métricas [44]:
nimero de blocos 16gicos configuraveis (CLBs) utilizados; namero de flip-flops (FFs); o atraso
de caminho critico (T¢pq), em ns; a frequéncia maxima de operacao (Fmax), em MHz; potén-

cia dinamica @p, em mW/MHz; e poténcia estatica D,, em W. Os resultados sao mostra-
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Tabela 5.3: Valores de PSNR médio para cada método

Método 1 2 3 4 ) 6 7 8

Exact DCT 23.17 26.08 2852 3040 31.71 3239 32.78 33.12
WHT [87] 23.17 2541 26.95 2873 29.51 3031 31.12 31.84
SDCT [33] 23.17 24.28 25.23 27.15 27.59 2843 28.82 29.84
BAS-1 [36] 23.17 2530 27.04 29.34 30.15 3097 31.33 32.20
BAS-2 [37] 23.17 2530 26.95 28.70 2947 30.14 30.96 31.76
BAS-3 [39] 23.17 25.41 2727 29.65 30.67 31.81 32.18 32.61
BAS-4 [40] 23.17 2530 26.75 28.70 29.45 30.04 30.72 31.73
BAS-5 [40] 23.17 2530 27.04 29.24 30.15 30.89 31.77 32.25
BAS-6 [40] 23.17 2530 26.75 28.70 29.47 30.07 30.73 31.73
BAS-7 [43] 23.17 2441 2695 2873 29.51 3031 31.12 31.84
LODCT [34] 23.17 25.83 28.02 29.53 30.55 31.32 31.63 32.44
RDCT [41] 23.17 25.83 27.64 2894 29.79 3041 31.21 31.96
MRDCT [42] 23.17 24.29 25.26 26.37 26.77 29.58 30.29 30.98
INT-1 [32] 23.17 25.74 26.07 26.89 27.34 27.72 3042 31.02
INT-2 [32] 23.17 2574 2745 2880 29.60 30.32 31.11 31.82
INT-4 [32] 23.17 25.83 27.63 2894 29.80 3041 31.24 31.98
INT-5 [32] 23.17 25.74 2744 2879 29.60 30.32 31.14 31.84
INT-6 [32] 23.17 2574 2781 29.35 30.30 31.21 31.52 32.29

dos na Tabela 5.5. De forma geral, a MRDCT podada com K = 6 apresentou menor consumo
de recursos de hardware do que a LODCT podada com K = 4.

Também foram realizadas implementagdes em FPGA, assim como sintese em ASIC, para
a MRDCT considerando todos os possiveis valores de K. As arquiteturas foram desenvolvidas
no dispositivo Xilinx Virtex-6 XC6VLX240T-1FFG1156. Um procedimento de teste analogo
ao descrito anteriormente foi realizado. Os resultados sdo mostrados na Tabela 5.6. Os
resultados apontam uma reducao consideravel nos recursos de hardware ao decrementar o
valor de K. Considerando o caso K = 6, a redugao do numero de FF ¢é de =~ 24%, enquanto
a do nimero de CLBs é de ~ 21%.

Todos as aproximagdes MRDCT podadas foram sintetizadas em ASIC, utilizando o sistema
de implementacao digital Cadence Encounter. Foram utilizadas células ASIC 45 nm CMOS
padrao do FreePDK. A tensao de alimentacdo para a implementacdo CMOS foi fixada em
Vbp = 1.1 V. Para a sintese ASIC, foram adotadas as seguintes figuras de mérito [44]:

2

complexidade tempo-drea (AT), em mm* - ns; complexidade tempo-quadrado-area (ATQ),
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Tabela 5.4: Valores de SSIM médio para cada método

Método 1 2 3 4 5 6 7 8

Exact DCT 0.48 066 0.79 086 0.89 0.90 0.90 0.90
WHT [87] 048 064 0.74 082 0.85 0.87 0.87 0.88
SDCT [33] 0.48 059 0.67 077 080 0.81 0.82 0.84
BAS-1 [36] 0.48 062 0.74 083 085 0.87 0.88 0.89
BAS-2 [37] 0.48 062 0.73 082 0.84 0.85 0.87 0.88
BAS-3 [39] 048 064 0.75 084 0.87 0.89 0.89 0.89
BAS-4 [40] 0.48 062 0.72 081 083 0.85 0.86 0.87
BAS-5 [40] 0.48 062 0.74 083 0.85 0.87 0.88 0.89
BAS-6 [40] 0.48 062 0.73 082 0.84 0.86 0.87 0.88
BAS-7 [43] 048 064 0.74 082 0.85 0.87 0.87 0.88
LODCT [34] 048 0.64 0.74 082 0.85 0.87 0.87 0.88
RDCT [41] 0.48 066 0.77 084 0.87 0.88 0.89 0.89
MRDCT [42] 0.48 0.55 0.65 0.72 0.76 0.83 0.84 0.86
INT-1 [32] 0.48 064 0.67 074 076 0.78 0.85 0.86
INT-2 [32] 048 064 0.75 082 0.84 0.86 0.87 0.88
INT-4 [32] 0.48 066 0.76 082 0.85 0.86 0.88 0.88
INT-5 [32] 0.48 064 0.75 082 0.84 0.86 0.87 0.88
INT-6 [32] 048 064 0.76 083 0.8 0.88 0.88 0.89

Tabela 5.5: Consumo de recurso de hardware utilizando Xilinz Virtez-5 para a MRDCT e LODCT

Method

Meétrica LODCT podada K =4 | MRDCT podada K =6
CLB 298 232

FF 1054 895

Tepa (ns) 3.578 3.588

Finax (MHz) 279.48 278.70

D, (mW/MHz) 3.141 3.620

Qp (W) 1.50 1.50
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Figura 5.7: Curvas de SSIM médio para cada método.

em mm? - ns?; poténcia dindmica @,, em mW /MHz; poténcia estética D,, em mW;o atraso

de caminho critico (T¢pq), em ns; e a frequéncia maxima de operagao (Fpax), em GHz. Os
resultados sao mostrados na Tabela 5.7. Os valores apontam uma reducao consideravel de
recursos. A exemplo, considerando ainda o caso K = 6, os resultados apontam uma redugao

de ~ 17% em é&rea ocupada.

Tabela 5.6: Consumo de recurso de hardware utilizando Xilinx Virtex-6 para a MRDCT podada

K| CLB FF Tepq (05) Fmax (MHz) D, (mW/MHz) @, (W)

1 107 376 2.263 441.89 0.67 3.43
2 136 568 2.300 434.78 0.97 3.43
3 210 783 2.509 398.56 0.87 3.43
4 247 961 2.946 339.44 1.35 3.43
5 290 1123 2.877 347.58 1.70 3.43
6 350 1286 2.735 365.63 2.07 3.44
7 424 1487 3.300 303.03 2.21 3.44
8 445 1696 3.390 294.98 2.74 3.44




Figura 5.8: Curvas de PSNR médio divididas pelo ganho de codificacio Cy de

cada método.

Tabela 5.7: Consumo de recursos para sintese CMOS /5 nm ASIC para a MRDCT podada

K | Area

AT

AT?

Tde

Fmax

Dy

Qp

0 N O Ot kW N =

0.011
0.017
0.022
0.027
0.032
0.038
0.043
0.046

0.011
0.016
0.021
0.027
0.034
0.038
0.047
0.051

0.010
0.015
0.020
0.026
0.037
0.037
0.051
0.057

0.961
0.962
0.963
0.970
1.075
0.995
1.085
1.103

1.040
1.039
1.038
1.030
0.930
1.005
0.921
0.906

0.018
0.028
0.038
0.047
0.057
0.067
0.079
0.084

0.088
0.125
0.167
0.208
0.246
0.288
0.333
0.357
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(a) Sem compressio (b) Método nio podado (PSNR
= 33.56 dB e SSIM = 0.89)

(c) K =7 (PSNR = 33.06 dB e (d) K =6 (PSNR = 32.44 dB e
SSIM = 0.89) SSIM = 0.89)

(e) K =5 (PSNR = 31.80 dB e (f) K =4 (PSNR = 31.20 dB ¢
SSIM = 0.88) SSIM = 0.88)

(g) K =3 (PSNR = 28.63 dB ¢ (h) K =2 (PSNR = 26.90 dB e
SSIM = 0.82) SSIM = 0.76)

Figura 5.9: Compressio da imagem ‘Lena’ através de métodos derivados da WHT.
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(a) Sem compressio (b) Método nio podado (PSNR
=30.78 dB e SSIM = 0.84)

(c) K =7 (PSNR =30.29 dB e (d) K =6 (PSNR = 30.08 dB e
SSIM = 0.84) SSIM = 0.83)

(e) K =5 (PSNR =29.20 dB e (f) K = 4 (PSNR = 28.94 dB e
SSIM = 0.83) SSIM = 0.82)

(g) K =3 (PSNR =26.34 dB ¢ (h) K =2 (PSNR = 25.41 dB ¢
SSIM = 0.77) SSIM = 0.71)

Figura 5.10: Compressio da imagem ‘Lena’ através de métodos derivados da SDCT.
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(a) Sem compressio (b) Método nio podado (PSNR
= 34.40 dB e SSIM = 0.90)

(c) K =7 (PSNR = 33.78 dB e (d) K =6 (PSNR = 33.73 dB ¢
SSIM = 0.90) SSIM = 0.90)

(e) K =5 (PSNR = 32.99 dB e (f) K =4 (PSNR = 32.17 dB ¢
SSIM = 0.89) SSIM = 0.89)

(g) K =3 (PSNR =30.41 dB e (h) K =2 (PSNR = 27.64 dB ¢
SSIM = 0.85) SSIM = 0.79)

Figura 5.11: Compressio da imagem ‘Lena’ através de métodos derivados da LODCT.
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(a) Sem compressio (b) Método nio podado (PSNR
= 33.72 dB e SSIM = 0.90)

(c) K =7 (PSNR = 33.18 dB e (d) K =6 (PSNR = 32.55 dB ¢
SSIM = 0.89) SSIM = 0.89)

(e) K =5 (PSNR = 31.97 dB e (f) K =4 (PSNR = 31.34 dB e
SSIM = 0.88) SSIM = 0.87)

(g) K =3 (PSNR =29.87 dB ¢ (h) K =2 (PSNR = 27.64 dB ¢
SSIM = 0.84) SSIM = 0.79)

Figura 5.12: Compressio da imagem ‘Lena’ através de métodos derivados da RDCT.
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(a) Sem compressio (b) Método nio podado (PSNR
= 32.38 dB e SSIM = 0.87)

(c) K =7 (PSNR = 32.02 dB e (d) K =6 (PSNR = 31.62 dB ¢
SSIM = 0.87) SSIM = 0.86)

(e) K =5 (PSNR = 27.69 dB e (f) K =4 (PSNR = 27.48 dB e
SSIM = 0.80) SSIM = 0.79)

(g) K =3 (PSNR =26.24 dB ¢ (h) K =2 (PSNR = 25.29 dB e
SSIM = 0.75) SSIM = 0.69)

Figura 5.13: Compressio da imagem ‘Lena’ através de métodos derivados da MRDCT.
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(a) Sem compressio (b) Método nio podado (PSNR
=34.14 dB e SSIM = 0.90)

(c) K =7 (PSNR = 33.53 dB e (d) K =6 (PSNR = 33.49 dB e
SSIM = 0.90) SSIM = 0.90)

(e) K =5 (PSNR = 32.78 dB e (f) K =4 (PSNR = 32.04 dB ¢
SSIM = 0.89) SSIM = 0.89)

(g) K =3 (PSNR = 28.63 dB ¢ (h) K =2 (PSNR = 26.87 dB ¢
SSIM = 0.83) SSIM = 0.75)

Figura 5.14: Compressio da imagem ‘Lena’ através de métodos derivados da BAS-1.
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(a) Sem compressio (b) Método nio podado (PSNR
= 32.58 dB e SSIM = 0.88)

(c) K =7 (PSNR = 32.16 dB e (d) K =6 (PSNR =29.25 dB ¢
SSIM = 0.87) SSIM = 0.83)

(e) K =5 (PSNR = 28.99 dB e (f) K =4 (PSNR = 28.70 dB ¢
SSIM = 0.82) SSIM = 0.81)

(g) K =3 (PSNR =27.93 dB ¢ (h) K =2 (PSNR = 27.63 dB ¢
SSIM = 0.79) SSIM = 0.78)

Figura 5.15: Compressio da imagem ‘Lena’ através de métodos derivados da INT-6.
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Figura 5.16: Arquitetura 1-D para a MRDCT podada.
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Figura 5.17: Arquitetura 1-D para a LODCT podada.
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USB Ports

i

Figura 5.18: Dispositivo BEE3 utilizado para implementar as arquiteturas. Os marcadores A, B, C
e D indicam as quatro FPGAs Xilinx Virtez-5 XC5VSX95T-2FF1136.
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ESTE trabalho, foram apresentadas diversas aproximacoes para a DCT baseadas em
N pruning, ou aproximacoes podadas. Tais aproximagcoes sao derivadas de aproximagoes
jé existentes na literatura. Os novos métodos podem ser considerados em diversas aplicagoes
em hardware com baixo consumo energético, tais como transmissao de video em tempo real,
armazenamento/transmissao de imagem e video através de dispositivos portateis, compressao
de imagem em rede de sensores wireless, compressao de imagem para aplicagoes médicas, como
endoscopia wireless, entre outros. Os novos métodos derivados proporcionam um maior ajuste
fino no compromisso entre custo computacional e desempenho. Os métodos apresentaram
desempenho satisfatorio e complexidades aritméticas bastante reduzidas.

No Capitulo 2, foram apresentadas questoes tedricas relativas a DCT. As defini¢cdes formais
foram mostradas, assim como a relacdo da DCT com a KLT. Diversos algoritmos répidos
populares para a DCT foram descritos e comparados.

No Capitulo 3, foram abordadas as aproximacoes para a DCT. Os conceitos de ortogo-
nalidade e ortonormalidade foram apresentados, assim como o procedimento matematico de
ortonormalizacao. Diferentes métodos encontrados na literatura foram catalogados e compa-
rados segundo as métricas descritas neste Capitulo.

As principais contribui¢des deste trabalho foram desenvolvidas nos Capitulo 4 e Capi-
tulo 5. No Capitulo 4, foi proposta a definicdo generalizada de pruning, ou transformacao
podada. Foram descritas a DFT e a DCT exata podadas. Um estudo sobre a relaciao entre
a complexidade aritmética de transformacoes em 1-D e 2-D considerando a decomposicao
linha-coluna foi apresentado. Foi verificado que as aproximacoes podadas apresentam uma
reducao de complexidade ainda maior para o caso 2-D. Um caso particular do conceito geral
de transformacao podada foi desenvolvido para o caso de aproximagoes para a DCT. Diversos
métodos baseados nas aproximacoes descritas no Capitulo 3 foram derivados. Um procedi-
mento para o computo da transformacdo inversa baseado na aproximacao pela transformada
inversa nao podada foi desenvolvido. A definicdo de pseudo-ortonormalidade foi proposta. Foi
mostrado que para métodos pseudo-ortogonais, computar a transformada inversa através da
matriz generalizada de Moore-Penrose resulta na mesma expressao matematica obtida através
da aproximacao pela inversa nao podada. Além disso, foi verificado computacionalmente que
todos os métodos ortonormais abordados produzem métodos podados pseudo-ortonormais.

No Capitulo 5, foram abordadas questoes introdutoérias sobre processamento de imagens,

com foco em compressao de imagem. As figuras de mérito MSE, PSNR e SSIM foram descritas.
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O procedimento geral de compressao de imagem foi apresentado. Um estudo de distribuigao
de energia no dominio da transformada foi realizado utilizando cinquenta imagens de um
banco piiblico de imagens. Para tal, foram definidos o percentual relativo de energia, a
energia relativa em dB e a energia relativa por zona. Através desse estudo, pode-se observar
a propriedade de compactagao de energia para cada uma das aproximagoes para a DCT
abordadas. Simulacoes de compressao de imagem utilizando as imagens do banco publico
e as aproximacoes podadas derivadas no Capitulo 4 foram realizadas. O desempenho de
compressao foi avaliada segundo as figuras de mérito. As curvas obtidas mostraram que as
aproximacoes podadas apresentam desempenho competitivo com as aproximacoes originais
nao podadas e também com a DCT exata. Por apresentarem uma reducao de complexidade
ainda mais significativa em 2-D, as aproximagoes podadas se mostraram de relevante utilidade
para a redugdo do consumo energético para aplicagdes wireless e de baixa poténcia. Alguns
dos métodos podados propostos foram realizados fisicamente utilizando tecnologia CMOS, em
parceria com a Universidade de Akron.

As contribui¢oes do presente trabalho sao sumarizadas a seguir:
e I apresentada uma revisao tedrica sobre a DCT, catalogando, descrevendo e comparando
diversos algoritmos rapidos;

e Conceitos teoricos a respeito de aproximacoes para a DCT sao abordados. Diferentes méto-
dos existentes na literatura sao descritos, analisados e comparados. Medidas de desempenho

sao abordadas;
e Uma definigdo generalizada de pruning é proposta;
e Uma andlise da complexidade aritmética para transformacoes em 2-D e 1-D é apresentada;

e Casos particulares da definicdo de pruning voltados para aproximagoes para a DCT sao

propostos;

e Um conjunto extenso de novos métodos aproximados e podados é proposto. Algoritmos
rapidos para cada método sao apresentados. Uma comparacao entre a complexidade arit-

mética de cada método é realizada;

e Uma andlise algébrica é realizada a respeito da transformacao inversa para métodos poda-
dos. Métodos aproximados e baseados em matrizes inversas generalizadas para realizar a

transformacao inversa sao propostos;

e Uma introducdo a processamento e compressao de imagens é fornecida. Métricas para
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avaliar o desempenho de compressao também sao abordadas;

Um estudo visando analisar a propriedade de compactagdo de energia de cada método

aproximado é realizado;

Simulacoes de compressao de imagem utilizando cada novo método proposto sdo realiza-
das. Os métodos podados sdo comparados segundo as métricas abordadas. Os resultados
mostraram que, enquanto a complexidade aritmética é reduzida consideravelmente, méto-
dos podados proporcionam desempenho competitivo. Conclui-se que considerar métodos

podados é uma alternativa relevante para aplicacoes de baixo consumo de poténcia.
Desenvolvimento de arquitetura digital de alguns dos métodos podados propostos e imple-

mentacao em VLSI (parceria com a Universidade de Akron).

Como trabalhos futuros, sugere-se:

Realizar estudo visando o desenvolvimento de algoritmos rapidos para aproximagoes para
a DCT diretamente em duas dimenstes. Assim como no caso da DCT exata, é possivel
que tais algoritmos apresentem complexidade aritmética ainda menores do que utilizando

a decomposicao linha-coluna;
Aplicar a abordagem pruning para algoritmos rapidos diretamente em duas dimensoes;

Desenvolver o conceito de pruning para a DCT de trés dimensoes, visando codificagao de
video;

Derivar aproximagoes para a DCT em trés dimensoes, com objetivo de gerar métodos de
codificacao de video de baixo custo computacional;

Considerar a abordagem pruning para DCTs aproximadas em trés dimensoes, uma vez que
tais aproximagoes sejam propostas;

Verificar a veracidade ou nao veracidade da seguinte conjectura: Seja uma matriz de trans-
formagao T. Seja a matriz podada Ty, obtida a partir de T de acordo com a Definicao 4.4.

Se T ¢é ortonormal, entao T gy € pseudo-ortonormal.

Aplicar os métodos podados propostos em CODEC de video x264 open source.
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APENDICE A

ALGORITMOS RAPIDOS PARA
AS APROXIMACOES PODADAS



Tabela A.1: Associa¢io entre métodos propostos, figuras e pardmetros de algoritmos rapidos

Métodos podados Figura Parametros
SDCT Al —

BAS-1 A2 —

BAS-2 A3 —

BAS-3 A4 —

BAS-4 A5 a=0
BAS-5 A5 a=1/2
BAS-6 A5 a=1
BAS-7 A6 —
LODCT A9eAl10 m=[1111130
RDCT A7 —
MRDCT A8 —

INT-1 A9eAl0 m=[1011110]
INT-2 A9eAl10 m=[2011110]
INT-4 A9eAl10 m=[1111110]
INT-5 A9eAl0 m=[2111110]
INT-6 A9eAl0 m=[2211110]
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A seguir sdo apresentados os algoritmos réapidos para todos os métodos podados propos-

tos. A Tabela A.1 associa os métodos descritos com as respectivas figuras e com os res-

pectivos parametros para algoritmo réapido, quando existentes na Figura. Definde-se m =

[mo m1 mg ms my ms mg|, parametros utilizados nas Figura A.9 e Figura A.10.
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Figura A.1: Algoritmos rapidos para aproximagées derivadas da SDCT.
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Figura A.2: Algoritmos rapidos para aprorimagées derivadas de BAS-1.
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Figura A.3: Algoritmos rapidos para aprorimagées derivadas de BAS-2.
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Figura A.4: Algoritmos rapidos para aproximacées derivadas de BAS-3.
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(g) K=7

Figura A.5: Algoritmos rapidos para aproximacoes derivadas de BAS-4, BAS-5 ¢ BAS-6.
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(a) Transformagdo original (b) K =

z
Z

Figura A.6: Algoritmos rapidos para aproximacées derivadas de BAS-7.
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(8) K=7

Figura A.7: Algoritmos rdpidos para aproximacées derivadas da RDCT.



(a) Transformacgao original (b) K=2

(8) K =7

Figura A.8: Algoritmos rapidos para aproximagdes derivadas da MRDC'T.
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ms3 Xo
_ _ ms X4
ms
X2
mis <!
ms5 XG
_>X1
— X3
Bloco A

(8) K=7

Figura A.9: Algoritmos rapidos para aproximacées derivadas da LODCT e das INT-i.
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(c) Bloco Asy e Bloco Ayy. (d) Bloco Ay e Bloco Ay.

Figura A.10: Blocos A(;y para os algoritmos da Figura A.9.
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IMAGENS UTILIZADAS NAS
SIMULACOES
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Imagens aplicadas ao procedimento de compressao de imagens.

Figura B.1
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GLOSSARIO DE NOTACAO

P

conjunto {O, 1,2, %}
N

conjunto dos niimeros naturais
Z

conjunto dos niimeros inteiros
Q

conjunto dos ntimeros racionais
R

conjunto dos numeros reais
C

conjunto dos niimeros complexos
cN

espaco vetorial de dimensdao N com elementos em C
-

transposicao matricial
®

produto tensorial
O)

produto matricial de Hadamard
M()

complexidade multiplicativa
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A()

complexidade aditiva
B(-)

complexidade de deslocamento de bits
A()

complexidade aritmética
E[]

retorna valor esperado ou esperanca
tr(+)

retorna trago de uma matriz quadrada
diag(+)

retorna uma matriz bloco-diagonal cujos elementos da diagonal principal sdo definidos,

em ordem, pelo argumento
diagpy(-)
retorna uma matriz diagonal cujos elementos sdo dados pela diagonal principal do argu-

mento
diag,(-)

retorna um vetor coluna cujos elementos sao dados pela diagonal principal do argumento
sum(-)

retorna a soma dos elementos da matriz de seu argumento
rank(-)

retorna o rank de uma matriz passada no argumento
round(-)

funcado de arredondamento usual
(-)10

representacao em base binaria
()2

representacao em base decimal
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Cy
ganho de codificacao
Cy
ganho de codificagao unificado
W
eJ ¥
n
eficiéncia da transformada
In
matriz identidade de dimensdo N x N
Ly
matriz de dimensao N X N cuja diagonal secundéaria é composta por elementos unitarios
e os demais elementos sao nulos
Tk
matriz de dimensao K x N derivada de uma matriz arbtiraria T de dimensao N x N,
K < N, em que as primeiras K linhas sao preservadas
Dk
matriz de dimensao K x K derivada de uma matriz arbtiraria D de dimensao N x N,
K < N, em que as primeiras K linhas e primeiras K colunas sdo preservadas
HT

inversa generalizada de Moore-Penrose de uma matriz H



KLT Transformada de Karhunen-Loéve
DCT Transformada discreta do cosseno
DCT-I DCT tipo I

DCT-II DCT tipo II

DCT-III DCT tipo III

DCT-IV DCT tipo IV

IDCT DCT inversa

DST Transformada discreta do seno
DFT Transformada discreta de Fourier
DHT Transformada discreta de Hartley
DWT Transformada W discreta

WHT Transformada de Walsh-Hadamard
FFT Transformada rapida de Fourier
FCT Transformada rapida do cosseno
DIT Dizimagao no tempo

SDCT DCT sinalizada

LODCT Lengwehasatit-Ortega DCT
BAS Série de aproximacoes Bouguezel-Ahmad—Swamy
RDCT DCT arredondada

MRDCT RDCT modificada

INT Referéncia as aproximacoes baseadas em funcoes inteiras
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ACRONIMOS
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HDTV TV de alta definicao

MSE Erro médio quadratico

SNR Relagao sinal-ruido

PSNR Relacao sinal-ruido de pico

SSIM Similaridade estrutural

VLSI Very-large-scale integration

CSD C(Canonical-signed-digit

RGB Sistema aditivo de cores formado por vermelho, verde e azul
HVS Sistema visual humano

FPGA Field Programmable Gate Array

CMOS Semicondutor metal-6xido complementar
BEE3 Berkeley emulation engine

PDK Process design kit

DSP Processador de sinais digitais

ASIC Circuito integrado de aplicacao especifica
WVSN Rede de sensores visuais wireless

CLB Bloco légico configurédvel

FF Flip-flop



