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O presente trabalho aborda o desenvolvimento de aproximações para a transformada dis-


reta do 
osseno (DCT) utilizando a abordagem pruning. Devido à propriedade da 
ompa
ta-

ção de energia, a DCT é empregada em diversas apli
ações de 
ompressão de dados. Embora

algoritmos rápidos permitam 
omputar a DCT e�
ientemente, operações de multipli
ação são

inevitáveis. Devido a 
res
ente demanda por métodos de baixo 
onsumo energéti
o, novos

algoritmos de 
usto 
omputa
ional reduzido são ne
essários. Neste 
ontexto, aproximações

para a DCT foram propostas nos últimos anos. Tais aproximações permitem algoritmos livres

de multipli
ação, sem a ne
essidade de operações de ponto �utuante, mantendo o desempe-

nho de 
ompressão 
omparável ao forne
ido por métodos baseados na DCT. Uma abordagem

adi
ional para reduzir o 
usto 
omputa
ional da DCT é a utilização de pruning. Tal té
ni
a


onsiste em não 
onsiderar 
oe�
ientes dos vetores de entrada e/ou saída que apresentam

menor relevân
ia em termos de energia 
on
entrada. No 
aso da DCT, esses 
oe�
ientes são

os termos de mais alta frequên
ia do vetor transformado. A apli
ação de pruning a aproxima-

ções para a DCT é uma área pou
o explorada. O objetivo deste trabalho é apli
ar a té
ni
a a

diferentes métodos aproximados para a DCT. As transformações resultantes foram apli
adas

no 
ontexto de 
ompressão de imagem e vídeo e os resultados mostraram desempenho 
ompa-

rável ao de métodos exatos a um 
usto 
omputa
ional bastante reduzido. Uma generalização

do 
on
eito é apresentada, assim 
omo uma análise da 
omplexidade aritméti
a.
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This work introdu
es approximate dis
rete 
osine transforms (DCT) based on the pruning

approa
h. Due to the energy 
ompa
tion property, the DCT is employed in several data


ompression appli
ations. Although fast algorithms allow an e�
ient DCT 
omputation,

multipli
ation operations are inevitable. Due to the in
reasing demand for energy e�
ient

methods, new algorithms with redu
ed 
omputational 
ost are required. In this 
ontext,

DCT approximations have been proposed re
ently. Su
h approximations allow multipli
ation

free algorithms whi
h 
an avoid �oating point operations, while maintaining a 
ompetitive

performan
e. A further approa
h to redu
e the 
omputational 
ost of the DCT is pruning. The

te
hnique 
onsists of dis
arding input and/or output ve
tors 
oe�
ients whi
h are regarded

as less signi�
ant. In the 
ase of the DCT, su
h 
oe�
ients are output 
oe�
ients asso
iated

to higher frequen
y terms. Pruned DCT approximations is a relatively unexplored �eld of

resear
h. The obje
tive of this work is the 
ombination of approximations and pruning to

derive extremely low-
omplexity DCT approximations. The resulting methods were applied in

the image and vídeo 
ompression s
enario and results showed 
omparative performan
e with

exa
t methods at a mu
h lower 
omputational 
omplexity. A qualitative and quantitative


omparison with a 
omprehensive list of existing methods is presented. A generalization of

the pruning 
on
ept is presented.
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1.1 Motivação

T

ransformadas dis
retas são ferramentas vastamente utilizadas em diversas apli
a-

ções rela
ionadas a pro
essamento digital de sinais [1℄. Em parti
ular, a transformada

dis
reta do 
osseno (DCT) foi apresentada em 1974 
omo uma alternativa à transformada de

Karhunen-Loève (KLT) [2℄ para apli
ações de des
orrelação de dados. A KLT é estatisti
a-

mente ótima em relação à des
orrelação de 
omponentes de um vetor arbitrário. Entretanto,

ela não possui um algoritmo direto para o 
ál
ulo 
omputa
ional já que o nú
leo da trans-

formação depende do vetor a ser transformado [3℄. Por outro lado, a DCT possui nú
leo de

transformação que não depende dos dados de entrada, o que possibilita o desenvolvimento de

algoritmos rápidos [4℄. Veri�
a-se que a DCT é o 
aso assintóti
o da KLT quando o sinal de

entrada é um pro
esso markoviano de primeira ordem e o 
oe�
iente de 
orrelação ρ→ 1 [3,4℄.

De fato, a KLT pode ser substituída pela DCT 
om grande e�
iên
ia para sinais fortemente


orrela
ionados, 
omo imagens e áudio.

A existên
ia de algoritmos rápidos tornou a DCT vastamente utilizada em diversas apli-


ações e, devido à sua 
apa
idade de 
ompa
tação de energia, é largamente empregada na


ompressão de dados digitais. A DCT tem sido utilizada 
omo prin
ipal ferramenta em

diversos padrões de 
odi�
ação de imagem e vídeo. Em suma, é utilizada nos seguintes pa-

drões de 
ompa
tação: JPEG [5℄, MPEG [6, 7℄, H.261 [8℄, H.263 [9℄, H.264/AVC [10, 11℄ e

HEVC [12, 13℄.

A DCT de 
omprimento 8 desempenha um papel importante no 
enário de 
ompressão

de imagem e vídeo. Todos os padrões de 
odi�
ação 
itados a
ima utilizam tal 
omprimento

durante o pro
esso de 
ompressão. Portanto, o desenvolvimento de algoritmos rápidos para

este 
omprimento parti
ular da DCT se tornou um importante 
ampo de pesquisa. Diversos

algoritmos rápidos foram desenvolvidos ao longo dos anos e podem ser en
ontrados na lite-

ratura [14�21℄. A arquitetura desenvolvida pela indústria para a implementação da DCT de

duas dimensões é baseada na separação de nú
leo da DCT, também 
hamado de de
omposição

linha-
oluna [3, 22℄. Através deste método, a transformada em 2-D é 
omputada através de al-

goritmos para a DCT de uma dimensão para 
ada linha e subsequentemente para 
ada 
oluna

do sinal de duas dimensões. Entretanto, alguns algoritmos foram desenvolvidos abordando

diretamente o 
aso de duas dimensões [21, 23℄

Ini
ialmente, até 1980, a implementação da DCT em hardware era realizada utilizando


omponentes dis
retos ou pro
essadores de sinais digitais (DSPs) [24�26℄. Posteriormente,
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foram desenvolvidos 
ir
uitos integrados de apli
ação espe
í�
a (ASICs) para pro
essamento

em tempo real da DCT operando em até 14.32 MHz [27℄.

1

Nos últimos anos, arquiteturas

para apli
ações em TV de alta de�nição (HDTV) vem sendo desenvolvidos [28, 29℄.

Embora algoritmos rápidos diminuam drasti
amente o esforço 
omputa
ional ne
essário

para o 
ál
ulo da DCT, as multipli
ações por números reais são inevitáveis. O limite mínimo

teóri
o para a quantidade de multipli
ações no 
ál
ulo da DCT está estabele
ido na litera-

tura [30,31℄. Os esforços em pesquisa na área levaram à produção de algoritmos que atingem

ou 
hegam próximo da 
ota mínima teóri
a [20℄. Portanto, a bus
a por algoritmos e�
ientes

para o 
ál
ulo da DCT é uma área já bastante explorada e obter algoritmos mais e�
ientes

não é uma atividade trivial.

Por outro lado, aproximações para a DCT podem reduzir drasti
amente a quantidade de

operações aritméti
as e ainda gerar resultados satisfatórios. Uma aproximação para a DCT é

uma transformação linear que preserva 
ara
terísti
as da DCT original, 
omo a 
ompa
tação

de energia e 
apa
idade de des
orrelação de vetores [32℄, por exemplo. Em geral, deseja-se que

a aproximação possua a menor 
omplexidade aritméti
a possível. Nesse 
ontexto, os limites

teóri
os para a DCT não mais se apli
am. Sendo assim, é possível en
ontrar aproximações


om 
usto 
omputa
ional 
onsideravelmente inferiores aos estabele
idos para a DCT [32�46℄.

Outra estratégia para diminuir o 
usto 
omputa
ional no 
ál
ulo da DCT é reduzir o

número de 
oe�
ientes 
al
ulados, ou seja, desprezar 
omponentes de menor relevân
ia para

um dado problema. Devido a propriedade de 
ompa
tação de energia da DCT, em muitas

apli
ações a maior parte da informação útil está 
on
entrada nos primeiros 
oe�
ientes [47℄.

Dessa forma, o esforço 
omputa
ional em 
al
ular as últimas 
omponentes é dispensado. Tal

abordagem é 
hamada de pruning. Doravante, algoritmos que seguem essa metodologia serão


hamados algoritmos podados. No 
ontexto de 
ompressão de imagens, onde a DCT de duas

dimensões é 
onsiderada, a imagem 
omprimida é transformada e tem suas 
omponentes mais

altas desprezadas na etapa da quantização. Entretanto, em um algoritmo 
omum para a DCT

de duas dimensões, tais 
omponentes desprezadas na etapa de quantização são 
omputadas

igualmente a todas as outras. Neste 
enário, algoritmos que 
omputam apenas uma parte das


omponentes foram desenvolvidos e também são 
onhe
idos 
omo algoritmos zonais [48, 49℄.

Embora diversas aproximações para a DCT e algoritmos podados para a DCT tenham sido

propostos, a junção das duas abordagens ainda é uma área pou
o explorada. Apenas em [50℄

1

neste trabalho, é utilizado o ponto `.' 
omo separador de
imal



16

foi introduzida uma aproximação podada para a DCT baseada na aproximação dada em [43℄.

Além de ser um 
ampo inexplorado em termos de apli
ações, 
on
eitualmente também é uma

área pou
o desenvolvida. O 
on
eito de pruning 
are
e de uma generalização matemáti
a e de

uma formalização para apli
ações 
om DCTs aproximadas, assim 
omo uma análise algébri
a

sobre 
omplexidade aritméti
a e transformação inversa.

1.2 Revisão da Literatura

Em 1971, antes mesmo do surgimento da DCT, é desenvolvido por Markel para a transfor-

mada dis
reta de Fourier (DFT) o primeiro algoritmo utilizando a abordagem pruning [51℄.

O algoritmo se apli
a a situações em que o número de amostras nulas do vetor de entrada

é grande. Dessa forma, os 
ál
ulos envolvendo tais 
omponentes são des
onsiderados e a


omplexidade é reduzida. O algoritmo desenvolvido se mostrou útil em apli
ações 
omo in-

terpolação, análise e síntese de voz e aproximação por mínimos quadrados 
om polin�mios

trigonométri
os [51℄. Apesar de apli
ar pruning no domínio do tempo, isto é, eliminar 
om-

ponentes do vetor de entrada, Markel sugere que a mesma ideia pode ser apli
ada para o

domínio da frequên
ia, eliminando 
omponentes do vetor de saída. O algoritmo de Markel

foi melhorado por Skinner em 1976 [52℄. Ao apenas ex
luir algumas operações, Markel deri-

vou um algoritmo 
om multipli
ações repetidas em diferentes estágios do algoritmo. Skinner

prop�s uma maneira diferente de derivar o mesmo algoritmo baseado na eliminação de estágios

inteiros, propor
ionando um maior time-saving.

A DCT foi introduzida em 1974 por Ahmed�Natarajan�Rao [2℄. Ahmed et al. estavam

interessados em en
ontrar uma boa aproximação para a KLT que pudesse ser 
omputada

e�
ientemente. O algoritmo rápido sugerido por Ahmed et al. utilizava o fato de a DCT

poder ser es
rita em termos da parte real da DFT 
om o dobro do 
omprimento. Então, o

problema de 
al
ular e�
ientemente a DCT se resumia em apli
ar um algoritmo rápido para

a DFT (FFT).

Em 1977, Chen introduziu um algoritmo rápido para a DCT mais e�
iente do que o

que utiliza a FFT de 
omprimento dobrado [14℄. O algoritmo se apli
a a 
omprimentos

de transformada da forma 2m, m ≥ 2 e é seis vezes mais e
on�mi
o do que o algoritmo

anterior. Em 1984, Lee derivou um algoritmo baseado na dizimação no tempo (DIT) para a

DCT inversa (IDCT) de 
omprimento N , podendo ser apli
ado para a DCT de 
omprimento

N . Para a DCT de 
omprimento 8, o algoritmo apresenta 12 multipli
ações e 29 adições.
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Também em 1984, Wang apresentou novos algoritmos através de novo método de fatoração

das matrizes de 
ada um dos quatro tipos da DCT [16℄. Além disso, Wang prop�s algoritmos

também para quatro tipos da transformada dis
reta do seno (DST) e da transformada W

dis
reta (DWT). O algoritmo proposto por Wang para a DCT de 
omprimento 8 ne
essita

de 13 multipli
ações e 29 adições. Neste mesmo ano, Lee prop�s um algoritmo rápido que,

para a DCT de 
omprimento 8, ne
essita de 12 multipli
ações e 29 adições [15℄. Entretanto,

a ne
essidade de utilizar multipli
ações pelo inverso do 
osseno pode levar a problemas de

over�ow e erros de arredondamento. Ainda neste ano, Vetterli prop�s um algoritmo que


omputa a DCT de 
omprimento N através de duas DFTs reais de 
omprimento N [17℄,

atingindo também a 
ota de 12 multipli
ações e 29 adições. Em 1986, Suehiro prop�s um

algoritmo que 
omputa a DCT-II baseado na fatoração da matriz da DCT-IV [18℄. O algoritmo

apresenta também 12 multipli
ações e 29 adições. Em 1987, Hou apresenta um algoritmo 
om

a mesma 
ota [19℄.

A teoria da 
omplexidade multipli
ativa apli
ada a pro
essamento de sinais foi desenvol-

vida por S. Winograd [30℄ e organizada por M. Heideman em 1988 [31℄. Heidemam se inspirou

nos trabalhos de Winograd sobre 
omplexidade multipli
ativa [30℄. Em seu livro, oriundo de

sua tese de doutorado, Heideman aborda a questão da 
omplexidade multipli
ativa mínima

para os problemas do 
ál
ulo de 
onvolução e multipli
ação polinomial e do 
ál
ulo da DFT.

A partir da teoria desenvolvida para a DFT, são derivadas as 
omplexidades multipli
ativas

para a transformada dis
reta de Hartley (DHT) [31, p. 115℄ e para a DCT [31, p. 116℄ . O

limite mínimo de 11 multipli
ações para a DCT de 
omprimento 8 foi atingido por Loe�er,

em 1989 [20℄. O algoritmo obtido requer 11 multipli
ações e 29 adições.

O primeiro algoritmo apli
ando pruning para a DCT foi proposto em 1991, por Wang [47℄.

Wang argumentou que, em diversas apli
ações, a maior parte da informação útil de um sinal

está 
ontido nos primeiros termos do vetor da DCT. Sendo assim, apenas esses primeiros

elementos do vetor ne
essitariam ser 
al
ulados para essa apli
ação.

Feig e Winograd introduziram, em 1992, um 
onjunto de algoritmos para a DCT 
om

vetores de 
omprimentos da forma 2m [21℄. Casos parti
ulares para a DCT de uma dimensão


om 
omprimento 8 e de duas dimensões 
om tamanho 8× 8 foram estudados em detalhe. O

algoritmo proposto para 2-D apresenta um número menor de multipli
ações do que o algoritmo

de Loe�er quando apli
ado para 2-D segundo a de
omposição linha-
oluna.

Em 1997, Servais propõe utilizar DCT de três dimensões para 
odi�
ação de vídeo, ex-
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pandindo a DCT para a dimensão temporal [53℄. O método é realizado 
onsiderando grupos


onse
utivos de oito frames de dimensão 8× 8. Neste mesmo ano, Chan and Lee propuseram

um novo método para gerar valores de quantização para 
oe�
ientes da DCT em 3-D visando

esquemas de 
odi�
ação de vídeo [54℄. Em 2004, Boussakta propõe um algoritmo para a DCT


omputado diretamente em 3-D ao invés de utilizar o método usual de de
omposição linha-


oluna-frame [55℄. Em 2010, o grupo de pesquisadores liderados por Dina Katabi propõe uma

nova abordagem para transmissão wireless de video denominada SoftCast [56℄. A té
ni
a

utiliza DCT em 3-D na etapa de 
ompressão e visa permitir o re
eptor a de
odi�
ar vídeo a

uma taxa de bits que depende da qualidade do 
anal observada após a re
epção.

Em 2001, Haweel apresenta a DCT sinalizada (signed DCT, SDCT) [33℄, que 
onsiste em

uma aproximação para a DCT baseada na função sinal. A aproximação apresentava algoritmos

rápidos para a transformação direta e inversa de baixa 
omplexidade, sem a ne
essidade de

operações de multipli
ação. Em 2004, Lengwehasatit e Ortega apresentam um 
onjunto de

métodos para redução de 
omplexidade para a DCT direta [34℄. Em tal trabalho, pruning

é de�nido 
omo método de seleção de frequên
ia, enquanto aproximações são de�nidas 
omo

método de seleção de pre
isão.

Entre 2008 e 2013, Bouguezel et al. propõem uma série de aproximações para a DCT

apresentando bom desempenho de 
odi�
ação e baixas 
omplexidades 
omputa
ionais [35�40℄.

Em 2011, Cintra e Bayer apresentam uma aproximação para a DCT baseada em na função

de arredondamento [41℄. Em 2012, Bayer e Cintra propõem a aproximação para a DCT 
om

menor 
usto 
omputa
ional na literatura. Tal método requer apenas 14 adições [42℄. Em 2013,

Kouadria et al. propõem a abordagem pruning à aproximação BAS apresentada em [43℄ 
om

apli
ação no 
ontexto de redes de sensores visuais wireless (WVSNs) [50℄, representando o

úni
o trabalho na literatura que apli
a pruning a uma aproximação para a DCT.

1.3 Objetivos

Métodos alternativos para diminuir o 
usto 
omputa
ional da DCT em apli
ações diver-

sas e espe
ialmente em 
ompressão de imagem vem sendo explorados. Conforme men
ionado

anteriormente, tais métodos podem ser 
lassi�
ados 
omo métodos de seleção de frequên
ia

ou de seleção de pre
isão [34℄. Os métodos de seleção de frequên
ia são baseados em 
om-

putar apenas um sub
onjunto dos 
oe�
ientes espe
trais, sendo também denominada DCT

podada (pruned DCT) [47℄ ou, para o 
aso 2-D, DCT zonal [22, 48, 49℄. Métodos de seleção
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de pre
isão são representados pelas aproximações para a DCT. Métodos híbridos também são

possíveis, sendo bastante inexplorados na literatura.

O objetivo prin
ipal deste trabalho é formalizar matemati
amente o 
on
eito de pru-

ning (seleção de frequên
ia) e apli
ar a té
ni
a a diversas aproximações para a DCT (seleção

de pre
isão). É objetivada a proposição de novos métodos híbridos ou aproximações para a

DCT via pruning 
om apli
ação no 
ontexto de 
ompressão de imagem. Bus
aremos reali-

zar uma análise algébri
a sobre a 
omplexidade aritméti
a de tais métodos, assim 
omo do

pro
edimento para 
omputar a transformação inversa. Objetiva-se realizar simulações em 
o-

di�
ação de imagem 
om os métodos derivados e avaliar o desempenho de 
ompressão através

de métri
as difundidas na literatura. Além disso, bus
aremos propor algoritmos rápidos para

os novos métodos apresentados.

Os objetivos deste trabalho são sumarizados a seguir:

• Realizar uma revisão sobre a DCT, apresentando de�nições, relação 
om a KLT, des
rição

e 
omparação entre os prin
ipais algoritmos rápidos disponíveis na literatura;

• Apresentar uma revisão sobre aproximações para a DCT, forne
er des
rições e 
omparações

entre diversos métodos aproximados disponíveis na literatura;

• Formalizar matemati
amente e generalizar o 
on
eito de pruning ;

• Propor novos métodos aproximados e podados;

• Propor algoritmos rápidos podados para os métodos propostos;

• Analisar matemati
amente a questão da transformada inversa e da 
omplexidade aritméti
a

para aproximações podadas;

• Realizar simulação de 
ompressão de imagem para avaliar o desempenho dos novos métodos

propostos.

1.4 Estrutura

Este do
umento está organizado 
omo se segue: No Capítulo 2, são dis
utidos e apresen-

tados diversos aspe
tos rela
ionados a DCT. Na Seção 2.1, é abordada a KLT, transformação

ótima em relação a des
orrelação de dados, em que a DCT é tida 
omo uma aproximação.

Na Seção 2.2, são apresentadas de�nições para os diversos tipos de DCT. O desenvolvimento

matemáti
o da DCT através da DFT da expansão simétri
a do sinal de entrada é abordado
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e ilustrado para o 
aso da DCT-II. A Seção 2.3 apresenta a DCT 
omo aproximação assin-

tóti
a para a KLT para sinais 
om alta 
orrelação, justi�
ando o uso da DCT no 
ontexto

de 
ompressão de dados. A Seção 2.4 apresenta uma 
oleção de algoritmos rápidos para a

DCT disponíveis na literatura, des
revendo-os su
intamente e 
omparando as 
omplexidades

aritméti
as de 
ada um.

O Capítulo 3 aborda aproximações para a DCT, em que as aproximações utilizadas para

derivar novos métodos são apresentadas. A Seção 3.1 introduz o 
on
eito de aproximação para

a DCT, justi�
ando sua importân
ia. Na Seção 3.2, diferentes 
lasses de aproximações são

des
ritas de a
ordo 
om o tipo de entrada da matriz de transformação. A Seção 3.3 apresenta

os 
on
eitos de ortogonalidade e ortonormalidade no 
ontexto de aproximações para a DCT. A

Seção 3.4 apresenta as aproximações abordadas neste trabalho. Na Seção 3.5, são apresentadas

e des
ritas medidas para avaliar o desempenho das aproximações no 
ontexto de 
odi�
ação.

No Capítulo 4, são apresentadas as aproximações derivadas através da apli
ação de pru-

ning e este 
on
eito é formalizado matemati
amente. Na Seção 4.1, o 
on
eito de pruning

é formalizado e generalizado. Alguns exemplos para ilustrar o método são apresentados. A

Seção 4.2 apresenta a DFT podada, originalmente proposta em [51℄. A Seção 4.3 des
reve a

DCT podada, apresentada em [47℄. Na Seção 4.4, é realizada uma análise sobre a 
omplexi-

dade aritméti
a de transformações podadas em 1-D e 2-D. Na Seção 4.5, é de�nido o 
on
eito

de pruning para aproximações para a DCT e são apresentados os novos métodos propostos,

baseados na apli
ação da de�nição para as aproximações des
ritas no Capítulo 3.

No Capítulo 5, são abordadas, de forma geral, té
ni
as de 
ompressão de imagem. Na Se-

ção 5.1, uma abordagem introdutória é apresentada, em que 
on
eitos de imagens digitais são

abordados, assim 
omo a importân
ia da 
ompressão. Na Seção 5.2, são apresentadas métri
as

usuais de avaliação de degradação de imagem, 
omo o erro médio quadráti
o (MSE), relação

sinal-ruído de pi
o (PSNR) e a similaridade estrutural (SSIM). A Seção 5.3 des
reve o pro
e-

dimento de 
ompressão de imagem estáti
a. Um estudo visando analisar a 
apa
idade de 
om-

pa
tação de energia dos métodos abordados é realizado. A metodologia para simulação tipo

JPEG é des
rita. Os resultados obtidos para 
ada um dos novos métodos gerados são apresen-

tados e dis
utidos. A Seção 5.4 apresenta arquiteturas em very-large-s
ale integration (VLSI)

para alguns dos métodos podados propostos. Esta Seção foi desenvolvida em par
eria 
om Dr.

Arjuna Madanayake e Sunera Kulasekera, pesquisadores da Universidade de Akron, EUA.



Capítulo 2

A Transformada

Dis
reta do Cosseno
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2.1 A Transformada de Karhunen-Loève

A

KLT é derivada através da bus
a de uma transformação que des
orrela
ione 
omple-

tamente um dado vetor. Diferentes nomen
laturas equivalentes à KLT são en
ontrados

na literatura, tais 
omo análise de 
omponente prin
ipal e transformada de Hotelling [57℄,

termos propostos respe
tivamente nos trabalhos de K. Pearson [58℄ e H. Hotelling [59℄. Um

vetor 
orrela
ionado possui seus elementos 
om 
erto grau de redundân
ia e grande parte

dos problemas físi
os reais lidam 
om sinais dessa forma. Em parti
ular, imagens naturais

que possuem signi�
ado ao 
érebro humano são fortemente 
orrela
ionadas. Os vetores de

base da KLT são os autovetores da matriz de 
ovariân
ia e, 
onsequentemente, dependem

do sinal de entrada a ser transformado. O efeito 
ausado pela KLT é a diagonalização da

matriz de 
ovariân
ia, removendo a 
orrelação entre elementos distintos do vetor. A matriz

de 
ovariân
ia de um vetor y = [y0 y1 · · · yN−1]
⊤
pode ser de�nida 
omo [60℄

Ry = E
[

(y −m)(y−m)⊤
]

, (2.1)

em que E[·] é o operador valor esperado [61℄ e m = E[y]. O valor esperado é um operador

linear e, se apli
ado a um vetor ou matriz, a operação é realizada elemento a elemento. O

operador ⊤ indi
a transposição matri
ial. Em geral, um pro
esso esto
ásti
o asso
iado ao

vetor y é dito ser des
orrela
ionado se a matriz de 
ovariân
ia é da forma

Ry =

















λ0 0 · · · 0

0 λ1 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · λN−1

















, (2.2)

em que, da expressão (2.1),

λi = E
[

(yi − E[yi])
2
]

, i = 0, 1, . . . , N − 1. (2.3)

Considerando um vetor x = [x0 x1 · · · xN−1]
⊤
, 
om matriz de 
ovariân
ia Rx arbitrária,

objetiva-se en
ontrar uma transformação linear da forma

y = W · x (2.4)

que resulte em uma matriz de 
ovariân
ia da forma (2.2). A matriz W deve apresentar

dimensão N ×N .
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Assumindo que a matriz W seja ortonormal, isto é, suas linhas e 
olunas são 
ompostas

de vetores unitários e ortogonais entre si, é válida a seguinte relação [60℄:

W ·W⊤ = W⊤ ·W = IN ,

em que IN é a matriz identidade de ordem N . O 
on
eito de ortonormalidade é de�nido

adiante na Seção 3.3. Dessa forma, a expressão que inverte a equação (2.4) é

x = W⊤ · y.

Se o pro
esso asso
iado ao vetor x tem média zero, então o pro
esso asso
iado ao vetor

transformado y também tem média nula. Esse fato pode ser mostrado utilizando-se a expres-

são (2.4), impondo a 
ondição E[x] = 0. Segue então que:

E[y] = E[W · x]

= W · E[x]

= 0.

Assumir tal 
ara
terísti
a é 
onveniente para a notação e não a
arreta em perda de generali-

dade. Nesse 
aso, a expressão (2.1) se reduz a

Ry = E
[

y · y⊤] . (2.5)

A matriz diagonal de 
ovariân
iaRy pode ser 
al
ulada da matriz de 
ovariân
ia Rx do vetor x

original. Considerando que E[x] = 0 e 
onsequentemente sendo válida a expressão (2.5), segue

que

Ry = E
[

y · y⊤]

= E
[

(W · x) (W · x)⊤
]

= E
[

W ·
(

x · x⊤) ·W⊤]

= W · E
[

x · x⊤] ·W⊤

= W ·Rx ·W⊤,

ou, equivalentemente,

W ·Rx = Ry ·W. (2.6)

Uma vez que a matriz Ry é arbitrariamente diagonal, a expressão (2.6) pode ser es
rita para


ada linha wi de W. Então, vem que

wiRx = λiwi. (2.7)
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Resolver a equação (2.7) 
orresponde a en
ontrar os autovetores e autovalores da ma-

triz Rx [62, p. 436℄. Portanto, en
ontrar a matriz de transformação W que diagonaliza a

matriz de 
ovariân
ia do vetor transformado se resume a en
ontrar os autovetores e autova-

lores da matriz de 
ovariân
ia do vetor de entrada.

2.1.1 Solução Markov-1

Devido à dependên
ia da matriz de transformação 
om os dados de entrada, não existe

uma fórmula úni
a para o 
ál
ulo dos vetores de base da KLT. Entretanto, quando se 
onsidera

determinada 
lasse de sinais, é possível derivar expressões matemáti
as úni
as para a KLT.

Sinais que podem ser modelados 
omo pro
esso markoviano esta
ionário de primeira ordem

(Markov-1) [4℄ apresentam a matriz de 
ovariân
ia de a
ordo 
om

[Rx]m,n = ρ|m−n|, (2.8)

em que ρ é o 
oe�
iente de 
orrelação [63℄. Para sinais desta forma, a n-ésima 
omponente

do k-ésimo autovetor é dada por [4℄

wk(n) =

√

2

N + λk
sin

{

µk

[

n+ 1− N + 1

2

]

+
π(k + 1)

2

}

, (2.9)

em que

λk =
1− ρ2

1− 2ρ cosµk + ρ2
(2.10)

são os autovalores. Os valores µk são as raízes positivas reais da equação trans
endental

tan (Nµ) = − (1− ρ2) sinµ

(1 + ρ2) cosµ− 2ρ
. (2.11)

2.2 Definições da Transformada Dis
reta do Cosseno

Ao introduzir a DCT, Ahmed et al. tinham 
omo propósito propor uma nova ferramenta

para substituir a KLT que possuísse nú
leo de transformação �xo e pudesse, dessa forma,

ser 
omputada e�
ientemente [2℄. Entretanto, a nova transformada apresentada se tratava

apenas de um tipo de DCT.

Uma DCT de um vetor x[n] de 
omprimento N é uma transformada do tipo

X[k] =
N−1
∑

n=0

x[n]φ∗
k[n],
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em que as funções ortogonais φ∗
k[n] que 
ompõem o nú
leo da transformação são funções


osseno. A DCT também pode ser expressa na forma matri
ial

X = C · x,

em queC é a matriz de transformação de dimensão N×N , 
ujas entradas ck,n são de�nidas pe-

los vetores de base φ∗
k[n]. Neste ponto, 
onvém indexar a matriz C 
om k, n = 0, 1, . . . ,N − 1.

Os vetores x = [x0 x1 · · · xN−1]
⊤

e X = [X0 X1 · · · XN−1]
⊤

são os vetores de entrada e

saída, respe
tivamente.

A DCT é desenvolvida matemati
amente tomando uma sequên
ia x[n] de 
omprimento N

e formando uma nova sequên
ia y[n] de 
omprimento M > N 
om simetria par em relação

a origem n = 0, de modo que a sequên
ia original possa ser uni
amente re
uperada. A

DFT Y [k] de 
omprimento M da nova sequên
ia y[n] é então 
onsiderada [22℄. A DCT de


omprimento N dada por X[k] é de�nida a partir de Y [k]. Tal pro
edimento é sumarizado a

seguir:

Comprimento N Comprimento M M -DFT Comprimento M Comprimento N

x[n] ←→ y[n] ←→ Y [k] ←→ X[k]

O tipo de simetria adotado vai determinar o tipo da DCT. Uma vez que são possíveis oito

formas diferentes de realizar uma extensão par em torno da origem da sequên
ia original, há

oito tipos diferentes de DCT. Os tipos mais relevantes são a DCT tipo I (DCT-I), a DCT

tipo II (DCT-II), a DCT tipo III (DCT-III) e a DCT tipo IV (DCT-IV) [64℄. O ponto de

simetria pode ser uma amostra do vetor (whole-sample symmetry) ou um ponto hipotéti
o

intermediário entre duas amostras (half-sample symmetry) [65℄. As extensões podem ser

interpretadas 
omo somas de 
ópias deslo
adas das sequên
ias ±x[n] e ±x[−n]. Também são

possíveis extensões ímpares em torno da origem, dando origem a oito tipos de DST.

A DCT-II é a forma mais utilizada em apli
ações de 
ompressão de dados. Sendo assim,


onsideremos ini
ialmente este 
aso. A extensão do vetor x[n] é feita sem a sobreposição

dos elementos mais externos, em que a simetria é entre as amostras n = N − 1 e n = N

(half-sample symmetry). A nova sequên
ia simétri
a possui 
omprimento M = 2N e é dada

por

y
II

[n] =











x[n], 0 ≤ n ≤ N − 1,

x[2N − n− 1], N ≤ n ≤ 2N − 1.

(2.12)
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0 4 9

Figura 2.1: Extensão y
II

[n] para a DCT-II.

Um exemplo de extensão desse tipo para N = 5 é mostrado na Figura 2.1.

Tomando a DFT de 
omprimento M de (2.12) e dividindo o intervalo 0 ≤ n ≤ 2N − 1 em

dois intervalos 0 ≤ n ≤ N − 1 e N ≤ n ≤ 2N − 1, obtém-se

Y [k] =
2N−1
∑

n=0

y
II

[n]e−j 2πkn
2N

=
N−1
∑

n=0

y
II

[n]e−j 2πkn
2N +

2N−1
∑

n=N

y
II

[n]e−j 2πkn
2N

=
N−1
∑

n=0

x[n]e−j 2πkn
2N +

2N−1
∑

n=N

x[2N − n− 1]e−j 2πkn
2N ,

(2.13)

em que k = 0, 1, . . . , 2N − 1. Apli
ando ao somatório de intervalo N ≤ n ≤ 2N − 1 uma

mudança de variável do tipo n′ = 2N − 1− n, a expressão anterior resulta em

Y [k] =
N−1
∑

n=0

x[n]e−j 2πkn
2N +

N−1
∑

n=0

x[n]e−j
2πk(2N−1−n)

2N

=

N−1
∑

n=0

x[n]e−j 2πkn
2N + ej

πk
N

N−1
∑

n=0

x[n]ej
2πkn
2N

= ej
πk
2N

(

e−j πk
2N

N−1
∑

n=0

x[n]e−j 2πkn
2N + ej

πk
2N

N−1
∑

n=0

x[n]ej
2πkn
2N

)

= ej
πk
2N

N−1
∑

n=0

x[n]
(

e−j
πk(2n+1)

2N + ej
πk(2n+1)

2N

)

= 2ej
πk
2N

N−1
∑

n=0

x[n] cos
πk(2n+ 1)

2N
, k = 0, 1, . . . , 2N − 1.

(2.14)
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A DCT-II de 
omprimento N dada por X
II

[k] é de�nida a partir de Y [k] da seguinte forma:

X
II

[k] = e−j πk
2N Y [k], k = 0, 1, . . . ,N − 1. (2.15)

Para obter a expressão para a transformação inversa, um pro
edimento similar inverso é

realizado [22℄. Dessa forma, o par de transformadas direta e inversa para a DCT-II pode ser

obtido e é dado por

X
II

[k] = 2
N−1
∑

n=0

x[n] cos

(

πk(2n+ 1)

2N

)

, (2.16)

x[n] =
1

N

N−1
∑

k=0

ckXII

[k] cos

(

πk(2n+ 1)

2N

)

, (2.17)

em que

ck =











1
2
, k = 0,

1, 
aso 
ontrário.

(2.18)

A DCT-II também é apresentada na literatura em sua forma unitária. Na forma unitária,

os vetores da base são normalizados de modo a se tornarem ortonormais (vide Seção 3.3). Os

termos 2, 2
N e ck são distribuídos entre as equações (2.16) e (2.17), resultando nas expressões

X̂
II

[k] =

√

2

N
ĉk

N−1
∑

n=0

x[n] cos

(

πk(2n+ 1)

2N

)

, (2.19)

x[n] =

√

2

N

N−1
∑

k=0

ĉkX̂II

[k] cos

(

πk(2n+ 1)

2N

)

, (2.20)

em que

ĉk =











1√
2
, k = 0,

1, 
aso 
ontrário.

(2.21)

O desenvolvimento da DCT-I é feito de forma similar ao apresentado para a DCT-II. A

extensão de x[n] que leva à DCT-I é feita 
om sobreposição do último elemento da sequên
ia,

produzindo uma nova sequên
ia de 
omprimento M = 2N − 1 
om simetria par em torno do

ponto N − 1. a nova sequên
ia é expressa por [64℄

y
I

[n] =











x[n], 0 ≤ n < N,

x[2N − n− 2], N ≤ n ≤ 2N − 2.

(2.22)

Um exemplo de extensão de tal tipo para N = 5 é mostrado na Figura 2.2.
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0 4 8

Figura 2.2: Extensão y
I

[n] para a DCT-I.

Tomando a DFT de y
I

[n] de forma análoga ao 
aso da DCT-II, obtém-se a de�nição para

a DCT-I. A transformação é dada pelo par de equações de análise e síntese

X
I

[k] = 2
N−1
∑

n=0

αnx[n] cos

(

πkn

N − 1

)

, (2.23)

x[n] =
1

N − 1

N−1
∑

k=0

αkXI

[k] cos

(

πkn

N − 1

)

. (2.24)

A DCT-I na forma unitária é expressa pelas seguintes expressões de análise e síntese:

X̂
I

[k] =

√

2

N − 1

N−1
∑

n=0

α̂nx[n] cos

(

πkn

N − 1

)

,

x[n] =

√

2

N − 1

N−1
∑

k=0

α̂kX̂I

[k] cos

(

πkn

N − 1

)

,

em que

α̂n =











1√
2
, n = 0 ou n = N − 1,

1, 
aso 
ontrário.

Outras formas de extensão 
om simetria par em torno da origem geram os demais tipos

de DCT. As DCT-III e DCT-IV são geradas respe
tivamente pelas seguintes sequên
ias [65℄:

y
III

[n] =



























x[n], 0 ≤ n ≤ N − 1,

0, n = N,

−x[2N − n], N + 1 ≤ n ≤ 2N.

(2.25)
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0 4 10

0

Figura 2.3: Extensão y
III

[n] para a DCT-III.

e

y
IV

[n] =











x[n], 0 ≤ n ≤ N − 1,

−x[2N − n− 1], N + 1 ≤ n ≤ 2N − 1.

(2.26)

Exemplos de extensão para para a DCT-III e DCT-IV de 
omprimento 5 são mostrados

respe
tivamente nas Figuras 2.3 e 2.4.

As DCTs tipo I, II, III e IV são de�nidas formalmente na forma unitária, ou ortonormal,

através das matrizes de transformação

[

CN
I

]

n,k
=

√

2

N − 1
ckcn cos

(

πkn

N − 1

)

,

[

CN
II

]

n,k
=

√

2

N
ck cos

(

πk(2n+ 1)

2N

)

,

[

CN
III

]

n,k
=

√

2

N
cn cos

(

π(2k + 1)n

2N

)

,

[

CN
IV

]

n,k
=

√

2

N
cos

(

π(2k + 1)(2n+ 1)

4N

)

,

(2.27)

em que n, k = 0, 1, . . . ,N − 1 e

cn =











1√
2
, n = 0 ou n = N,

1, 
aso 
ontrário.

(2.28)
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0 4 9

0

Figura 2.4: Extensão y
IV

[n] para a DCT-IV.

2.3 A DCT 
omo Caso Assintóti
o da KLT

Consideremos sinais que podem ser modelados 
omo um pro
esso de Markov de primeira

ordem 
om alta 
orrelação. Nesse 
aso, apli
a-se o limite ρ → 1 às equações (2.8) � (2.11).

Da equação (2.11), tem-se

lim
ρ→1

tan (Nµ) = − lim
ρ→1

(1− ρ2) sinµ

(1 + ρ2) cosµ− 2ρ
= 0. (2.29)

Dessa forma, as raízes não negativas de (2.29) são

µk =
kπ

N
, k = 0, 1, . . . ,N − 1. (2.30)

Substituindo (2.30) em (2.10) e fazendo ρ → 1, tem-se que λk = 0 para k 6= 0. Para avaliar

o 
aso em que k = 0, utiliza-se o operator traço tr(·). O traço de uma matriz A é de�nido

por [66, p. 86℄

tr(A) =
N
∑

n=1

an,n, (2.31)

em que A é uma matriz de dimensão N×N e an,n é o n-ésimo elemento da diagonal prin
ipal.

Uma vez queRy = W·Rx ·W⊤
, as matrizes de 
ovariân
ia são ditas matrizes semelhantes [62,

p. 407℄. Numa transformação de similaridade deste tipo, o traço da matriz é preservado [62,

p. 412℄. Considerando um pro
esso de Markov de primeira ordem, segue-se que

tr(Rx) =
N
∑

n=1

ρ|n−n| = N = tr(Ry) =
N−1
∑

n=0

λn = λ0.
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Portanto, λ0 = N . Substituindo µk e λk em (2.9) para en
ontrar os autovetores, segue-se que

w0(n) =
1√
N

e

wk(n) =

√

2

N
cos

{

π(2n+ 1)i

2N

}

, k 6= 0.

Uni�
ando as duas expressões, tem-se o nú
leo da DCT-II, dado por

wk(n) = ck

√

2

N
cos

{

π(2n+ 1)k

2N

}

, k, n = 0, 1, . . . ,N − 1,

em que

ck =











1√
2

k = 0,

1, 
aso 
ontrário.

Dessa forma, a DCT-II se 
omporta 
omo a KLT para sinais perfeitamente 
orrela
ionados.

Nesse 
aso, toda a energia do sinal é 
on
entrada no primeiro autovetor, 
orrespondente ao

valor médio ou termo DC do sinal. Para sinais altamente 
orrela
ionados, a DCT-II é uma

ex
elente aproximação para a KLT. Uma vez que os vetores da base não dependem do sinal

de entrada, o que possibilita o desenvolvimento de algoritmos rápidos, a DCT-II é a prin
ipal

ferramenta para 
ompa
tação de dados e para des
orrela
ionar vetores.

2.4 Algoritmos Rápidos para a DCT

Ao introduzir a DCT, o método proposto por Ahmed et al. para 
omputar a DCT se base-

ava na relação da DCT 
om a DFT [2℄. Entretanto, tal método emprega aritméti
a 
omplexa

em sua implementação. Posteriormente, diversos algoritmos rápidos mais e�
ientes para a

implementação da DCT foram propostos. Tais algoritmos são denominados transformadas

rápidas do 
osseno (FCTs)

Nesta Seção são apresentados algoritmos rápidos relevantes para a DCT-II. Por ser um

método pioneiro e por ser bastante difundido na literatura, sendo in
lusive apli
ado em apro-

ximações para a DCT baseadas em lifting s
heme [67℄, o método de Chen [14℄ será abordado

em maior nível de detalhes. Outros algoritmos importantes também são abordados, sendo

su
intamente des
ritos. Nesta Seção, por simpli
idade denota-se a matriz da DCT-II de 
om-

primento N por CN , ex
eto quando ne
essário distinguir de outro tipo de DCT. Nesse último


aso, será utilizada a notação empregada na Seção 2.2. Uma 
omparação entre as 
omplexida-

des aritméti
as é apresentada ao �m desta Seção. Neste trabalho, 
onsidera-se 
omplexidade
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aritméti
a de uma transformada a quantidade de operações matemáti
as ne
essárias para


omputar a transformação.

2.4.1 Algoritmo de Chen

Apresentado em 1977, o algoritmo por Chen et al. apresentou uma melhora de fator seis

na 
omplexidade 
omputa
ional quando 
omparado 
om o método baseado na DFT [14℄. O

algoritmo apresentado envolve apenas operações reais e pode ser apli
ado para 
omprimentos

N = 2m, m ≥ 2. O método é baseado na de
omposição da matriz da DCT.

A DCT de 
omprimento N de um vetor x pode ser expressa por X = CN · x, onde X é o

vetor de saída . A matriz CN pode ser de
omposta da seguinte forma re
ursiva [14℄:

CN = PN ·





CN/2 0

0 RN/2



 ·BN , (2.32)

em que PN é uma matriz de permutação que permuta o vetor transformado de uma ordem

bit-reversed para a ordem natural. A matriz RN/2 é de�nida de a
ordo 
om

[

RN/2

]

k,n
=

[

ck cos
(2n+ 1)(2k + 1)π

2N

]

, (2.33)

n, k = 0, 1, . . . ,
N

2
− 1.

A matriz BN é de�nida por

BN =





IN/2 ĪN/2

ĪN/2 −IN/2



 ,

B∗
N =





−IN/2 ĪN/2

ĪN/2 IN/2



 .

(2.34)

Denota-se por ĪN a matriz de ordem N 
uja diagonal se
undária é 
omposta por elementos

unitários e os demais elementos são nulos. A matriz BN apresenta estruturas 
onhe
idas


omo �borboletas� [68℄. Uma estrutura borboleta é mostrada na Figura 2.5. Linhas tra
ejadas

representam multipli
ação por −1. De a
ordo 
om a Figura 2.5, tem-se que X0 = a ·x0+c ·x1

e X1 = b · x0 − d · x1.

A matriz RN/2 de�nida em (2.33) é de
omposta em 2 log2 N − 3 matrizes da seguinte

forma:

RN/2 = M1 ·M2 ·M3 ·M4 · · ·M2 log2 N−3. (2.35)
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X0
x0

x1 X1

a

b

c

d

Figura 2.5: Estrutura borboleta.

Antes de des
rever as matrizes Mi, primeiramente se de�ne as seguintes matrizes para fa
ilitar

a notação:

Sk
i = sin

kπ

i
IN/2i,

S̄k
i = sin

kπ

i
ĪN/2i,

Kk
i = cos

kπ

i
IN/2i,

K̄k
i = cos

kπ

i
ĪN/2i.

As matrizes Mi em (2.35) são 
lassi�
adas nos seguintes tipos:

• Tipo 1: Se trata da primeira matriz M1. É formada 
on
atenando-se termos S
aj

2N pela

diagonal prin
ipal no quadrante de 
ima a esquerda da matriz. O quadrante de baixo,

à direita, é preen
hido 
om termos K
aj

2N . A diagonal se
undária é feita preen
hendo-se


om K̄
aj

2N no quadrante de 
ima, à direta, e S̄
aj

2N no quadrante de baixo a esquerda. Os

valores de aj são a representação bit-reversed [69℄ de N/2 + j − 1, para j = 1, 2, . . . ,N/2.

Resumidamente, a matriz é dada por

M1 =











































Sa1

2N K̄a1

2N

Sa2

2N K̄a2

2N

. . . . .
.

S
aN/4

2N K̄
aN/4

2N

S̄
aN/4+1

2N K
aN/4+1

2N

. .
. . . .

S̄
aN/2−1

2N K
aN/2−1

2N

S̄
aN/2

2N K
aN/2

2N











































. (2.36)

• Tipo 2: Se trata da última matriz, M2 log2 N−3. É de�nida pela 
on
atenação de IN/8,

−K1
4, K

1
4, IN/8 ao longo da diagonal prin
ipal, 
omeçando pelo quadrante de 
ima a es-

querda. Pela diagonal se
undária, 
omeçando no quadrante de 
ima a direita, 
on
atena-se
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0N/8, K1
4, K̄1

4, 0N/8. Dessa forma,

M2 log2 N−3 =

















IN/8

−K1
4 K̄1

4

K̄1
4 K1

4

IN/8

















. (2.37)

• Tipo 3: São 
lassi�
adas neste tipo as demais matrizes Mq 
om índi
e q ímpar. São

formadas pela 
on
atenação su
essiva da sequên
ia IN/2i, −Kkj

i , −Skj

i , IN/2i pela diagonal

prin
ipal 
omeçando do quadrante de 
ima, à esquerda, e indo até o meio, em que i =

N
2(q−1)/2 e j = 1, 2 . . . , i/8. De forma similar, a sequên
ia IN/2i, K

kj

i , S
kj

i , IN/2i 
ontinuando

na diagonal prin
ipal pelo meio até o quadrante de baixo, à direita, em que j = i/8 +

1, i/8 + 2 . . . , i/4. Através da diagonal se
undária é 
on
atenada a sequên
ia 0N/2i, S̄
kj

i ,

−K̄kj

i , 0N/2i no quadrante de 
ima, à direita, até o meio. Continuando pela diagonal

se
undária do meio até o quadrante de baixo, à esquerda, 
on
atena-se a sequên
ia 0N/2i,

−S̄kj

i , K̄
kj

i , 0N/2i. Neste tipo de matriz, os valores de kj são dados através da permutação
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bit-reversed de i/4 + j − 1. Dessa forma,

M3 =























































1 0

−Kk1

N/2 S̄k1

N/2

−Sk1

N/2 −K̄k1

N/2

1 0

. . . . .
.

. .
. . . .

0 1

−S̄kN/8

N/2 K
kN/8

N/2

K̄
kN/8

N/2 S
kN/8

N/2

0 1























































, (2.38)

M5 =























































I2 0

−Kk1

N/4
S̄k1

N/4

−Sk1

N/4 −K̄k1

N/4

I2 0

. . . . .
.

. .
. . . .

0 I2

−S̄kN/16

N/4 K
kN/8

N/2

K̄
kN/16

N/4 S
kN/16

N/4

0 I2























































· · · (2.39)

• Tipo 4: As matrizes Mp de índi
e p par formam este 
onjunto. As matrizes são de�nidas

alternando Bl e B∗
l na diagonal prin
ipal, 
om l = 2P/2

. Dessa forma,

Mp =























B2p/2

B∗
2p/2

. . .

B2p/2

B∗
2p/2























. (2.40)

A 
omplexidade multipli
ativa M(·), dada pelo número de multipli
ações do método, assim


omo a 
omplexidade aditiva A(·), dada pelo número de adições, podem ser derivadas a partir

de (2.32). A matriz de permutação PN não introduz nenhuma operação aritméti
a, enquanto
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a matriz BN , que só possui elementos ±1 
ontribui 
om N adições. Então, deriva-se as

seguintes equações re
ursivas:

A(CN) = N +A(CN/2) + A(RN/2), (2.41)

M(CN) = M(CN/2) +M(RN/2). (2.42)

A expressão para A(RN/2) pode ser inferida notando-se que (2.35) é 
omposta de log2N − 2

matrizes 
uja diagonal se
undária é o
upada pela metade e log2 N−1matrizes 
ompletamente

o
upadas na diagonal prin
ipal e se
undária e sempre que há uma elemento na diagonal

prin
ipal e um elemento na diagonal se
undária, na mesma linha, há uma soma. Portanto,

A(RN/2) =
N

4
(log2 N − 2) +

N

2
(log2 N − 1)

=
3N

4
log2 N −N, N ≥ 4.

(2.43)

Em relação ao número de multipli
ações M(RN/2), apenas as matrizes de índi
e ímpares

(tipo 1, tipo 2 e tipo 3) 
ontribuem 
om termos multipli
ativos. A primeira matriz, do tipo 1,


ontribui 
om N multipli
ações. A última matriz, tipo 2, 
ontribui 
om N/4 multipli
ações.

O restante das log2 N − 3 matrizes, tipo 3, 
ontribuem 
om N/2. Consequentemente,

M(RN/2) = N +
N

4
+

N

2
(log2N − 3)

=
N

2
log2N −

N

4
, N ≥ 8.

(2.44)

Uma vez que

C2 =
1√
2





1 1

1 −1



 , (2.45)

tem-se que A(C2) = 2 e M(C2) = 2. Com esses valores e substituindo (2.44) e (2.43) em

(2.41)e (2.42) e solu
ionando a re
ursividade, tem-se que [14℄

A(CN) =
3N

2
(log2 N − 1) + 2, (2.46)

M(CN) = N log2 N −
3N

2
+ 4, N ≥ 4. (2.47)

2.4.2 Algoritmo de Lee

Em 1984, Lee derivou um algoritmo DIT para a DCT-II [15℄. O método foi ilustrado para

a IDCT de 
omprimento N par, mas pode ser apli
ado para a DCT.
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Des
onsiderando as 
onstantes multipli
ativas, a expressão (2.17) para a IDCT-II pode

ser es
rita separando X
II

[k] em índi
es pares e ímpares, da seguinte forma:

x[n] = g[n] + ĥ[n],

x[N − 1− n] = g[n]− ĥ[n], k = 0, 1, . . . ,N/2 − 1,

em que

g[n] =

N/2−1
∑

k=0

αkXII

(2k) cos

(

(2n+ 1)k

N

)

,

e

ĥ[n] =

N/2−1
∑

k=0

αkXII

(2k + 1) cos

(

(2n+ 1)(2k + 1)

2N

)

.

Após algumas manipulações algébri
as, 
hega-se às expressões

x[n] = g[n] +
1

2 cos
(

2n+1
2N

) · h[n],

x[N − 1− n] = g[n]− 1

2 cos
(

2n+1
2N

) · h[n], k = 0, 1, . . . ,N/2 − 1,
(2.48)

em que

h[n] =

N/2−1
∑

k=0

αk [XII

(2k + 1) +X
II

(2k − 1)] cos

(

(2n+ 1)(2k + 1)

N

)

.

Dessa forma, a IDCT de 
omprimento N é de
omposta na soma de duas IDCTs de 
ompri-

mento N/2. O pro
edimento pode ser apli
ado de forma re
ursiva e pode ser realizado para a

DCT. Considerando a DCT de 
omprimento 8, o método apresenta 
omplexidade aritméti
a

de 12 multipli
ações e 29 adições.

2.4.3 Algoritmo de Wang

Em 1984, Wang prop�s um método sistemáti
o para fatorar as matrizes da DFT, da DCT,

da DST e da DWT [16℄. Uma forma sistemáti
a para de
ompor as matrizes das DCTs tipo

I, II, III e IV foi apresentada para 
omprimentos N = 2k, 
om k inteiro.

Para a DTC-II, a fatoração de Wang é dada por

CN
II

= PN ·





C
N/2
II

C̄
N/2
IV



 · 1√
2
·BN , (2.49)
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em que

PN =





































1 0 · · · 0 0 · · · 0 0

0 0 · · · 0 0 · · · 0 1

0 1 · · · 0 0 · · · 0 0

0 0 · · · 0 0 · · · 1 0

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0 · · · 0 0

0 0 · · · 0 1 · · · 0 0





































,

BN é dado pela Equação (2.34) e C̄
N/2
IV

= ĪN/2 ·CN/2
IV

· ĪN/2. Considerando N = 8, o algoritmo

de Wang apresenta 
omplexidade aritméti
a de 13 multipli
ações e 29 adições.

Wang também mostrou que a de
omposição das matrizes de todas as versões da DCT, da

DST e da DWT, assim 
omo da DFT, dependem apenas da de
omposição da matriz CN
IV .

2.4.4 Algoritmo de Vetterli�Nussbaumer

O algoritmo proposto por Vetterli e Nussbaumer [17℄ para a DCT-II propõe 
omputar

a DCT de 
omprimento N através de duas DFTs reais de 
omprimento N . As seguintes

de�nições são propostas:

i) N -DFT 
osseno:

cos-DFT[k] =
N−1
∑

n=0

x[n] cos

(

2πnk

N

)

, k = 0, 1, . . . ,N − 1.

ii) N -DFT seno:

sin-DFT[k] =
N−1
∑

n=0

x[n] sin

(

2πnk

N

)

, k = 0, 1, . . . ,N − 1.

Através do mapeamento

x̂[n] = x[2n],

x̂[N − n− 1] = x[2n+ 1],
(2.50)

e após algumas manipulações algébri
as, a DCT-II pode ser 
omputada através da expressão

X
II

[k] = cos

(

2πk

4N

)

· cos-DFT[k]− sin

(

2πk

4N

)

· sin-DFT[k]. (2.51)
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De forma análoga, expressões similares são derivadas para cos-DFT[k] e sin-DFT[k]. A

N -DFT 
osseno pode ser 
omputada através da soma de uma N/2-DFT 
osseno e uma N/4-

DCT, assim 
omo a N -DFT seno pode ser 
omputada através da soma de uma N/2-DFT

seno e uma N/4-DCT. O algoritmo pode ser apli
ado de forma re
ursiva A 
omplexidade

aritméti
a para a DCT de 
omprimento 8 é dada por 12 multipli
ações e 29 adições.

2.4.5 Algoritmo de Suehiro�Hatori

Suehiro e Hatori apresentaram em 1984 um algoritmo rápido para a DCT-II baseado

na fatoração da matriz da DCT-IV [18℄. Como men
ionado anteriormente e expli
itado na

Equação (2.49), a de
omposição de CN
II

depende apenas da de
omposição de CN
IV

.

A DCT-IV é fatorada da seguinte forma:

CN
IV

= QN ·VN (J) ·YN (1) ·YN (2) · · ·YN (J − 2) ·YN (J − 1) ·HN , (2.52)

em que J = log2 N , QN é uma matriz de permutação, que inverte a ordem dos elementos de

índi
e ímpar, dada por

QN =





































1 0 0 0 · · · 0 0 0

0 0 0 0 · · · 0 0 1

0 0 1 0 · · · 0 0 0

0 0 0 0 · · · 1 0 0

...
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 0 · · · 0 1 0

0 1 0 0 · · · 0 0 0





































.

VN (J) é a matriz dada por VN (J) = diag
(

T1/4NT5/4N ,T9/4N , · · · ,T(2N−3)/4N

)

, em que

Tr =





cos rπ sin rπ

sin rπ − cos rπ



 .

o operador diag(·) retorna uma matriz blo
o-diagonal 
om os elementos da diagonal prin
ipal

de�nidos, em ordem, pelo argumento. A matriz HN também é uma matriz de permutação
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dada por

HN = PN ·





PN/2

P̄N/2



 · · ·























P4

P̄4

. . .

P4

P̄4























, N ≥ 4.

As matrizes YN (j) são de�nidas 
omo apresentado a seguir:

i)

YN (1) = RN (J − 1) ·XN (J − 1) ·RN(J − 2) ·XN (J − 2) · · ·RN (1) ·XN (1),

em que RN (j) = diag (IN−2j+1 ,U2j+1(j)), j = 1, 2, · · · , J − 1, em que

UN (j) =
1√
2
diag









I2j I2j

I2j −I2j



 ,





I2j I2j

I2j −I2j



 , · · ·





I2j I2j

I2j −I2j







 ,

XN (j) = diag (IN−2j ,E(j)), j = 1, 2, . . . , J−1, E(j) = diag
(

T1/2j+1 ,T5/2j+1 , · · · ,T(2j+1−3)/2j+1

)

.

ii) As demais matrizes YN (j) são de�nidas de a
ordo 
om

YN (2) = diag
(

YN/2(1), IN/2

)

,

YN (3) = diag
(

YN/4(1), IN/4,YN/4(1), IN/4

)

,

...

YN (J − 1) = diag (Y4(1), I4, . . .Y4(1), I4) .

O algoritmo para a DCT-II derivado a partir de tal fatoração apresenta 13 multipli
ações

e 29 adições.
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2.4.6 Algoritmo de Hou

Hou prop�s algoritmo rápido para a DCT-II em 1987 [70℄. Após apli
ar uma permutação

na matriz da DCT-II da forma ĈN = P ·CN , 
om

P =























































1 0 0 0 0 · · · 0 0 0 0

0 0 1 0 0 · · · 0 0 0 0

0 0 0 0 1 · · · 0 0 0 0

...
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 0 0 0 · · · 0 0 1 0

0 0 0 0 0 · · · 0 0 0 1

0 0 0 0 0 · · · 0 1 0 0

...
...

...
...

... . .
. ...

...
...

...

0 1 0 1 0 · · · 0 0 0 0

0 1 0 0 0 · · · 0 0 0 0























































,

a matriz ĈN pode ser de
omposta da seguinte forma:

ĈN =





ĈN/2 ĈN/2

D̂N/2 −D̂N/2



 .

Após uma sequên
ia de manipulações algébri
as, 
hega-se a expressão

ĈN =





ĈN/2 ĈN/2

KĈN/2Q −KĈN/2Q



 ,

em que Q = diag (cos(n+ 1/4)(2π/N)), K = R · L · R. A matriz R é uma matriz de

permutação para ordenação na sequên
ia bit-reversed e

L =























1 0 0 · · · 0

−1 2 0 · · · 0

1 −2 2 · · · 0

...
...

...
. . .

...

−1 2 −2 · · · 2























.

Apli
ando-se re
ursivamente a de
omposição, 
hega-se ao algoritmo dizimado na frequên
ia.

A 
omplexidade aritméti
a para N = 8 é dada por 12 multipli
ações e 29 adições.
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2.4.7 Algoritmo de Loeffler

Em 1989, Loe�er et al. prop�s uma 
lasse de algoritmos para a DCT-II de 
ompri-

mento 8 que atingem o limite multipli
ativo teóri
o, dado por 11 multipli
ações. São também

ne
essárias 29 adições [20℄. A estrutura do algoritmo é mostrada na Figura 2.6.

X6

X1

X3

X5

X7

X2

X4

X0

C3

C1

x0

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x1

I0

I1

O0

O1

O0 = I0 · k · cos
nπ

2N
+ I1 · k · sin

nπ

2N

O1 = −I0 · k · sin
nπ

2N
+ I1 · k · cos

nπ

2N

√

2
√

2

√

2 · C1
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Figura 2.6: Algoritmo rápido para transformada de Walsh-Hadamard

Variações do algoritmo foram apresentadas. O algoritmo de Suehiro, des
rito anteri-

ormente, se trata de uma dentre as variações do algoritmo de Loe�er. Uma extensão do

algoritmo para o 
omprimento N = 16 também foi proposta [20℄.

2.4.8 Algoritmo de Feig�Winograd

Em 1992, Feig e Winograd apresentam um algoritmo rápido para a DCT-II [21℄. A matriz

da DCT-II de 
omprimento N = 8 pode ser es
rita de forma parametrizada da seguinte forma:

C8 =
1

2
·









































γ3 γ3 γ3 γ3 γ3 γ3 γ3 γ3

γ0 γ2 γ4 γ6 −γ6 −γ4 −γ2 −γ0
γ1 γ5 −γ5 −γ1 −γ1 −γ5 γ5 γ1

γ2 −γ6 −γ0 −γ4 γ4 γ0 γ6 −γ2
γ3 −γ3 −γ3 γ3 γ3 −γ3 −γ3 γ3

γ4 −γ0 γ6 γ2 −γ2 −γ6 γ0 −γ4
γ5 −γ1 γ1 −γ5 −γ5 γ1 −γ1 γ5

γ6 −γ4 γ2 −γ0 γ0 −γ2 γ4 −γ6









































,

em que γk = cos(2π(k + 1)/32), k = 0, 1, . . . , 6.

Feig e Winograd sugeriram uma fatoração para a DCT-II da seguinte forma:

C8 =
1

2
·P ·K ·B1 ·B2 ·B3, (2.53)
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em que

P =









































1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0









































é uma matriz de permutação e inversão de sinal,

K =









































γ3 0 0 0 0 0 0 0

0 γ3 0 0 0 0 0 0

0 0 γ5 γ1 0 0 0 0

0 0 −γ1 −γ5 0 0 0 0

0 0 0 0 γ4 −γ6 γ2 γ0

0 0 0 0 −γ0 γ4 −γ6 γ2

0 0 0 0 −γ2 −γ0 γ4 −γ6
0 0 0 0 γ6 −γ2 −γ0 γ4


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
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































,

é uma matriz multipli
ativa e aditiva e

B1 =









































1 1 0 0 0 0 0 0

1 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 −1 0 0 0









































, B2 =









































1 0 0 1 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0

1 0 0 −1 0 0 0 0

0 1 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1









































e
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B3 =









































1 0 0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 1 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 −1
0 1 0 0 0 0 −1 0

0 0 1 0 0 −1 0 0

0 0 0 1 −1 0 0 0









































,

são matrizes aditivas. Tal fatoração propor
iona um algoritmo 
om 
omplexidade aritméti
a

de 22 multipli
ações (matriz K) e 28 adições (matrizes K,B1,B2 e B3). Devido à propriedade

da separação de nú
leo, a 2-D DCT pode ser 
omputada através de 2N apli
ações da 1-D

DCT. Apesar de ser mais 
ustoso 
omputa
ionalmente para a 1-D DCT de 
omprimento 8

do que outros algoritmos 
omo o de Loe�er, por exemplo, Feig e Winograd apresentaram um

algoritmo diretamente para a 2-D DCT de dimensão 8 × 8 que se mostrou mais e�
iente do

que os demais quando 
omputados segundo a �loso�a des
rita anteriormente.

A 2-D DCT de dimensão 8 × 8 pode ser des
rita 
omo o produto da matriz C8
II ⊗ C8

II

pelo vetor de entrada de 
omprimento 64, que representa a matriz 8 × 8 de entrada, em

que o operador ⊗ indi
a produto tensorial [21℄. Utilizando a fatoração (2.53) e apli
ando

o teorema apresentado em [30℄ para produto tensorial, deriva-se o algoritmo que apresenta

94 multipli
ações e 464 adições. A título de 
omparação, o algoritmo de Loe�er empregando

a de
omposição linha-
oluna [22, p. 163℄ apresenta 176 multipli
ações e 464 adições. Uma


omparação 
ompleta 
om todos os algoritmos será apresentada adiante.

2.4.9 Comparação

Na Tabela 2.1, é apresentada a 
omplexidade aritméti
a de 
ada algoritmo des
rito ante-

riormente 
onsiderando a DCT de 
omprimento N = 8. O número de adições e multipli
ações

para ambos os 
asos 1-D e 2-D é apresentado 
omparativamente.

Como introduzido anteriormente, o limite multipli
ativo mínimo estabele
ido em [30℄ é de

11 multipli
ações para a DCT de 
omprimento 8. Este limite é atingido pelo algoritmo de

Loe�er, sendo este o mais e�
iente segundo o 
ritério de número de multipli
ações. Embora

o algorimto de Loe�er seja o mais e�
iente para o 
aso 1-D, ao ser 
omputado a DCT 8× 8
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Tabela 2.1: Complexidade aritméti
a para os algoritmos des
ritos

Método

1-D 2-D

Mult Add Mult Add

Chen [14℄ 16 26 256 416

Lee [15℄ 12 29 192 464

Wang [16℄ 13 29 208 464

Vetterli [17℄ 12 29 192 464

Suehiro [18℄ 13 29 208 464

Hou [19℄ 12 29 192 464

Loe�er [20℄ 11 29 176 464

Feig-Winograd [21℄ 22 28 94 254

de a
ordo 
om a de
omposição linha-
oluna, o método se mostra mais 
ustoso 
omputa
io-

nalmente que o algoritmo de de Feig-Winograd, que 
omputa a 2-D DCT diretamente sem

utilizar a de
omposição linha-
oluna. Os menores valores para o 
aso 1-D e o 
aso 2-D são

desta
ados em negrito na Tabela 2.1.



Capítulo 3

Aproximações para a DCT
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3.1 Introdução

O

desenvolvimento de transformadas inteiras se tornou um tema relevante em pro
essa-

mento digital de sinais, dada a 
res
ente demanda por te
nologias wireless e dispositivos

móveis [71℄. Te
nologias que são alimentadas por baterias e envolvem pro
essamento de sinais

de áudio, imagem estáti
a e dinâmi
a (vídeo) ne
essitam de ferramentas 
om baixo 
usto 
om-

puta
ional e 
om boa performan
e [44,72℄. Na práti
a, esses tipos de sinais são representados

através de números inteiros utilizando base binária [4, p. 141℄. Transformadas trigonométri
as,


omo a DCT e a DST, mapeiam os vetores de entrada em vetores 
om elementos em R [16,65℄.

Dessa forma, os sinais pre
isam ser representados em aritméti
a de ponto �utuante [4, 73℄.

Embora algoritmos rápidos 
omo os des
ritos na Seção 2.4 reduzam drasti
amente o nú-

mero de operações aritméti
as, operações 
om pontos �utuantes permane
em ne
essárias.

Multipli
ações 
om pontos �utuantes são lentas e demandam maior 
onsumo de energia [74℄.

Em apli
ações práti
as, não é possível 
omputar a DCT 
om pre
isão in�nita e erros de trun-


amento ou arredondamento são inevitáveis para a implementação [4, p. 141℄. Além disso, a


ota mínima de 
omplexidade multipli
ativa ja foi atingida [20℄. Sendo assim, propor melho-

rias para os algoritmos de DCT exata é uma tarefa não trivial.

Neste 
ontexto, as aproximações para a DCT permitem reduções 
onsideráveis na 
om-

plexidade aritméti
a [32�46℄. Transformadas baseadas em aritméti
a de ponto �xo que re-

presentem uma aproximação 
om números inteiros para as transformadas trigonométri
as

possibilitam apli
ações VLSI de baixa potên
ia [44,71,72℄. Outra alternativa para a redução

do 
usto 
omputa
ional é 
onsiderar transformadas digitais, isto é, transformadas de�nidas

sobre 
orpos �nitos [75, 76℄. Entretanto, este trabalho aborda apenas as transformadas apro-

ximadas. Neste 
apítulo serão dis
utidas as aproximações inteiras para a DCT.

3.2 Classes de Aproximações

Uma possibilidade para usar aritméti
a 
om números inteiros é substituir os 
oe�
ien-

tes da DCT por elementos do 
onjunto dos números ra
ionais Q. Multipli
ar um valor x

por um número ra
ional 
onsiste em uma multipli
ação e uma divisão por valores inteiros.

Ainda que utilizar aritméti
a de ponto �xo reduza bastante o 
usto em termos de hardware,

multipli
ações e divisões por inteiros são operações relativamente 
ustosas [67, 77℄.

É bem difundido na literatura que, em termos de implementação VLSI, multipli
ar ou
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dividir valores inteiros por números da forma 2n, n ∈ Z, é 
onsideravelmente mais e�
iente

do que por outros valores inteiros. Isso o
orre porque, uma vez que dispositivos trabalham

�si
amente na base binária, realizar tal operação 
onsiste apenas em realizar n deslo
amentos

de bits para a esquerda (multipli
ação) ou para a direita (divisão). Por exemplo, 
onsideremos

o valor (14)10 = (1110)2, em que (·)10 e (·)2 representam bases de
imal e binária, respe
tiva-

mente. Realizar a operação 14× 22 = 56 
orresponde a fazer dois deslo
amentos de bits para

a esquerda, ou seja,

(56)10 = (111000)2.

Em termos de 
ir
uitos digitais, realizar deslo
amentos de bits 
onsome muito menos energia

e 
omponentes de hardware do que realizar um algoritmo usual de multipli
ação [4, 67℄.

Considerando este fato, uma forma de diminuir o esforço 
omputa
ional é 
onsiderar

apenas ra
ionais diádi
os 
omo elementos para substituir os 
oe�
ientes da DCT. Um ra
ional

diádi
o é um elemento do 
onjunto Q es
rito na forma p/2k, em que p, k ∈ N e p < 2k [4℄.

Tais números podem ser representados de a
ordo 
om

p

2k
=

k
∑

i=1

ci

(

1

2i

)

, ci = 0 ou ci = 1. (3.1)

Por exemplo, o ra
ional diádi
o 111/128 pode ser es
rito 
omo

111

128
=

64

128
+

32

128
+

8

128
+

4

128
+

2

128
+

1

128

=
1

21
+

1

22
+

1

24
+

1

25
+

1

27
+

1

28
.

É válido ressaltar que a representação mostrada anteriormente não é úni
a. Alternativamente,

a representação para ra
ionais diádi
os pode ser realizada 
onsiderando o sistema numéri
o


anoni
al-signed-digit (CSD) [78℄. Tal representação é da forma (3.1) 
om ci = 0 ou ci =

±1. Em 
ertas situações, 
onsiderar CSD pode reduzir ainda mais o número de operações.

Considerando ainda o ra
ional 111/128, em CSD tem-se

111

128
= 1− 16

128
− 1

128

= 1− 1

23
− 1

28
.

Em suma, a multipli
ação de qualquer inteiro n por um ra
ional diádi
o da forma (3.1) pode

ser realizada 
om algumas operações de soma e alguns deslo
amento de bits. Embora algumas

aproximações para a DCT baseadas na representação 
om ra
ionais diádi
os tenham sido pro-

postas apresentando desempenho satisfatório, 
omo as que utilizam o lifting s
heme [67,79,80℄,
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a 
omplexidade aditiva e o número de deslo
amento de bits são in
rementadas 
onsideravel-

mente através deste método.

Uma alternativa para reduzir ainda mais a quantidade de operações é 
onsiderar apenas

números da forma 2n, n ∈ Z, 
omo aproximações para os 
oe�
ientes da DCT. Dessa forma,

apenas deslo
amentos de bits são ne
essários para implementar a multipli
ação, evitando as

adições presentes quando se 
onsidera os ra
ionais diádi
os. Um sub
onjunto ainda mais

restrito é de�nido por P =
{

0,±1,±2,±1
2

}

, onde apenas deslo
amentos unitários de bits

são ne
essários para implementação de multipli
ação. Várias aproximações 
onsiderando o


onjunto P serão abordadas subsequentemente.

3.3 Ortogonalidade e Ortonormalidade

Ortogonalidade é uma propriedade desejável em uma aproximação para a DCT. Uma

vez que a inversa de uma matriz ortogonal é a própria transposta, uma matriz de baixa


omplexidade terá inversa de baixa 
omplexidade inerentemente. Neste trabalho, utilizamos

o 
on
eito de ortogonalidade e ortonormalidade.

De�nição 3.1

Seja uma matriz quadrada T. Se o produto T · T⊤
resulta em uma matriz diagonal,

dizemos que T é ortogonal. Parti
ularmente, se T ·T⊤ = T⊤ ·T = I, dizemos que T é

ortonormal. �

De a
ordo 
om o método de ortogonalização através de de
omposição polar [81,82℄ des
rito

em [83℄, ortonormalizar uma transformada ortogonal T exige a multipli
ação por uma matriz

diagonal dada por

D =

√

(T ·T⊤)
−1

, (3.2)

em que

√· representa raiz quadrada matri
ial [84℄. Se T é uma matriz de transformação que

representa uma aproximação ortogonal para a DCT, 
onforme será des
rito adiante, então a

aproximação ortonormal para a DCT é dada por

Ĉ = D ·T. (3.3)

A transformada aproximada de um vetor x = [x0 x1 · · · xN−1]
⊤

é dada pelo vetor

X = [X0 X1 · · · XN−1]
⊤
, 
al
ulado pela expressão

X = Ĉ · x = D ·T · x. (3.4)
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Em algumas apli
ações em que o 
ál
ulo da transformada é apenas uma etapa de um pro-


edimento maior, a matriz D pode ser in
orporada em outras etapas de tal pro
edimento.

Neste 
aso, a matriz D não propor
iona um in
remento na 
omplexidade 
omputa
ional. No


ontexto de 
ompressão de imagens, a matriz D pode ser embutida na etapa subsequente

ao 
ál
ulo da transformada, denominada de etapa de quantização [36, 37, 41℄. A etapa de

quantização é um passo presente nos algoritmos de 
ompressão de imagem [5, 85, 86℄ e será

detalhada adiante no Capítulo 5.

Uma vez que a matriz de transformação é ortonormal, a operação inversa é dada por

x = Ĉ⊤ ·X = T⊤ ·D⊤ ·X. (3.5)

Portanto, o 
ál
ulo da inversa possui as mesmas propriedades de baixa 
omplexidade aritmé-

ti
a da transformação direta.

No 
aso da transformação bidimensional de uma matriz A, as expressões direta e inversa

são dadas respe
tivamente por

B = Ĉ ·A · Ĉ⊤, (3.6)

A = Ĉ⊤ ·B · Ĉ. (3.7)

Transformações ortonormais são também denominadas transformações unitárias [66℄ e

apresentam a propriedade de preservar a energia. A energia do sinal x[n] = xi, i = 0, 1, . . . N − 1

é dada por [64℄

Ex =
N−1
∑

i=0

|xi|2. (3.8)

Para sinais 
om valores reais de xi, a Equação (3.8) pode ser es
rita na seguinte forma ma-

tri
ial: Ex = x⊤ · x. Avaliando a energia EX do vetor transformado X e 
onsiderando que Ĉ

é ortonormal, tem-se que

EX = X⊤ ·X

=
(

Ĉ · x
)⊤
·
(

Ĉ · x
)

= x⊤ · Ĉ⊤ · Ĉ · x

= x⊤ · x

= Ex.

(3.9)

Portanto, a energia do sinal para transformações ortonormais é invariante.
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Considerando agora aproximações não ortogonais, a Equação (3.2) não resulta em uma

matriz diagonal. Dessa forma, a matriz D não pode ser fa
ilmente in
orporada à etapa de

quantização. Entretanto, se a matriz D apresentar uma quantidade pequena de elementos não

nulos fora da diagonal, uma aproximação D̃ pode ser obtida substituindo os elementos fora da

diagonal por zero. Em [32℄, uma métri
a de desvio de diagonalidade foi proposta e utilizada


omo parâmetro para en
ontrar novas aproximações para a DCT. Generalizando (3.4), deriva-

se a seguinte expressão:

D̃ =

√

[diag
M

(T ·T⊤)]
−1

, (3.10)

em que diag
M

(·) retorna uma matriz diagonal 
ujos elementos são dados pela diagonal prin-


ipal da matriz passada no argumento. A aproximação não ortogonal para a DCT é dada

por

C̃ = D̃ ·T. (3.11)

A transformação inversa é dada por

x = C̃−1 ·X = T−1 · D̃−1 ·X. (3.12)

Nota-se que não ne
essariamente a matriz inversa T−1
apresenta baixa 
omplexidade arit-

méti
a. Entretanto, é possível en
ontrar aproximações 
om tal 
ara
terísti
a. Nesse 
aso e

também no 
ontexto de 
ompressão de imagens, a matriz D−1
pode ser in
orporada à etapa

de dequantização, analogamente ao 
aso da transformação direta. Sendo assim, também não

representa um in
remento de 
usto 
omputa
ional ao 
�mputo da transformada inversa.

A transformação direta bidimensional para o 
aso não ortogonal também é dada pela

Equação (3.6). A expressão inversa é 
omputada através das matrizes inversas Ĉ−1
e

(

Ĉ⊤
)−1

,

resultando na expressão

A = C̃−1 ·B ·
(

C̃⊤
)−1

. (3.13)

Proposição 3.1

Seja uma matriz arbitrária W 
om det (W) 6= 0, então
(

W⊤)−1

=
(

W−1
)⊤

.

Demonstração: Se detW 6= 0, existe uma matriz inversa W−1
tal que

W ·W−1 = I.
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Apli
ando o operador transposição ⊤ a ambos os lados da expressão anterior e levando

em 
onta que I = I⊤, temos

(

W ·W−1
)⊤

= I,

(

W−1
)⊤ ·W⊤ = I.

ou

(

W−1
)⊤

=
(

W⊤)−1
. �

Corolário 3.1

A expressão (3.13) para o 
ál
ulo da inversa no 
aso não ortogonal se torna:

A = C̃−1 ·B ·
(

C̃−1
)⊤

, (3.14)

o que permite 
omputar a expressão inversa através da de
omposição linha-
oluna. �

3.4 Aproximações no Conjunto P

3.4.1 Transformada de Walsh-Hadamard

A transformada de Walsh-Hadamard (WHT) [87, p. 301℄ é 
onstruída através da expansão

de um sinal utilizando as funções de Walsh wal(k, t) 
omo base. Tais funções retangulares

são ortogonais no intervalo 0 ≤ t < 1 e são mostradas na Figura 3.1.

Um sinal de tempo dis
reto x(n) de 
omprimento N pode ser expandido em termos das

funções de Walsh uniformemente amostradas 
om período de amostragem 1/N . A seguinte

equação de síntese é obtida:

x(n) =
N−1
∑

k=0

X(k) wal
(

k,
n

N

)

. (3.15)

Os 
oe�
ientes X(k) representam a sequên
ia transformada de Walsh. Tais 
oe�
ientes são

en
ontradas levando em 
onta a ortogonalidade das funções de Walsh. Para tais funções, é

válida a expressão

N−1
∑

n=0

wal
(

k,
n

N

)

wal
(

κ,
n

N

)

=











N, se k = κ,

0, 
aso 
ontrário.

(3.16)
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Figura 3.1: Funções de Walsh.

Multipli
ando ambos os lados da Equação (3.15) por wal
(

κ, n
N

)

e somando entre 0 ≤ n < N

e levando em 
onta a Equação (3.16), deriva-se a expressão de análise para a WHT, dada por

X(κ) =
1

N

N−1
∑

n=0

x(n) wal
(

κ,
n

N

)

. (3.17)

A WHT pode ser es
rita na forma matri
ial. Seja o vetor x = [x1 x2 · · · xN ]⊤, a sequên
ia

de saída X = [X1 X2 · · · XN ]⊤ é dada por

X =
1

N
·HN · x, (3.18)

em que HN é a matriz de Walsh-Haddamard, 
ujas linhas são dadas por amostras igualmente

espaçadas 
om período 1/N das funções de Walsh. Para a matriz de ordem N , é válida a

expressão

HN ·H⊤
N =

1

N
· IN . (3.19)
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Portanto, a transformação inversa é dada por

x = H⊤
N ·X. (3.20)

A matriz da WHT de ordem 8 é mostrada a seguir:

H8 =









































1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 −1 1 −1 1 1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1









































. (3.21)

Um algoritmo rápido para 
omputar a transformação direta dada em (3.18) é mostrado na Fi-

gura 3.2. Conforme explanado na Seção 2.4.1, as linhas tra
ejadas representam multipli
ação

por −1.

X3

X4

X7

X2

X0

X6

x0

x2

x6

x1

x5

x3

x7

x4 X1

X5

Figura 3.2: Algoritmo rápido para transformada de Walsh-Hadamard.

Através do método de ortonormalização des
rito anteriormente, obtêm-se a WHT orto-

normal dada por Ĉ
WHT

= D
WHT

·H8, 
om D
WHT

= diag
(

1√
8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8

)

.

As funções de Walsh possuem propriedades interessantes, 
omo apresentar apenas elemen-

tos ±1, o que permite a derivação de algoritmos rápidos apenas 
om operações de adições. A

WHT apresenta apli
ações em pro
essamento de imagem, 
omo em 
odi�
ação de vídeo [88℄.

Entretanto, essen
ialmente não foi proposta 
omo uma aproximação para a DCT.

3.4.2 A DCT Sinalizada

A SDCT [33℄ foi o método seminal das aproximações da DCT 
onsiderando entradas no


onjunto P. A SDCT é proposta apli
ando a função sign(·) aos elementos da matriz da
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DCT-II, de�nida em (2.27). A função sign é de�nida da seguinte forma:

sign(x) =



























1, se x > 0,

0, se x = 0,

−1, se x < 0.

(3.22)

Se operada em uma matriz, a função sign(·) é apli
ada a 
ada elemento. Dessa forma,

Ĉ
SDCT

=
1√
N

sign
(

CN
II

)

. (3.23)

Para N = 8, a expressão (3.23) resulta na matriz

C
SDCT

=
1√
8









































1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 1 1 −1 −1 1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1









































.

Como a matriz C
SDCT

só possui elementos ±1, sua implementação requer apenas operações

de adição.

A transformação inversa é dada por

C−1
SDCT

=
1√
8









































1 2 1 2 1 0 1 0

1 2 1 0 −1 −2 −1 0

1 0 −1 −2 −1 0 1 2

1 0 −1 0 1 2 −1 −2
1 0 −1 0 1 −2 −1 2

1 0 −1 2 −1 0 1 −2
1 −2 1 0 −1 2 −1 0

1 −2 1 −2 1 0 1 0









































.

Uma vez que C−1
SDCT

6= C⊤
SDCT

, a SDCT não é ortogonal. Entretanto, a inversa apresenta

apenas elementos do 
onjunto P, 
om ex
eção do fator 1/
√
8. Como este fator pode ser

in
luído na etapa inversa da quantização, a transformada inversa pode ser implementada

apenas 
om adições e deslo
amento de bits.
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3.4.3 Aproximação de Lengwehasatit e Ortega

Lengwehasatit e Ortega propuseram em [34℄ uma série de diferentes níveis de aproximações

para a DCT. Em parti
ular, a aproximação de nível 1 apresenta entradas apenas 
om ele-

mentos do 
onjunto P. Nesse trabalho, esta aproximação será denominada de Lengwehasatit-

Ortega DCT (LODCT). A matriz da LODCT é dada por

T
LODCT

=









































1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 1

2
−1

2
−1 −1 −1

2
1
2

1

1 0 −1 −1 1 1 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 0 1 −1 0 1 −1
1
2 −1 1 −1

2 −1
2 1 −1 1

2

0 −1 1 −1 1 −1 1 0









































.

A matriz anterior forne
e uma aproximação para a DCT através da expressão

Ĉ
LODCT

= D
LODCT

·T
LODCT

,

em que

D
LODCT

= diag

(

1√
8
,
1√
6
,
1√
5
,
1√
6
,
1√
8
,
1√
6
,
1√
5
,
1√
6

)

.

3.4.4 Séries Bouguezel-Ahmad-Swamy

Uma série de aproximações para a DCT de baixa 
omplexidade foram introduzidas por

Bouguezel, Ahmad e Swamy (BAS) [35�37,39,40,43℄. As matrizes propostas são baseadas na

SDCT, onde variações das matrizes são obtidas através de mudanças apropriadas nas entradas.

Os novos elementos adi
ionados fazem parte do 
onjunto P, portanto as matrizes permane
em

de baixa 
omplexidade. Tais aproximações foram denominadas no presente trabalho 
omo

T
BAS-1 [36℄, T

BAS-2 [37℄, T
BAS-3 [39℄, T

BAS-4 [40℄, T
BAS-5 [40℄, T

BAS-6 [40℄, T
BAS-7 [43℄.

Em [40℄, foi proposta uma aproximações paramétri
a, em que diferentes es
olhas de um
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úni
o parâmetro geram diferentes métodos. A matriz da transformação é dada por

T(a) =









































1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 a −a −1 −1 −a a 1

0 0 1 0 0 −1 0 0

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

0 0 0 1 −1 0 0 0

1 −1 0 0 −0 0 1 −1
a −1 1 −a −a 1 −1 a









































.

Neste trabalho, de�nimos T
BAS-4 = T(0), T

BAS-5 = T(1/2) e T
BAS-6 = T(1).

As transformações ortogonais T
BAS-m, 1 ≤ m ≤ 7 podem ser ortonormalizadas de a
ordo


om o formalismo des
rito anteriormente. Portanto, as aproximações ortonormais para a

DCT são dadas por Ĉ
BAS-m = D

BAS-m · TBAS-m, 
om D
BAS-m =

√

(

T
BAS-m ·T⊤

BAS-m

)−1
,

1 ≤ m ≤ 7. As matrizes D
BAS-m e T

BAS-m são mostradas na Tabela 3.1.

3.4.5 A DCT arredondada e a DCT arredondada modifi
ada

Em [41℄, Cintra e Bayer propuseram uma aproximação para a DCT baseada na função

de arredondamento round(·), da forma 
omo é implementada no ambiente MATLAB [89℄.

A aproximação é denominada DCT arredondada (RDCT). Apli
a-se a função de arredonda-

mento aos elementos da matriz da DCT de a
ordo 
om

T
RDCT

= round
(

2 ·CN
II

)

. (3.24)

Para N = 8, deriva-se a seguinte matriz:

T
RDCT

=









































1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1

1 0 −1 −1 1 1 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 0 1 −1 0 1 −1
0 −1 1 0 0 1 −1 0

0 −1 1 −1 1 −1 1 0









































,
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Tabela 3.1: Aproximações da série BAS

m T
BAS-m D

BAS-m Referên
ia

1











1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1

2 − 1
2 −1 −1 − 1

2
1
2 1

0 0 −1 0 0 1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 0 0 0 0 1 −1
1
2 −1 1 − 1

2 − 1
2 1 −1 1

2
0 0 0 −1 1 0 0 0











diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1√
5
, 1√

2
, 1√

8
, 1
2 ,

1√
5
, 1√

2

)

[36℄

2









1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
0 0 −1 0 0 1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 0 0 0 0 1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1
0 0 0 −1 1 0 0 0









diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1√
8
, 1√

2
, 1√

8
, 1
2 ,

1√
8
, 1√

2

)

[37℄

3









1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
2 1 −1 −2 −2 −1 1 2
2 1 −1 −2 2 1 −1 −2
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 −1 1 −1 1 1 −1
1 −2 2 −1 −1 2 −2 1
1 −2 2 −1 1 −2 2 −1









diag
(

1√
8
, 1√

8
, 1
2
√
5
, 1
2
√
5
, 1√

8
, 1√

8
, 1
2
√
5
, 1
2
√
5

)

[39℄

4









1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1
0 0 1 0 0 −1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
0 0 0 1 −1 0 0 0
1 −1 0 0 0 0 1 −1
0 −1 1 0 071 −1 0









diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1
2 ,

1√
2
, 1√

8
, 1√

2
, 1
2 ,

1
2

)

(a = 0) em [40℄

5











1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1

2 − 1
2 −1 −1 − 1

2
1
2 1

0 0 1 0 0 −1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
0 0 0 1 −1 0 0 0
1 −1 0 0 0 0 1 −1
1
2 −1 1 − 1

2 − 1
2 1 −1 1

2











diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1√
5
, 1√

2
, 1√

8
, 1√

2
, 1
2 ,

1√
5

)

(

a = 1
2

)

em [40℄

6









1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
0 0 1 0 0 −1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
0 0 0 1 −1 0 0 0
1 −1 0 0 0 0 1 −1
1 −1 1 −1 −171 −1 1









diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1√
8
, 1√

2
, 1√

8
, 1√

2
, 1
2 ,

1√
8

)

(a = 1) em [40℄

7









1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 −1 1 −1 1 1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1
1 −1 1 −1 1 −1 1 −1









diag
(

1√
8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8

)

[43℄
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em que a aproximação ortonormal para DCT é dada por

Ĉ
RDCT

= D
RDCT

·T
RDCT

.

A matriz diagonal D
RDCT

é dada por

D
RDCT

= diag

(

1√
8
,
1√
6
,
1

2
,
1√
6
,
1√
8
,
1√
6
,
1

2
,
1√
6

)

.

Bayer e Cintra introduzem em [42℄ uma nova aproximação para a DCT baseada na

RDCT. Algumas modi�
ações nos elementos da matriz da RDCT foram feitas, derivando

então a RDCT modi�
ada (MRDCT), dada pela seguinte matriz:

T
MRDCT

=









































1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0 0 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1

0 0 −1 0 0 1 0 0

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

0 −1 0 0 0 0 1 0

0 −1 1 0 0 1 −1 0

0 0 0 −1 1 0 0 0









































.

A aproximação ortonormal para a DCT é dada por

Ĉ
MRDCT

= D
MRDCT

·T
MRDCT

.

A matriz diagonal é dada por

D
MRDCT

= diag

(

1√
8
,
1√
2
,
1

2
,
1√
2
,
1√
8
,
1√
2
,
1

2
,
1√
2

)

.

3.4.6 Série de Aproximações Baseadas em Funções Inteiras

Em [32℄, um pro
edimento sistemáti
o para derivar novas aproximações para a DCT

de 
omprimento N = 8 foi proposto. O método é baseado em diferentes funções de arre-

dondamento asso
iados a um parâmetro utilizado para bus
a exaustiva. No pro
edimento

de bus
a, restrições foram impostas, 
omo baixa 
omplexidade, ortogonalidade ou quasi-

ortogonalidade [32℄ e, no 
aso de não ortogonalidade, a matriz inversa possuir baixa 
omple-

xidade.

O mapeamento é feito da forma T
int

= int
(

α ·CN
II

)

. Funções inteiras int(·) 
onsideradas
são dadas pela funções piso, teto, trun
amento e arredondamentos away-from-zero (AFZ),
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half-up (HU), half-down, half-away-from-zero (HAFZ), half-towards-zero (HTZ), half-to-even

(HE), half-to-odd (HO), de�nidas respe
tivamente por

floor(x) = ⌊x⌋ = max{m ∈ Z|m ≤ x},

ceil(x) = ⌈x⌉ = min{m ∈ Z|m ≥ x},

trunc(x) = sign(x) · ⌊|x|⌋,

round
AFZ

(x) = sign(x) · ⌈|x|⌉,

round
HU

(x) = ⌊x+
1

2
⌋,

round
HD

(x) = ⌈x− 1

2
⌉,

round
HAFZ

(x) = sign(x) · ⌊|x|+ 1

2
⌋,

round
HRZ

(x) = sign(x) · ⌈|x| − 1

2
⌉,

round
HE

(x) =











⌊x− 1
2
⌋ se

2x−1
4
∈ Z,

⌊x+ 1
2
⌋ 
aso 
ontrário,

round
HO

(x) =











⌊x+ 1
2⌋ se

2x−1
4 ∈ Z,

⌊x− 1
2⌋ 
aso 
ontrário.

Todas as matrizes derivadas apresentam fatoração similar a do algoritmo de Feig-Winograd,

des
rito na Seção 2.4. A fatoração é dada pela Equação (2.53), em que as entradas γi da matriz

multipli
ativa K são substituídas por entradas mi, 0 ≤ i ≤ 7, que dependem da transformação

em questão. Sendo assim, uma úni
a estrutura de algoritmo rápido pode ser derivada para

todas as aproximações. Tal estrutura é mostrada na Figura A.9 (vide Tabela A.1). Foram

apresentadas as novas matrizes ortogonais T
INT-i, i = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Entretanto, T

INT-3

e T
INT-7 não apresentam apenas elementos no 
onjunto P, e não serão 
onsideradas neste

trabalho, enquanto T
INT-0 se trata da RDCT, apresentada em [41℄ e des
rita anteriormente.

As matrizes de ortonormalização são denotadas por D
INT-i. As aproximações en
ontradas

são apresentadas respe
tivamente nas Tabela 3.2.
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Tabela 3.2: Aproximações ortogonais baseadas em funções inteiras

i T
INT-i D

INT-i

1









1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
0 1 −1 0 0 −1 1 0
1 0 −2 −1 1 2 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −2 0 1 −1 0 2 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1
0 −1 1 −2 2 −1 1 0









diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2 ,

1
2
√
3
, 1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2 ,

1
2
√
3
,
)

2









1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
2 0 0 −2 −2 0 0 2
1 0 −2 −1 1 2 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −2 0 1 −1 0 2 −1
0 −2 2 0 0 2 −2 0
0 −1 1 −2 2 −1 1 0









diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
4 ,

1
2
√
3
, 1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
4 ,

1
2
√
3
,
)

4









1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 0 −1 −1 1 1 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 0 1 −1 0 1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1
0 −1 1 −1 1 −1 1 0









diag
(

1
2
√
2
, 1√

6
, 1
2
√
2
, 1√

6
, 1
2
√
2
, 1√

6
, 1
2
√
2
, 1√

6
,
)

5









1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 0 −2 −1 1 2 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −2 0 1 −1 0 2 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1
0 −1 1 −2 2 −1 1 0









diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2
√
2
, 1
2
√
3
,
)

6









1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
2 1 −1 −2 −2 −1 1 2
1 0 −2 −1 1 2 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −2 0 1 −1 0 2 −1
1 −2 2 −1 −1 2 −2 1
0 −1 1 −2 2 −1 1 0









diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2
√
5
, 1
2
√
3
, 1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2
√
5
, 1
2
√
3
,
)

3.5 Medidas de Desempenho

Como forma de avaliar o desempenho de uma aproximação em relação à transformada

original, algumas métri
as são de�nidas na literatura. Na maioria dos 
asos, tais métri
as

visam avaliar quantitativamente a 
apa
idade da transformada aproximada no 
ontexto de


ompressão de dados. Para tal, os sinais são frequentemente 
onsiderados 
omo sendo um

pro
esso de Markov de primeira ordem, 
omo des
rito na Seção 2.1.

3.5.1 Erro Médio Quadráti
o

O MSE avalia o erro entre as matrizes da transformada aproximada e da transformada

original. Assumindo que C é a matriz da transformada original e Ĉ a matriz da transformada

aproximada, então o erro para um dado vetor de entrada x é

e = C · x− Ĉ · x = (C− Ĉ) · x = Γ · x. (3.25)
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Usando (3.25), o MSE pode ser de�nido 
omo [4℄

ǫ =
1

N
E
[

e · e⊤
]

=
1

N
E
[

x⊤ · Γ⊤ · Γ · x
]

=
1

N
E
[

tr
(

Γ · x · x⊤ · Γ⊤ )]

=
1

N
tr
(

Γ ·Rx · Γ⊤) ,

em que Rx é a matriz de 
ovariân
ia do vetor de entrada x e tr(·) representa o traço de uma

matriz. Uma boa aproximação tende a apresentar baixos valores para MSE (em geral, da

ordem de 10−2
) .

3.5.2 Ganho de Codifi
ação

O ganho de 
odi�
ação da transformada (transform 
oding gain) Cg mede a e�
iên
ia de


odi�
ação da transformação ortogonal para apli
ações de 
ompressão de dados e, por meio

da matriz de 
ovariân
ia Ry do vetor de saída, é de�nido 
omo [4℄

Cg = 10 log10

1
N

N−1
∑

i=0

σ2
xi

(

N−1
∏

i=0

σ2
xi
||fi||2

)

1
N

, (3.26)

em que σ2
xi

é o i-ésimo elemento diagonal da matriz Ry e ||fi|| é a norma do i-ésimo vetor

de base da matriz de transformação. Valores altos de ganho de 
odi�
ação 
orrespondem

a transformadas 
om maior 
apa
idade de 
on
entrar energia em uma menor quantidade de


oe�
ientes. A matriz de 
ovariân
ia Ry pode ser 
omputada através da matriz de 
ovariân
ia

do sinal de entrada Rx pela Equação (2.6). Neste trabalho 
onsideramos os sinais de entrada

modelados 
omo pro
essos de Markov de primeira ordem, sendo válida a Equação (2.8) para

o 
ál
ulo de Rx.

Neste trabalho, também são abordadas transformações não ortogonais. Sendo assim, é

utilizado o ganho de 
odi�
ação uni�
ado C∗
g , introduzido em [4℄. Dada uma matriz de

transformação Ĉ de dimensão N × N e, sendo hk e gk, para k = 0, 1, . . . ,N − 1, os vetores

linha de Ĉ e Ĉ−1
, respe
tivamente, o ganho de 
odi�
ação uni�
ado é dado por

C∗
g = 10 log10

(

N−1
∏

k=0

1

(Ak ·Bk)
1
N

)

, (3.27)

em que Ak = sum
[(

h⊤
k · hk

)

⊙Rx

]

, sum(·) retorna a soma dos elementos da matriz de seu

argumento e o operador ⊙ representa o produto matri
ial de Hadamard (produto elemento a
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elemento) [90℄ e Bk = ||gk||2. Para transformações ortogonais, o ganho de 
odi�
ação Cg e o

ganho de 
odi�
ação uni�
ado C∗
g são equivalentes [4℄.

3.5.3 Efi
iên
ia da Transformada

A e�
iên
ia da transformada (transform e�
ien
y) η é uma métri
a que, assim 
omo o

ganho de 
odi�
ação, forne
e informação de performan
e em 
ompressão de dados [4℄. É

de�nida 
omo

η =

N−1
∑

i=0

|rii|
N−1
∑

i=0

N−1
∑

j=0

|rij |
100%, (3.28)

em que rij são elementos de Ry. Esta métri
a mede o �poder de des
orrelação� da transfor-

mada.

3.5.4 Avaliação das Transformadas

Através das �guras de mérito des
ritas anteriormente, é possível avaliar o desempenho

das transformadas utilizadas sem a ne
essidade de simulações de 
ompressão de imagem.

As quantidades para as medidas de desempenho de 
ada método men
ionado são mostradas

na Tabela 3.3. A DCT exata foi in
luida na tabela para �ns de 
omparação e O MSE foi


al
ulado tomando-a 
omo referên
ia. A aproximação 
om melhor desempenho segundo tais

�guras de mérito é a LODCT. Os valores são desta
ados em negrito. Entretanto, veremos

que o 
usto aritméti
o desta transformada é relativamente elevado, 
om 24 adições. Por outro

lado, a MRDCT apresenta medidas de desempenho inferiores, porém apresenta o menor 
usto

aritméti
o, 
om 14 adições.

Consideremos o 
oe�
iente de 
orrelação de Pearson [91℄. Veri�
a-se um 
oe�
iente de


orrelação entre o ganho de 
odi�
ação uni�
ado e a e�
iên
ia da transformada de ρ = 0.797.

Entretanto, observando a Tabela 3.3, per
ebe-se que a SDCT representa um outlier para o

valor de ganho de 
odi�
ação. O ganho de 
odi�
ação uni�
ado é uma forma de representar

o ganho de 
odi�
ação para transformações não ortogonais, 
omo a SDCT. Se 
onsiderarmos

apenas o ganho de 
odi�
ação entre as transformações ortogonais, nota-se um 
oe�
iente

de 
orrelação de ρ = 0.996 em relação a e�
iên
ia da transformada, 
orroborando que tais

métri
as representam 
ara
terísti
as de desempenho de 
odi�
ação similares. O 
oe�
iente

de 
orrelação entre o MSE e a e�
iên
ia da transformada é ρ = −0.447. O valor negativo é
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esperado, uma vez que o MSE diminui para zero e a e�
iên
ia da transformada aumenta para

93.99% a medida que a transformação se aproxima da DCT.

Tabela 3.3: Medidas de desempenho para os métodos abordados

Método MSE C∗
g (dB) η (%)

DCT 0 8.8259 93.9912

DHT 0.0251 7.9461 85.3138

SDCT [33℄ 0.0207 6.0261 82.6190

LODCT [34℄ 0.0061 8.3902 88.7023

BAS-1 [36℄ 0.0238 8.1194 86.8626

BAS-2 [37℄ 0.0275 7.9126 85.3799

BAS-3 [39℄ 0.0210 8.3251 88.2182

BAS-4 [40℄ 0.0710 7.9118 85.6419

BAS-5 [40℄ 0.0678 8.1194 86.8626

BAS-6 [40℄ 0.0710 7.9126 85.3799

BAS-7 [43℄ 0.0251 7.9461 85.3138

RDCT [41℄ 0.0098 8.1827 87.4297

MRDCT [42℄ 0.0594 7.3326 80.8969

INT-1 [32℄ 0.0375 8.1361 86.8051

INT-2 [32℄ 0.0100 8.1361 86.8051

INT-4 [32℄ 0.0098 8.1834 87.1567

INT-5 [32℄ 0.0100 8.1369 86.5359

INT-6 [32℄ 0.0062 8.3437 88.0594



Capítulo 4

Aproximações Podadas
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4.1 Preliminares

D

e maneira geral, podar um algoritmo rápido de uma transformada tem 
omo objetivo

diminuir a 
omplexidade aritméti
a des
artando elementos dos vetores da transforma-

ção. Dessa forma, as operações envolvendo o elemento des
artado não são realizadas. Este

pro
edimento pode ser representado matemati
amente através do modelo matri
ial para uma

transformação linear. Seja uma transformação linear T : CN → CN
, representada por uma

matriz T genéri
a dada por

T =

















t1,1 t1,2 · · · t1,N

t2,1 t2,2 · · · t2,N
...

...
. . .

...

tN,1 tN,2 · · · tN,N

















. (4.1)

A transformação linear é expressa matemati
amente por

X = T · x,

em que x = [x1 x2 · · · xN ]⊤ e X = [X1 X2 · · · XN ]⊤. Neste ponto, é 
onveniente para a

notação indexar os vetores e matrizes 
om índi
es n, k = 1, 2, . . . ,N .

Suponhamos que o termo xi seja des
onsiderado, de modo que o novo vetor de dimensão

N − 1 é dado por x̂1 = [x1 x2 · · · xi−1 xi+1 · · · xN ]⊤. Consideremos agora uma nova

transformação T̂1 : CN−1 → CN
dada pela expressão X̂1 = T̂1 · x̂1. Se desejarmos manter as

mesmas operações dos elementos da matriz T original pelos elementos restantes do vetor x̂1,

a nova matriz T̂1 de dimensão N × (N − 1) 
orresponde a matriz original T 
om eliminação

da i-ésima 
oluna. Dessa forma,

T̂1 =

















t1,1 t1,2 · · · t1,i−1 t1,i+1 · · · t1,N

t2,1 t2,2 · · · t2,i−1 t2,i+1 · · · t2,N
...

...
. . .

...
...

. . .
...

tN,1 tN,2 · · · tN,i−1 tN,i+1 · · · tN,N

















.

De forma análoga, se uma 
omponente Xk do vetor de saída X for desprezada, a nova transfor-

mação T̂2 : CN → CN−1
é dada por X̂2 = T̂2 ·x. A matriz T̂2 de dimensão (N−1)×N 
orres-

ponde a matriz T 
om a k-ésima linha eliminada e X̂2 = [X1 X2 · · · Xk−1 Xk+1 · · · XN−1]
⊤
.
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Dessa forma,

T̂2 =





































t1,1 t1,2 · · · t1,N

t2,1 t2,2 · · · t2,N
...

...
. . .

...

tk−1,1 tk−1,2 · · · tk−1,N

tk+1,1 tk+1,2 · · · tk+1,N

...
...

. . .
...

tN,1 tN,2 · · · tN,N





































.

Este pro
edimento pode ser generalizado 
omo des
rito adiante.

De�nição 4.1

Seja uma matriz de transformação T : CN → CN
e os vetores x e X, tal que X =

T · x. Seja um 
onjunto de M elementos desprezados do vetor de entrada x, dado

por {xi1 , xi2 , . . . , xiM}, 
om M < N , e um 
onjunto de L elementos desprezados

do vetor de saída X, dado por {Xk1
, Xk2

, . . . , XkL
}, 
om L < N . Sejam os novos veto-

res x̂ e X̂ obtidos ao ex
luir tais elementos. Então, de�ne-se a matriz de transformação

podada T̂ : CN−M → CN−L
. A matriz T̂ é uma submatriz da matriz T em que as linhas

i1, i2, . . . , iM e 
olunas k1, k2, , . . . , kL de T são ex
luídas. A nova transformação é

dada por X̂ = T̂ · x̂. �

Exemplo 4.1

Para exempli�
ar, 
onsideremos a transformada de Walsh-Hadamard na ordem natu-

ral [87, p. 313℄, 
uja expressão matemáti
a é dada por









































X1

X2

X3

X4

X5

X6

X7

X8









































=









































1 1 1 1 1 1 1 1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1
1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 −1 −1 1 −1 1 1 −1









































·









































x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8









































. (4.2)

Tal transformada é uma versão permutada da WHT apresentada na Seção 3.4 e será


onsiderada apenas 
omo exemplo.
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x1

x3

x4

x5

x6

x7

x8

x2

X4

X5

X6

X8

X2

X3

X1

X7

Figura 4.1: Algoritmo rápido para transformada de Walsh-Hadamard na ordem natural.

Um algoritmo rápido para o 
ál
ulo da expressão (4.2) é mostrado na Figura 4.1. O

algoritmo ne
essita de 24 adições. Se para alguma determinada apli
ação, as 
omponentes

X3 e X5 do vetor X e x6 do vetor x podem ser desprezadas, uma nova transformação

podada pode ser proposta de a
ordo 
om a teoria des
rita anteriormente. Neste 
aso,

remove-se da matriz de transformação as ter
eira e quinta linhas (rela
ionadas a X3 e X5)

e a sexta 
oluna (rela
ionada a x6). Sendo assim, a nova transformação é dada por





























X̂1

X̂2

X̂4

X̂6

X̂7

X̂8





























=





























1 1 1 1 1 1 1

1 −1 1 −1 1 1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 1

1 −1 1 −1 −1 −1 1

1 1 −1 −1 −1 1 1

1 −1 −1 1 −1 1 −1





























·



































x1

x2

x3

x4

x5

x7

x8



































. (4.3)

x1

x3

x4

x5

x7

x8

x2

X̂4

X̂6

X̂8

X̂2

X̂1

X̂7

Figura 4.2: Algoritmo rápido para exemplo de transformada de Walsh-Hadamard podada.

Uma maneira de obter um algoritmo rápido para a versão podada é eliminar as linhas

de �uxo que se tornam desne
essárias após a eliminação das 
omponentes. O termo

�podar� surge a partir deste pro
edimento. Sendo assim, um algoritmo rápido para a



69

versão podada da transformada de Walsh-Hadamard (4.3) é mostrado na Figura 4.2 e

requer 20 adições. �

Exemplo 4.2

Algoritmos que 
omputam uma 
omponente úni
a da DFT [92�94℄ podem ser entendidos


omo 
asos parti
ulares da abordagem des
rita nesse 
apítulo. Assim 
omo no exemplo

anterior, esse exemplo não propõe um novo algoritmo para 
omputar uma 
omponente

úni
a da DFT, mas in
lui estes tipos de algoritmo no 
ontexto do método abordado neste

trabalho. A 
omponente V [k] da DFT de um sinal v[n] é 
al
ulada em sua forma direta

pela expressão

V [k] =

N−1
∑

n=0

v[n] ·Wnk
N . (4.4)

O algoritmo de 
omponente úni
a mais popular é o algoritmo de Goertzel [64℄. Tal algo-

ritmo é feito de�nindo o polin�mio

p(x) = (x−Wk
N)(x−W−k

N )

= x2 − 2 cos

(

2kπ

N

)

x+ 1.
(4.5)

Este polin�mio é o polin�mio m�ni
o de menor grau 
om 
oe�
ientes reais que possui Wk
N


omo raiz, ou seja, o polin�mio mínimo de Wk
N sobre os reais. Fazendo

g(x) =
N−1
∑

n=0

v[n] · xn, (4.6)

es
reve-se

g(x) = p(x)Q(x) + r(x), (4.7)

em que o quo
iente Q(x) e o resto r(x) são en
ontrados por divisão polinomial. Conside-

rando que Wk
N é raíz de p(x), a 
omponente V [k] é 
omputada fazendo

V [k] = g(Wk
N) = p(Wk

N)Q(Wk
N) + r(Wk

N) = r(Wk
N). (4.8)

A expressão 4.4 pode ser es
rita na forma matri
ial

V (k) =
[

1 Wk
N W2k

N . . . W
(N−1)k
N

]

· v. (4.9)

A expressão anterior pode ser interpretada 
om a teoria proposta anteriormente, em que

todas as 
omponentes de V (k), ex
eto pela k-ésima, são des
artadas. Sendo assim, a

matriz de transformação é feita eliminando todas as linhas, ex
eto pela k-ésima, resultando

na matriz linha de transformação apresentada na expressão (4.9). �
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4.2 Transformada Dis
reta de Fourier Podada

Em 1971, Markel prop�s a FFT de Cooley-Tukey podada [51℄, em que uma versão do

algoritmo de dizimação na frequên
ia foi introduzida. Nesse 
ontexto, 
omponentes do vetor

de entrada que tendem a ser próximas de zero são desprezadas, eliminando assim as operações

envolvendo tais 
omponentes. A DFT de um sinal x = [x0 x1 · · · xN−1]
⊤

é de�nida 
omo

Xk =

N−1
∑

n=0

xn ·Wnk
N , k = 0, 1, . . . ,N − 1, (4.10)

em que WN = e−j 2π
N
.

Como exemplo, é 
onsiderado o 
aso em que o 
omprimento da transformada é N = 16.

Consideremos que o sinal x possui a maior parte de sua energia 
on
entrada nas 
omponentes

x0 e x1, 
om as demais 
omponentes próximas de zero. Então o algoritmo podado é de-

senvolvido removendo-se as 
omponentes x2, x3, . . . , x15 do algoritmo original, diminuindo a

quantidade de operações.

O algoritmo de Markel pode ser des
rito no formalismo matri
ial proposto. A Equação

(4.10), 
om pode ser es
rita para N = 16 
omo

X = W · x, (4.11)

em que X = [X0 X1 · · · X15]
⊤
e

W =























1 1 1 · · · 1

1 W
(1)(2)
15 W

(1)(3)
15 · · · W

(1)(15)
15

1 W
(2)(1)
15 W

(2)(2)
15 · · · W

(2)(15)
15

...
...

...
. . .

...

1 W
(15)(1)
15 W

(15)(2)
15 · · · W

(15)(15)
15























. (4.12)

A transformada podada é representada pela equação

X̂ = Ŵ · x̂,

em que x̂ = [x0 x1]
⊤
e a nova matriz de transformação é dada por

Ŵ =























1 1

1 W
(1)(2)
15

1 W
(2)(1)
15

...
...

1 W
(15)(1)
15























. (4.13)
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O vetor X̂ tem 
omprimento N = 16 e nesse 
ontexto representa uma aproximação para o

vetor X.

4.3 Transformada Dis
reta do Cosseno Podada

Em diversas apli
ações, a maior parte da energia de um sinal é 
on
entrada nos 
oe�
ientes

de menores frequên
ias da DCT. Esta propriedade de 
ompa
tação de energia sugere podar um

algoritmo para a DCT 
omputando apenas tais 
oe�
ientes. Apesar de ser uma ideia intuitiva,

o primeiro algoritmo podado para a DCT foi proposto por Wang [47℄ apenas em 1991, vinte

anos depois do algoritmo proposto por Markel [51℄. O algoritmo rápido podado proposto por

Wang 
onsiste em podar o algoritmo rápido para a DCT proposto por ele mesmo [16, 47℄.

Matemati
amente, a DCT podada pode ser des
rita segundo o formalismo proposto an-

teriormente. Consideramos um vetor x = [x0 x1 , · · · , xN−1]
⊤
. Para 
omputar apenas os

K primeiros 
oe�
ientes da DCT, a transformação é dada por

X = C〈K〉 · x, (4.14)

em que C〈K〉 é obtida removendo as N − K últimas linhas da matriz C da equação (2.2).

Então, temos que

C〈K〉 =

















c1,1 c1,2 · · · c1,N

c2,1 c2,2 · · · c2,N
...

...
. . .

...

cK,1 cK,2 · · · cK,N

















.

Em [48℄, foi proposto um algoritmo podado para a DCT baseado no tradi
ional algoritmo

de Loe�er. Neste 
enário e em outras apli
ações envolvendo 
ompressão de imagem, são


onsideradas DCTs de duas dimensões. A abordagem 
onsiste em podar um algoritmo de

modo a obter apenas um sub
onjunto dos N2

oe�
ientes da 2-D DCT. Por 
omputar apenas

uma região ou zona da matriz da DCT, o método é frequentemente denominado zonal [48,49℄.

4.4 Relação entre Complexidade Aritméti
a para Mé-

todos Podados em 1-D e 2-D

De�nição 4.2

Sejam respe
tivamente M(·), A(·) e B(·) as 
omplexidade multipli
ativa, 
omplexidade adi-

tiva e a 
omplexidade de deslo
amentos de bits. De�ne-se a 
omplexidade aritméti
a A(·)
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omo: A(·) = M(·) + A(·) + B(·). �

Os desenvolvimentos matemáti
os subsequentes rela
ionados a A(·) também são válidos para

M(·), A(·) e B(·). A 
omplexidade aritméti
a A1D

(

C〈K〉
)

de uma transformação podadaC〈K〉

será denotada simplesmente por A1D(K).

Uma transformação podada C〈K〉 de duas dimensões apli
ada a uma matriz A de dimen-

são N ×N é representada pela matriz X de dimensão K ×K dada por

X = C〈K〉 ·A ·C〈K〉
⊤. (4.15)

Com o propósito de analisar a de
omposição linha-
oluna para o 
aso de uma transformação

podada, a Equação (4.15) pode ser de
omposta da seguinte forma:

X = C〈K〉 ·A ·C〈K〉
⊤

= C〈K〉 ·
(

C〈K〉 ·A⊤)⊤

= C〈K〉 ·B.

(4.16)

Observando a Equação (4.16), nota-se que é possível 
omputar a transformação de duas

dimensões 
omputando a transformação de uma dimensão (4.14) de 
ada 
oluna da matriz

A⊤
ou, equivalentemente, de 
ada linha da matriz A. Nesse ponto, são ne
essários N 
ál
ulos

da transformação de uma dimensão. Em seguida, é 
omputada a DCT de 
ada 
oluna da

matriz intermediária B de dimensão N × K. Nesse ponto, são ne
essários K 
ál
ulos da

transformação de uma dimensão. Portanto, são 
omputadas N transformações das linhas da

matriz A, em seguida K transformações das 
olunas da matriz intermediária B. Fazendo

K = N é obtida a de
omposição linha-
oluna usual não-podada de duas dimensões.

Seja A1D(K), a 
omplexidade aritméti
a em função de K de um algoritmo 1-D para a

transformação podada C〈K〉. A 
omplexidade aritméti
a A2D(K) do algoritmo podado de

duas dimensões 
omputado 
onforme des
rito anteriormente é dada, então, por

A2D(K) = (N +K)A1D(K). (4.17)

De�nição 4.3

Sejam a 
omplexidade aritméti
a A(K) do algoritmo podado e a 
omplexidade aritméti
a

A(N) = A(K)
∣

∣

K=N
do algoritmo original não podado; de�ne-se a redução de 
omplexi-

dade 
omo

R(K) =
A(N)

A(K)
. �
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Uma vez que o valor A(N) é 
onstante para um determinado algoritmo para uma trans-

formação de 
omprimento N , quanto maior o valor R(K), menor o valor de A(K) e maior

a redução da 
omplexidade ao podar o algoritmo 
om parâmetro K em relação ao algoritmo

não podado. Observa-se também que, 
omo A(K) ≤ A(N), então R(K) ≥ 1. Quanto maior

a redução R(K), mais vantajosa será a transformada podada.

Proposição 4.1

Sejam R1D(K) a redução de 
omplexidade para uma transformação podada de uma dimen-

são e R2D(K) a redução de 
omplexidade para a mesma transformação podada, 
omputada

em 2-D de a
ordo 
om a de
omposição linha-
oluna; então R2D(K) > R1D(K).

Demonstração: Considerando a de
omposição linha-
oluna 
omo método de 
om-

putar a aproximação em 2-D, então é válida a Equação (4.17). Tomando a redução de


omplexidade em 2-D através da De�nição 4.3, tem-se que

R2D(K) =
A2D(N)

A2D(K)

=
(2N)A1D(N)

(K +N)A1D(K)

=
2N

K +N
R1D(K).

Como K +N < 2N , então temos que R2D(K) > R1D(K). �

Em outras palavras, a Proposição 4.1 mostra que a redução da 
omplexidade aritméti
a

quando um algoritmo é podado é ainda maior para o 
aso de duas dimensões. Este fato

representa uma grande vantagem do método para apli
ações que envolvem transformadas

em 2-D, 
omo 
odi�
ação de imagem e vídeo.

4.5 Aproximações Podadas

O mesmo pro
edimento apli
ado à DCT pode ser feito para uma DCT aproximada. Seja

uma matriz T da forma (4.1) de baixa 
omplexidade 
omputa
ional, que forne
e uma apro-

ximação para Ĉ = D ·T, em que D =

√

[diag
M

(T ·T⊤)]
−1

. Uma aproximação para a DCT

em geral também possui propriedade de 
ompa
tação de energia similar à DCT exata. Isto

signi�
a que as aproximações também tendem a 
on
entrar a maior parte da energia e infor-

mação útil do sinal nas 
omponentes de baixa frequên
ia do vetor de saída. Sendo assim, não


omputar as 
omponentes de alta frequên
ia pode gerar resultados proveitosos.
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De forma análoga ao 
aso da DCT, de�ne-se a matriz da transformação podada em que

as K 
omponentes de mais baixa frequên
ia são preservadas 
omo

T〈K〉 =

















t1,1 t1,2 · · · t1,N

t2,1 t2,2 · · · t2,N
...

...
. . .

...

tK,1 tK,2 · · · tK,N

















, (4.18)

que forne
e uma aproximação podada para a DCT de a
ordo 
om Ĉ〈K〉 = D[K] · T〈K〉, em

que D[K] é a matriz K × K que preserva os primeiros K elementos da diagonal da matriz

D. Sendo assim, D[K] =

√

[

diag
M

(

T〈K〉 ·T〈K〉
⊤
)]−1

. As matrizes T〈K〉 e D[K] inspiram

as De�nição 4.4 e 4.5.

De�nição 4.4

Seja uma matriz T de dimensão N × N . De�ne-se a matriz T〈K〉 de dimensão K × N ,


om K < N , em que as primeiras K linhas da matriz T são preservadas. �

De�nição 4.5

Seja uma matriz D de dimensão N × N . De�ne-se a matriz D[K] de dimensão K ×K,


om K < N , em que as primeiras K linhas e primeiras K 
olunas da matriz D são

preservadas. �

Note que tais de�nições são 
asos parti
ulares da De�nição 4.1.

Os algoritmos rápidos para todos os métodos são apresentados no Apêndi
e A. As medi-

das de desempenho apresentadas na Seção 3.5 assumem que a matriz deve ser inversível ou

apresentar dimensão N × N , não podendo ser apli
adas aos métodos podados. Entretanto,

tais medidas representam uma indi
ação ini
ial de quais métodos apresentarão melhores de-

sempenhos quando podados. Os métodos podados podem ser avaliados através de simulações

de 
ompressão de imagem, 
onforme será abordado no Capítulo 5.
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Tabela 4.1: Aproximações SDCT podadas

K T〈K〉 D[K]

1 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1√
8

2

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

]

diag
(

1√
8
, 1√

8

)

3

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

]

diag
(

1√
8
, 1√

8
, 1√

8

)

4

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 −1 −1 −1 1 1 1 −1

]

diag
(

1√
8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8

)

5

[ 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 −1 −1 −1 1 1 1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

]

diag
(

1√
8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8

)

6





1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 −1 −1 −1 1 1 1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 1 1 −1 −1 1 −1



 diag
(

1√
8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8

)

7







1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 −1 −1 −1 1 1 1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 1 1 −1 −1 1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1






diag

(

1√
8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8

)

4.5.1 DCT Sinalizada Podada

A matriz original da SDCT é dada por

T =









































1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 1 1 −1 −1 1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1









































,

que representa através de Ĉ = D ·T uma aproximação para a DCT, em que

D = diag

(

1√
8
,
1√
8
,
1√
8
,
1√
8
,
1√
8
,
1√
8
,
1√
8
,
1√
8

)

.

Apli
ando o pro
edimento des
rito anteriormente em (4.18) para a matriz da SDCT, obtemos

as suas respe
tivas matrizes podadas. As matrizes T〈K〉 e D[K] são mostradas na Tabela 4.1.

O 
aso parti
ular, K = 1 para todos os métodos 
onsiderados, estão omitidos das �guras

a seguir. Tal 
aso será 
omentado posteriormente.
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Tabela 4.2: Aproximações BAS-1 podadas

K T〈K〉 D[K]

1 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1√
8

2

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1

]

diag
(

1√
8
, 12

)

3

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1

2 − 1
2 −1 −1 − 1

2
1
2 1

]

diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1√
5

)

4

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1

2 − 1
2 −1 −1 − 1

2
1
2 1

0 0 −1 0 0 1 0 0

]

diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1√
5
, 1√

2

)

5





1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1

2 − 1
2 −1 −1 − 1

2
1
2 1

0 0 −1 0 0 1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1



 diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1√
5
, 1√

2
, 1√

8

)

6







1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1

2 − 1
2 −1 −1 − 1

2
1
2 1

0 0 −1 0 0 1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 0 0 0 0 1 −1






diag

(

1√
8
, 1
2 ,

1√
5
, 1√

2
, 1√

8
, 1
2

)

7









1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1

2 − 1
2 −1 −1 − 1

2
1
2 1

0 0 −1 0 0 1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 0 0 0 0 1 −1
1
2 −1 1 − 1

2 − 1
2 1 −1 1

2









diag
(

1√
8
, 12 ,

1√
5
, 1√

2
, 1√

8
, 1
2 ,

1√
5

)

4.5.2 Aproximações BAS Podadas

As matrizes de baixa 
omplexidade e matrizes de ortonormalização para todos os métodos

ortogonais da série BAS são apresentadas na Subseção 3.4.4. As aproximações ortogonais são

apresentadas na Tabela 3.1.

As novas aproximações podadas baseadas em 
ada uns dos métodos BAS são apresentadas

nas Tabelas 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6, 4.7 e 4.8.

4.5.3 Aproximação Lengwehasatit-Ortega Podada

A aproximação LODCT é representada pela matriz

T =









































1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 1

2 −1
2 −1 −1 −1

2
1
2 1

1 0 −1 −1 1 1 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 0 1 −1 0 1 −1
1
2
−1 1 −1

2
−1

2
1 −1 1

2

0 −1 1 −1 1 −1 1 0









































.
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Tabela 4.3: Aproximações BAS-2 podadas

K T〈K〉 D[K]

1 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1√
8

2

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1

]

diag
(

1√
8
, 1
2

)

3

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

]

diag
(

1√
8
, 12 ,

1√
8

)

4

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
0 0 −1 0 0 1 0 0

]

diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1√
8
, 1√

2

)

5

[ 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
0 0 −1 0 0 1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

]

diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1√
8
, 1√

2
, 1√

8

)

6





1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
0 0 −1 0 0 1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 0 0 0 0 1 −1



 diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1√
8
, 1√

2
, 1√

8
, 1
2

)

7







1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
0 0 −1 0 0 1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 0 0 0 0 1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1






diag

(

1√
8
, 1
2 ,

1√
8
, 1√

2
, 1√

8
, 1
2 ,

1√
8

)

Tabela 4.4: Aproximações BAS-3 podadas

K T〈K〉 D[K]

1 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1√
8

2

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

]

diag
(

1√
8
, 1√

8

)

3

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
2 1 −1 −2 −2 −1 1 2

]

diag
(

1√
8
, 1√

8
, 1
2
√
5

)

4

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
2 1 −1 −2 −2 −1 1 2
2 1 −1 −2 2 1 −1 −2

]

diag
(

1√
8
, 1√

8
, 1
2
√
5
, 1
2
√
5

)

5

[ 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
2 1 −1 −2 −2 −1 1 2
2 1 −1 −2 2 1 −1 −2
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

]

diag
(

1√
8
, 1√

8
, 1
2
√
5
, 1
2
√
5
, 1√

8

)

6





1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
2 1 −1 −2 −2 −1 1 2
2 1 −1 −2 2 1 −1 −2
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 −1 1 −1 1 1 −1



 diag
(

1√
8
, 1√

8
, 1
2
√
5
, 1
2
√
5
, 1√

8
, 1√

8

)

7







1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
2 1 −1 −2 −2 −1 1 2
2 1 −1 −2 2 1 −1 −2
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 −1 1 −1 1 1 −1
1 −2 2 −1 −1 2 −2 1






diag

(

1√
8
, 1√

8
, 1
2
√
5
, 1
2
√
5
, 1√

8
, 1√

8
, 1
2
√
5

)
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Tabela 4.5: Aproximações BAS-4 podadas

K T〈K〉 D[K]

1 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1√
8

2

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1

]

diag
(

1√
8
, 1
2

)

3

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1

]

diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1
2

)

4

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1
0 0 1 0 0 −1 0 0

]

diag
(

1√
8
, 12 ,

1
2 ,

1√
2

)

5

[ 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1
0 0 1 0 0 −1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

]

diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1
2 ,

1√
2
, 1√

8

)

6





1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1
0 0 1 0 0 −1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
0 0 0 1 −1 0 0 0



 diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1
2 ,

1√
2
, 1√

8
, 1√

2

)

7







1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1
0 0 1 0 0 −1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
0 0 0 1 −1 0 0 0
1 −1 0 0 0 0 1 −1






diag

(

1√
8
, 1
2 ,

1
2 ,

1√
2
, 1√

8
, 1√

2
, 1
2

)

Tabela 4.6: Aproximações BAS-5 podadas

K T〈K〉 D[K]

1 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1√
8

2

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1

]

diag
(

1√
8
, 1
2

)

3

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1

2 − 1
2 −1 −1 − 1

2
1
2 1

]

diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1√
5

)

4

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1

2 − 1
2 −1 −1 − 1

2
1
2 1

0 0 1 0 0 −1 0 0

]

diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1√
5
, 1√

2

)

5





1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1

2 − 1
2 −1 −1 − 1

2
1
2 1

0 0 1 0 0 −1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1



 diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1√
5
, 1√

2
, 1√

8

)

6







1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1

2 − 1
2 −1 −1 − 1

2
1
2 1

0 0 1 0 0 −1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
0 0 0 1 −1 0 0 0






diag

(

1√
8
, 1
2 ,

1√
5
, 1√

2
, 1√

8
, 1√

2

)

7









1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1

2 − 1
2 −1 −1 − 1

2
1
2 1

0 0 1 0 0 −1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
0 0 0 1 −1 0 0 0
1 −1 0 0 0 0 1 −1









diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1√
5
, 1√

2
, 1√

8
, 1√

2
, 1
2

)
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Tabela 4.7: Aproximações BAS-6 podadas

K T〈K〉 D[K]

1 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1√
8

2

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1

]

diag
(

1√
8
, 1
2

)

3

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

]

diag
(

1√
8
, 12 ,

1√
8

)

4

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
0 0 1 0 0 −1 0 0

]

diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1√
8
, 1√

2

)

5

[ 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
0 0 1 0 0 −1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

]

diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1√
8
, 1√

2
, 1√

8

)

6





1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
0 0 1 0 0 −1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
0 0 0 1 −1 0 0 0



 diag
(

1√
8
, 1
2 ,

1√
8
, 1√

2
, 1√

8
, 1√

2

)

7







1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
0 0 1 0 0 −1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
0 0 0 1 −1 0 0 0
1 −1 0 0 0 0 1 −1






diag

(

1√
8
, 1
2 ,

1√
8
, 1√

2
, 1√

8
, 1√

2
, 1
2

)

Tabela 4.8: Aproximações BAS-7 podadas

K T〈K〉 D[K]

1 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1√
8

2

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

]

diag
(

1√
8
, 1√

8

)

3

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

]

diag
(

1√
8
, 1√

8
, 1√

8

)

4

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 1 −1 −1 1 1 −1 −1

]

diag
(

1√
8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8

)

5

[ 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

]

diag
(

1√
8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8

)

6





1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 −1 1 −1 1 1 −1



 diag
(

1√
8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8

)

7







1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 −1 1 −1 1 1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1






diag

(

1√
8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8
, 1√

8

)
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Tabela 4.9: Aproximações LODCT podadas

K T〈K〉 D[K]

1 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1√
8

2

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1

]

diag
(

1√
8
, 1√

6

)

3

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 1

2 − 1
2 −1 −1 − 1

2
1
2 1

]

diag
(

1√
8
, 1√

6
, 1√

5

)

4

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 1

2 − 1
2 −1 −1 − 1

2
1
2 1

1 0 −1 −1 1 1 0 −1

]

diag
(

1√
8
, 1√

6
, 1√

5
, 1√

6

)

5





1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 1

2 − 1
2 −1 −1 − 1

2
1
2 1

1 0 −1 −1 1 1 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1



 diag
(

1√
8
, 1√

6
, 1√

5
, 1√

6
, 1√

8

)

6







1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 1

2 − 1
2 −1 −1 − 1

2
1
2 1

1 0 −1 −1 1 1 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 0 1 −1 0 1 −1






diag

(

1√
8
, 1√

6
, 1√

5
, 1√

6
, 1√

8
, 1√

6

)

7









1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 1

2 − 1
2 −1 −1 − 1

2
1
2 1

1 0 −1 −1 1 1 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 0 1 −1 0 1 −1
1
2 −1 1 − 1

2 − 1
2 1 −1 1

2









diag
(

1√
8
, 1√

6
, 1√

5
, 1√

6
, 1√

8
, 1√

6
, 1√

5

)

A aproximação impli
ada pela matriz anterior é dada por Ĉ = D ·T, em que

D = diag

(

1√
8
,
1√
6
,
1√
5
,
1√
6
,
1√
8
,
1√
6
,
1√
5
,
1√
6

)

.

As aproximações podadas derivadas da LODCT são mostradas na Tabela 4.9.

4.5.4 DCT Arredondada Podada

A RDCT é representada pela matriz de baixa 
omplexidade

T =









































1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1

1 0 −1 −1 1 1 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 −1 0 1 −1 0 1 −1
0 −1 1 0 0 1 −1 0

0 −1 1 −1 1 −1 1 0









































,

em que a aproximação para a DCT é dada por Ĉ = D ·T. A matriz diagonal D é dada por

D = diag

(

1√
8
,
1√
6
,
1

2
,
1√
6
,
1√
8
,
1√
6
,
1

2
,
1√
6

)

.

As transformadas podadas derivadas da RDCT são mostradas na Tabela 4.10.
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Tabela 4.10: Aproximações RDCT podadas

K T〈K〉 D[K]

1 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1√
8

2

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1

]

diag
(

1√
8
, 1√

6

)

3

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1

]

diag
(

1√
8
, 1√

6
, 1
2

)

4

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1
1 0 −1 −1 1 1 0 −1

]

diag
(

1√
8
, 1√

6
, 1
2 ,

1√
6

)

5

[ 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1
1 0 −1 −1 1 1 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

]

diag
(

1√
8
, 1√

6
, 12 ,

1√
6
, 1√

8

)

6





1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1
1 0 −1 −1 1 1 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 0 1 −1 0 1 −1



 diag
(

1√
8
, 1√

6
, 1
2 ,

1√
6
, 1√

8
, 1√

6

)

7







1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1
1 0 −1 −1 1 1 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 0 1 −1 0 1 −1
0 −1 1 0 0 1 −1 0






diag

(

1√
8
, 1√

6
, 1
2 ,

1√
6
, 1√

8
, 1√

6
, 1
2

)

4.5.5 DCT Arredondada Modifi
ada Podada

A MRDCT está asso
iada à seguinte matriz de baixa 
omplexidade:

T =









































1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 0 0 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1

0 0 −1 0 0 1 0 0

1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

0 −1 0 0 0 0 1 0

0 −1 1 0 0 1 −1 0

0 0 0 −1 1 0 0 0









































.

A matriz diagonal é dada por

D = diag

(

1√
8
,
1√
2
,
1

2
,
1√
2
,
1√
8
,
1√
2
,
1

2
,
1√
2

)

.

As novas transformadas derivadas da MRDCT são mostradas na Tabela 4.11.

4.5.6 Aproximações Baseadas em Funções Inteiras Podadas

Em 3.4.6, foram apresentadas algumas aproximações baseadas em funções inteiras pro-

postas em [32℄. As matrizes de baixa 
omplexidade e de ortonormalização para os métodos
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Tabela 4.11: Aproximações MRDCT podadas

K T〈K〉 D[K]

1 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1√
8

2

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 −1

]

diag
(

1√
8
, 1√

2

)

3

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1

]

diag
(

1√
8
, 1√

2
, 1
2

)

4

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1
0 0 −1 0 0 1 0 0

]

diag
(

1√
8
, 1√

2
, 1
2 ,

1√
2

)

5

[ 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1
0 0 −1 0 0 1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

]

diag
(

1√
8
, 1√

2
, 12 ,

1√
2
, 1√

8

)

6





1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1
0 0 −1 0 0 1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
0 −1 0 0 0 0 1 0



 diag
(

1√
8
, 1√

2
, 1
2 ,

1√
2
, 1√

8
, 1√

2

)

7







1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1
0 0 −1 0 0 1 0 0
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
0 −1 0 0 0 0 1 0
0 −1 1 0 0 1 −1 0






diag

(

1√
8
, 1√

2
, 1
2 ,

1√
2
, 1√

8
, 1√

2
, 1
2

)

originais são mostradas na Tabela 3.2. As aproximações podadas derivadas destes métodos

são mostradas nas Tabelas 4.12, 4.13, 4.14, 4.15 e 4.16.

4.5.7 Considerações

A Tabela 4.17 mostra a 
omplexidade aditiva para 
ada método proposto em 1-D e 2-D

para 
ada valor de K. As 
omplexidades em 1-D foram 
al
uladas 
ontando-se as operações

para 
ada algoritmo apresentado no Apêndi
e A e as 
omplexidades em 2-D foram 
omputadas

utilizando-se a Equação (4.17). Em termos de 
usto 
omputa
ional, os métodos mais e�
ientes

são baseados na MRDCT [42℄. Esse resultado é esperado, uma vez que esta transformação

originalmente possui a menor 
omplexidade.

Para o 
aso K = 1, observa-se que todos os métodos possuem a mesma 
omplexidade

aditiva. De fato, todos os métodos para este 
aso são degenerados para a mesma matriz

[ 1 1 1 1 1 1 1 1 ]. Consequentemente, os algoritmos rápidos asso
iados são os mesmos e as 
om-

plexidades idênti
as, 
om 7 adições e não são apresentados no Apêndi
e A. Esta matriz


omputa o termo médio (termo DC) do vetor de entrada. Um blo
o de imagem 
odi�
ado

por essa matriz terá apenas o valor médio dos pixels armazenados. A imagem re
uperada

possuirá tais blo
os 
om valores 
onstantes.

Outras equivalên
ias também podem ser observadas para o 
aso K = 2. A BAS-7 e

SDCT para este 
aso possuem a mesma matriz

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

]

. A RDCT e LODCT
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Tabela 4.12: Aproximações INT-1 podadas

K T〈K〉 D[K]

1 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1√
8

2

[

1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2

]

diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3

)

3

[

1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
0 1 −1 0 0 −1 1 0

]

diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2

)

4

[

1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
0 1 −1 0 0 −1 1 0
1 0 −2 −1 1 2 0 −1

]

diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2 ,

1
2
√
3

)

5

[ 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
0 1 −1 0 0 −1 1 0
1 0 −2 −1 1 2 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

]

diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 12 ,

1
2
√
3
, 1
2
√
2

)

6





1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
0 1 −1 0 0 −1 1 0
1 0 −2 −1 1 2 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −2 0 1 −1 0 2 −1



 diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2 ,

1
2
√
3
, 1
2
√
2
, 1
2
√
3

)

7







1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
0 1 −1 0 0 −1 1 0
1 0 −2 −1 1 2 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −2 0 1 −1 0 2 −1
1 0 0 −1 −1 0 0 1






diag

(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2 ,

1
2
√
3
, 1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2

)

Tabela 4.13: Aproximações INT-2 podadas

K T〈K〉 D[K]

1 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1√
8

2

[

1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2

]

diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3

)

3

[

1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
2 0 0 −2 −2 0 0 2

]

diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
4

)

4

[

1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
2 0 0 −2 −2 0 0 2
1 0 −2 −1 1 2 0 −1

]

diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
4 ,

1
2
√
3

)

5

[ 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
2 0 0 −2 −2 0 0 2
1 0 −2 −1 1 2 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

]

diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 14 ,

1
2
√
3
, 1
2
√
2

)

6





1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
2 0 0 −2 −2 0 0 2
1 0 −2 −1 1 2 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −2 0 1 −1 0 2 −1



 diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
4 ,

1
2
√
3
, 1
2
√
2
, 1
2
√
3

)

7







1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
2 0 0 −2 −2 0 0 2
1 0 −2 −1 1 2 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −2 0 1 −1 0 2 −1
0 −2 2 0 0 2 −2 0






diag

(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
4 ,

1
2
√
3
, 1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
4

)
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Tabela 4.14: Aproximações INT-4 podadas

K T〈K〉 D[K]

1 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1√
8

2

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1

]

diag
(

1
2
√
2
, 1√

6

)

3

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

]

diag
(

1
2
√
2
, 1√

6
, 1
2
√
2

)

4

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 0 −1 −1 1 1 0 −1

]

diag
(

1
2
√
2
, 1√

6
, 1
2
√
2
, 1√

6

)

5

[ 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 0 −1 −1 1 1 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

]

diag
(

1
2
√
2
, 1√

6
, 1
2
√
2
, 1√

6
, 1
2
√
2

)

6





1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 0 −1 −1 1 1 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 0 1 −1 0 1 −1



 diag
(

1
2
√
2
, 1√

6
, 1
2
√
2
, 1√

6
, 1
2
√
2
, 1√

6

)

7







1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 0 −1 −1 1 1 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 0 1 −1 0 1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1






diag

(

1
2
√
2
, 1√

6
, 1
2
√
2
, 1√

6
, 1
2
√
2
, 1√

6
, 1
2
√
2

)

Tabela 4.15: Aproximações INT-5 podadas

K T〈K〉 D[K]

1 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1√
8

2

[

1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2

]

diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3

)

3

[

1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

]

diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2
√
2

)

4

[

1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 0 −2 −1 1 2 0 −1

]

diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2
√
2
, 1
2
√
3

)

5

[ 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 0 −2 −1 1 2 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

]

diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2
√
2

)

6





1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 0 −2 −1 1 2 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −2 0 1 −1 0 2 −1



 diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2
√
2
, 1
2
√
3

)

7







1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 0 −2 −1 1 2 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −2 0 1 −1 0 2 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1






diag

(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2
√
2

)
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Tabela 4.16: Aproximações INT-6 podadas

K T〈K〉 D[K]

1 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 1√
8

2

[

1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2

]

diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3

)

3

[

1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
2 1 −1 −2 −2 −1 1 2

]

diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2
√
5

)

4

[

1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
2 1 −1 −2 −2 −1 1 2
1 0 −2 −1 1 2 0 −1

]

diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2
√
5
, 1
2
√
3

)

5

[ 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
2 1 −1 −2 −2 −1 1 2
1 0 −2 −1 1 2 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

]

diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2
√
5
, 1
2
√
3
, 1
2
√
2

)

6





1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
2 1 −1 −2 −2 −1 1 2
1 0 −2 −1 1 2 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −2 0 1 −1 0 2 −1



 diag
(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2
√
5
, 1
2
√
3
, 1
2
√
2
, 1
2
√
3

)

7







1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 0 0 −1 −1 −2
2 1 −1 −2 −2 −1 1 2
1 0 −2 −1 1 2 0 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −2 0 1 −1 0 2 −1
1 −2 2 −1 −1 2 −2 1






diag

(

1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2
√
5
, 1
2
√
3
, 1
2
√
2
, 1
2
√
3
, 1
2
√
5

)

se reduzem a matriz

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 −1 −1 −1

]

. Para o mesmo 
aso, BAS-1 e BAS-2 geram a

matriz

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 −1 −1

]

. Tais métodos apresentam 
omplexidade iguais entre si, 
om 14,

12 e 10 adições respe
tivamente. Outras equivalên
ias podem ser en
ontradas para valo-

res maiores de K. Para K = 3, en
ontra-se que a SDCT e BAS-7 apresentam as matrizes

[

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

]

. Uma 
ondição ne
essária para que haja uma equivalên
ia entre ma-

trizes para um determinado valor de K = κ é que também haja equivalên
ia para K < κ.

Isso o
orre porque as κ primeiras linhas das matrizes pre
isam ser idênti
as para que haja

equivalên
ia. Diversas outras equivalên
ias podem ser en
ontradas.

4.5.8 Cál
ulo da Transformação Inversa

As matrizes podadas Ĉ〈K〉 não são matrizes quadradas. Para tais tipos de matrizes,

pode-se abordar as questões de inversibilidade à esquerda e à direita [66, p. 98℄ e de inversas

generalizadas [66, p. 363℄. Uma matriz H de dimensão K × N é dita inversível à esquerda

se existe uma matriz HL N ×K tal que HL ·H = IN . Nesse 
aso, é equivalente dizer que

rank(H) = N [66, p. 98℄, em que rank(·) retorna o posto (rank) do argumento [62, p. 270℄.

De forma similar, a matriz H é dita inversível à direita se existe uma matriz HD N ×K tal

que H ·HD = IK . Nesse 
aso, é equivalente dizer que rank(H) = K [66, p. 98℄.

A transformação podada direta em 2-D de uma matriz A é dada por

X = Ĉ〈K〉 ·A · Ĉ⊤
〈K〉. (4.19)
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Para inverter a Equação (4.19), seria desejável inversibilidade à esquerda para a matriz Ĉ〈K〉,

ou rank
(

Ĉ〈K〉
)

= N . Entretanto, 
omo N − K linhas linearmente independentes foram

removidas da matriz original Ĉ (rank(Ĉ) = N), tem-se que rank
(

Ĉ〈K〉
)

= K. Sendo assim,

as matrizes podadas não são inversíveis à esquerda e a expressão (4.19) não é inversível.

Para derivar um método para 
omputar a transformação inversa, vamos 
onsiderar ini-


ialmente uma abordagem intuitiva. Levando em 
onta que a transformação direta dada

em (4.19) forne
e uma matriz K ×K 
ontendo os K2

oe�
ientes de mais baixa frequên
ia

do 
anto superior esquerdo da transformação não podada, que em geral 
on
entram a maior

parte da energia, uma aproximação para a transformação inversa pode ser proposta utilizando

a matriz inversa original não podada Ĉ⊤
. Tal aproximação é realizada preen
hendo a matriz

transformada X de dimensão K ×K 
om zeros para formar uma matriz de dimensão N ×N .

Tal forma de 
omputar a inversa não forne
e exatamente a matriz original A, mas sim uma

aproximação Â, uma vez que apenas os K2

oe�
ientes que 
on
entram mais energia estão

sendo 
onsiderados na transformação inversa.

Se a matriz original Ĉ é ortogonal e, 
onsequentemente, tem Ĉ⊤

omo matriz inversa, a

expressão para a transformação inversa sugerida é

A ≈ Â = Ĉ⊤ ·





X 0

0 0



 · Ĉ. (4.20)

Observando os elementos das matrizes Ĉ⊤
e Ĉ na Equação (4.20), observa-se que as últimas

N −K 
olunas da matriz Ĉ⊤
assim 
omo as últimas N −K linhas da matriz Ĉ⊤

multipli
am

elementos nulos. Este fato pode ser visualizado a seguir:





c1,1 c2,1 ··· cK,1 c(K+1),1 ··· cN,1
c1,2 c2,2 ··· cK,2 c(K+1),2 ··· cN,2

...
...

. . .
...

...
. . .

...
c1,N c2,N ··· cK,N c(K+1),N ··· cN,N



 ·





X 0

0 0



 ·













c1,1 c1,2 ··· c1,N
c2,1 c2,2 ··· c2,N
...

...
. . .

...
cK,1 cK,2 ··· cK,N

c(K+1),1 c(K+1),2 ··· c(K+1),N

...
...

. . .
...

cN,1 cN,2 ··· cN,N













. (4.21)

Sendo assim, os termos nulos podem ser removidos das expressões (4.20) e (4.21). Ao remover

as últimas N −K linhas da matriz Ĉ e últimas N −K 
olunas da matriz Ĉ⊤
, obtemos as

matrizes Ĉ〈K〉 e Ĉ⊤
〈K〉, respe
tivamente. Logo, a expressão (4.20) pode ser simpli�
ada para

Â = Ĉ⊤
〈K〉 ·X · Ĉ〈K〉. (4.22)

Observa-se que os pares de transformação direta e inversa, mostradas respe
tivamente nas

expressões (4.19) e (4.22), são similares às transformações inversas e diretas não podadas para



87

transformações ortogonais, 
omo nas expressões (3.6) e (3.7). Os algoritmos rápidos para a

transformação inversa nesse 
aso são dados pela inversão do �uxo de sinais dos algoritmos

diretos. Um pro
edimento similar pode ser derivado para o 
aso não ortogonal substituindo

Ĉ⊤
por Ĉ−1

na Equação (4.20).

Agora vamos 
onsiderar o uso de uma inversa generalizada para inverter a Equação (4.19).

Inversas generalizadas são ferramentas úteis para matrizes que não são inversíveis à esquerda

ou à direita ou matrizes singulares.

Consideremos a inversa generalizada de Moore-Penrose [66, p. 363℄. Seja a matriz H de

dimensão N ×M não nula. Pelo teorema da de
omposição em valores singulares [66, p. 302℄,

existem matrizes ortogonais S1, N ×N , e S2, M ×M , tais que

H = S1 ·





B 0

0 0



 · S2,

em queB = diag (σ1(H), . . . , σR(H)), R = rank(H) e σ1(H) > σ2(H) > · · · > σR(H) > 0 são

os valores singulares positivos de H. Então, a matriz inversa generalizada de Moore-Penrose

H+
é de�nida por

H+ = S⊤
2 ·





B−1 0

0 0



 · S⊤
1 .

A matriz H+
satisfaz as seguintes propriedades:

H ·H+ ·H = H,

H+ ·H ·H+ = H+,

(

H ·H+
)⊤

= H ·H+,

(

H+ ·H
)⊤

= H+ ·H.

Inspirado no 
on
eito de ortonormalidade de�nido na Seção 3.3, propõe-se a De�nição 4.6

utilizada neste trabalho.

De�nição 4.6

Seja uma matriz H e sua inversa generalizada H+
. Dizemos que H é pseudo-ortonormal

se H+ = H⊤
.

Se uma aproximação podada para a DCT dada por Ĉ〈K〉 apresentar pseudo-ortonormalidade,

sua inversa generalizada é dada por Ĉ⊤
〈K〉 e a expressão inversa utilizando tal matriz 
oin-


ide 
om a Equação (4.22), derivada através da aproximação pela transformação inversa não
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podada. Na práti
a, veri�
ou-se 
omputa
ionalmente que todos os métodos ortonormais abor-

dados geraram métodos podados pseudo-ortonormais para todo K. Sendo assim, a transfor-

mação inversa utilizando a inversa generalizada de Moore-Penrose também é 
omputada pela

Equação (4.22) e representa uma aproximação para a inversa original não podada.
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Tabela 4.17: Complexidade aritméti
a para as aproximações podadas apresentadas (adições/ deslo-


amento de bits)

K

Método 1-D 1 2 3 4 5 6 7 8

SDCT [33℄ 7/0 14/0 17/0 19/0 20/0 22/0 23/0 24/0

BAS-1 [36℄ 7/0 10/0 13/1 14/1 15/1 16/1 17/2 18/2

BAS-2 [37℄ 7/0 10/0 13/0 14/0 15/0 16/0 17/0 18/0

BAS-3 [39℄ 7/0 14/0 17/1 20/2 21/2 22/2 23/3 24/4

BAS-4 [40℄ 7/0 10/0 11/0 12/0 13/0 14/0 15/0 16/0

BAS-5 [40℄ 7/0 11/0 13/1 14/1 15/1 16/1 17/1 18/2

BAS-6 [40℄ 7/0 11/0 13/0 14/0 15/0 16/0 17/0 18/0

BAS-7 [43℄ 7/0 14/0 17/0 20/0 21/0 22/0 23/0 24/0

LODCT [34℄ 7/0 13/0 16/1 18/1 19/1 21/1 22/2 24/2

RDCT [41℄ 7/0 12/0 13/0 16/0 17/0 19/0 20/0 22/0

MRDCT [42℄ 7/0 8/0 9/0 10/0 11/0 12/0 13/0 14/0

INT-1 [32℄ 7/0 13/0 14/0 16/0 17/0 19/0 20/0 22/0

INT-2 [32℄ 7/0 13/1 14/1 16/2 17/2 19/3 20/3 22/4

INT-4 [32℄ 7/0 13/0 16/0 18/0 19/0 21/0 22/0 24/0

INT-5 [32℄ 7/0 13/1 16/1 18/2 19/2 21/3 22/3 24/4

INT-6 [32℄ 7/0 13/1 16/2 18/3 19/3 21/4 22/5 24/6

Método 2-D

SDCT [33℄ 63/0 140/0 187/0 228/0 260/0 308/0 345/0 384/0

BAS-1 [36℄ 63/0 100/0 143/11 168/12 195/13 224/14 255/30 288/32

BAS-2 [37℄ 63/0 100/0 143/0 168/0 195/0 224/0 255/0 288/0

BAS-3 [39℄ 63/0 140/0 187/11 240/24 273/26 308/28 245/45 384/64

BAS-4 [40℄ 63/0 100/0 121/0 144/0 169/0 196/0 225/0 256/0

BAS-5 [40℄ 63/0 110/0 143/11 168/12 195/13 224/14 255/15 288/32

BAS-6 [40℄ 63/0 110/0 143/0 168/0 195/0 224/0 255/0 288/0

BAS-7 [43℄ 63/0 140/0 187/0 240/0 273/0 308/0 345/0 384/0

LODCT [34℄ 63/0 130/0 176/11 216/12 247/13 294/14 330/30 384/32

RDCT [41℄ 63/0 120/0 143/0 192/0 221/0 266/0 300/0 352/0

MRDCT [42℄ 63/0 80/0 99/0 120/0 143/0 168/0 195/0 224/0

INT-1 [32℄ 63/0 130/0 154/0 192/0 221/0 266/0 300/0 352/0

INT-2 [32℄ 63/0 130/10 154/11 192/24 221/26 266/42 300/45 352/64

INT-4 [32℄ 63/0 130/0 176/0 216/0 247/0 294/0 330/0 384/0

INT-5 [32℄ 63/0 130/10 176/11 216/24 247/26 294/42 330/45 384/64

INT-6 [32℄ 63/0 130/10 176/22 216/36 247/39 294/56 330/75 384/96
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Apli
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5.1 Introdução

O

s objetos são per
ebidos pelo olho humano através de estímulos luminosos. A luz repre-

senta um intervalo 
ontínuo no vasto espe
tro eletromagnéti
o. A per
epção humana

da luz é geralmente des
rita em termos de brilho, matiz e saturação. O brilho está rela
io-

nado ao quão brilhante a luz aparenta, a matiz está rela
ionada às 
ores e a saturação está

rela
ionada a quão viva ou opa
a é a imagem. Tais grandezas são de natureza per
eptual e

dependem de diversos fatores, in
luindo o ambiente e o históri
o de estímulo luminoso no olho

que observa a luz [22℄.

Um feixe de luz que 
ontem apenas um 
omprimento de onda é 
hamado de mono
ro-

máti
o. Quando dois feixes mono
romáti
os são 
ombinados, novas 
ores podem ser geradas.

Uma vasta quantidade de 
ores pode ser gerada 
ombinando apropriadamente as 
omponentes

vermelha, verde e azul (RGB).

Uma imagem 
olorida pode ser vista 
omo a 
ombinação de três imagens mono
romáti
as,

em que 
ada imagem 
ontém as 
omponentes RGB. Cada uma dessas imagens mono
romáti
as

é representada 
omo uma matriz de pixels, em que 
ada elemento da matriz 
arrega um valor

inteiro asso
iado à intensidade luminosa da 
or asso
iada à matriz (R, G ou B) para aquele

ponto da imagem. Através da representação usual de 8 bits, esses valores variam entre 0 a

255.

O pro
essamento de uma imagem digital 
olorida pode ser feito pro
essando separada-

mente 
ada uma dessas matrizes (sinais dis
retos bidimensionais). Este pro
edimento é sim-

ples e frequentemente utilizado. Entretanto, uma vez que o brilho, a matiz e a saturação

dependem de 
ada uma das três 
omponentes, efeitos indesejados podem ser obtidos através

dessa forma de pro
essamento. É possível realizar uma mudança da base RGB para uma base

denominada luminân
ia-
rominân
ia, usada por exemplo no sistema de 
or NTSC [22, p. 422℄.

A 
onversão é feita através da seguinte transformação:











Y

I

Q











=











0.299 0.587 0.114

0.596 −0.274 −0.322
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

·











R

G

B











.

As 
omponentes I e Q são 
hamadas de 
rominân
ia e estão rela
ionadas 
om a matiz e

a saturação da imagem. A 
omponente Y é 
hamada de luminân
ia e está essen
ialmente

asso
iada ao brilho da imagem.

Imagens em preto e bran
o (es
ala de 
inza) são imagens mono
romáti
as e podem, por-
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tanto, ser representadas por uma úni
a matriz de pixels. A luminân
ia Y pode ser utilizada


omo a imagem em preto e bran
o (es
ala de 
inza). Neste trabalho, foram abordadas imagens

estáti
as mono
romáti
as em es
ala de 
inza. Algumas imagens, originalmente 
oloridas, fo-

ram 
onvertidas para es
ala de 
inza através da eliminação da matiz e da saturação, mantendo

a luminân
ia.

Considerando uma imagem de dimensão 512×512, mono
romáti
a e 
om 8 bits por pixel,

equivalente a 1 byte por pixel, o espaço ne
essário para armazenar todos os pixels dessa imagem

é dado por

512× 512× 1 B ≈ 262 kB.

Para imagens 
oloridas, têm-se 262 kB para 
ada uma das três matrizes RGB ou YIQ, totali-

zando ≈ 786 kB. Té
ni
as de 
ompressão são importantes para diversas apli
ações que lidam


om transmissão e armazenamento de imagem e vídeo. De forma simpli�
ada, 
omprimir uma

imagem digitalizada signi�
a armazená-la de forma mais 
ompa
ta. Em outras palavras, ao

reduzir a quantidade de bits empregados para armazenar ou transmitir uma imagem, estamos

realizando 
ompressão. Na literatura, são en
ontrados para designar 
ompressão as expres-

sões 
ompressão de dados, 
ompressão de imagem, 
odi�
ação de fonte, 
ompressão de banda,


odi�
ação de imagem, entre outros [85℄.

A 
ompressão de imagem explora o fato de que imagens estáti
as ou quadros de um vídeo

possuem os pixels 
orrela
ionados. Este tipo de 
orrelação é designado por 
orrelação espa
ial.

Entre quadros 
onse
utivos de um vídeo, também existe 
orrelação entre os mesmos pixels de

ambos os quadros, sendo esta 
hamada de 
orrelação temporal. A e�
iên
ia de um sistema

de 
ompressão pode ser observada pela diminuição da quantidade de bits que ne
essitam ser

transitados. A taxa de bits (bit rate) é de�nida 
omo o número de bits por tempo ou por

amostra. No 
aso de uma imagem, 
ada amostra do sinal representa um pixel. Então o termo

bits por pixel também é utilizado.

Diversas apli
ações de transmissão de imagem e vídeo se tornam viáveis através da 
om-

pressão. A Tabela 5.1 mostra alguns exemplos de taxa de bits para algumas dessas apli
ações

para o 
aso 
omprimido e não 
omprimido [85℄. Os métodos de 
ompressão podem ser 
las-

si�
ados em sem perdas (lossless) ou 
om perdas (lossy). Em 
ompressão sem perdas, a

imagem re
uperada após a 
ompressão é idênti
a a imagem original antes da 
ompressão. O

pro
esso de 
ompressão nesse 
aso é reversível. A e�
iên
ia da 
odi�
ação para esta forma

de 
ompressão é limitada pela entropia da fonte [95℄. Fontes 
om maior entropia são mais
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Tabela 5.1: Apli
ações 
om 
ompressão de vídeo

Apli
ação

Taxa de bits

Fator de Redução

Des
omprimido Comprimido

Vídeo Slow-motion 5.07 Mbps 8-16 kbps > 99%

Conferên
ia de Vídeo 30.41 Mbps 64-768 kbps > 97%

Transferên
ia de arquivo de vídeo 30.41 Mbps 384 kbps ≈ 98%

Vídeo em CD-ROM 60.83 Mbps 1.5 - 4 Mbps > 93%

Transmissão (Broad
ast) de vídeo 248.83 Mbps 3-8 Mbps > 96%

HDTV 1.33 Gbps 20 Mbps ≈ 98%

difí
eis de serem 
odi�
adas e�
ientemente.

Em 
ompressão 
om perdas, a imagem obtida pelo de
odi�
ador, após a 
ompressão,

possui 
erto nível de distorção. Na maioria das apli
ações, a imagem re
uperada não ne
essita

ser idênti
a à imagem original, permitindo quantidade tolerável de perda de informação. Tal

pro
esso de 
ompressão é irreversível, não sendo possível re
uperar a imagem original. Por

permitir des
artar informação do sinal, 
omprimir 
om perdas em geral resulta em uma maior

e�
iên
ia de 
odi�
ação, em termos de taxa de bits, do que pro
essos sem perdas. Este trabalho

aborda métodos que são apli
ados em té
ni
as de 
ompressão 
om perdas.

5.2 Métri
as para o Desempenho de Compressão

Em 
ompressão 
om perdas, onde a imagem re
uperada não é igual a imagem original, é

possível quanti�
ar a degradação da imagem através de diferentes métri
as. A medida mais

tradi
ional na 
omparação de sinais de forma geral é o MSE [60℄. De forma geral, o MSE

entre o sinal x e o sinal re
uperado x̂ é de�nido 
omo

MSE = E
[

(x− x̂)2
]

. (5.1)

No 
ontexto de imagens, os sinais x e x̂ são representados por matrizes de pixels de dimensão

N ×M , dadas por X e X̂, respe
tivamente. Sendo assim, o MSE é 
al
ulado através da

expressão

MSE =
1

NM

N
∑

n=1

M
∑

m=1

(

Xn,m − X̂n,m

)2

. (5.2)

É válido ressaltar que o MSE de�nido neste 
apítulo é essen
ialmente diferente do apresentado

na Seção 3.5.1. Enquanto este último representa uma medida de erro entre as matrizes de
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transformação, o MSE de�nido pela Equação (5.2) representa uma medida de erro entre uma

imagem de referên
ia e uma imagem distor
ida.

Uma outra medida frequentemente utilizada é a relação sinal-ruído (SNR) [85℄. A SNR é

de�nida em dB pela razão da energia do sinal de entrada pela energia do ruído. Logo,

SNR = 10 log
Es
Er

, (5.3)

em que Es é a energia do sinal de entrada e Er a energia do ruído presente no sinal. No 
ontexto
de pro
essamento de imagens, é 
omum a utilização do PSNR [60℄, que 
onsiste em 
onsiderar

o sinal de entrada 
omo sendo o sinal de máxima energia. Para imagens mono
romáti
as de

8 bits, o valor máximo de um pixel é 255. Considerando a energia, é utilizado o valor ao

quadrado. A energia do ruído é dada pelo próprio MSE. Portanto,

PSNR = 10 log

(

2552

MSE

)

,

= 20 log (255)− 10 log (MSE).

(5.4)

As grandezas apresentadas anteriormente são vastamente utilizadas por serem simples de


al
ular e de interpretar �si
amente. Entretanto, elas não levam em 
onta a maneira 
omo o

sistema visual humano interpreta uma imagem. Em [96℄, foi proposto o índi
e de similaridade

estrutural (SSIM), que bus
a representar uma medida de qualidade de imagem baseada na

per
epção humana.

5.2.1 Similaridade Estrutural

Em apli
ações em que imagens são observadas por seres humanos, a qualidade da imagem

observada é subjetiva. A avaliação qualitativa, entretanto, não é práti
a para 
ontextos em

que é ne
essária a quanti�
ação da qualidade. Portanto, de�nir métri
as que visam medir a

qualidade de uma imagem é importante e vem sendo objeto de estudo nos últimos anos [96℄.

Medidas 
omo o MSE e o SSIM visam quanti�
ar a qualidade ou degradação da imagem

baseado na quantidade de erro introduzida na imagem original. Entretanto, imagens 
om

diferentes fontes de distorção que geram o mesmo valor para MSE e PSNR podem apresentar

diferentes qualidades quando per
ebida pelo olho humano.

O índi
e de SSIM é baseado na premissa de que o sistema visual humano (HVS) é altamente

adaptado a extrair informações estruturais da imagem observada. Portanto, o SSIM visa


omputar uma medida de variação na informação estrutural da imagem distor
ida em relação

à imagem original, 
onsiderada perfeita ou sem ruído.
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A medida de estrutura não deve depender fortemente da iluminação da imagem. O sistema

proposto para o 
�mputo da medida de similaridade é dividido em 
omparações de três me-

didas diferentes: luminân
ia, 
ontraste e estrutura. Um ponto 
ru
ial é que tais 
omponentes

sejam independentes. Logo, uma variação na luminân
ia e/ou 
ontraste não deve interferir

na estrutura da imagem, por exemplo.

A luminân
ia de uma imagem é dada pelo valor médio [96℄. Para um sinal dis
reto

x = [x0 x1 . . . xN−1], a luminân
ia é dada por

µx =
1

N

N−1
∑

n=0

xn. (5.5)

A 
omparação entre a luminân
ia entre os sinais x e y é realizada através da função a ser

de�nida l(x,y). Tal função depende de µx e µy.

Em seguida, a média (luminân
ia) é removida, resultando no sinal x − µx. Através do

desvio padrão, uma medida de 
ontraste é obtida [96℄. Na forma dis
reta, o 
onstraste é dado

por

σx =

√

√

√

√

1

N − 1

N−1
∑

n=0

(xn − µx)2. (5.6)

A 
omparação de 
ontraste c(x,y) é feita através de σx e σy.

Em sequên
ia, o sinal é normalizado pelo próprio desvio padrão, resultando em (x−µx)/σx.

A medida de estrutura s(x,y) é baseada nos sinais (x−µx)/σx e (y−µy)/σy. Por �m, as três

medidas são 
ombinadas através de uma função f(·), resultando na medida de similaridade

SSIM(x,y) = f (l(x,y), c(x,y), s(x,y)) . (5.7)

Para estabele
er por 
ompleto a medida de 
omparação S(x,y), é ne
essário de�nir as

funções l(x,y), c(x,y), s(x,y) e f(·). Para estabele
er tais relações, as seguintes 
ondições

são desejadas para a função S(x,y):

1. Simetria: SSIM(x,y) = SSIM(y,x);

2. Intervalo limitado: SSIM(x,y) ≤ 1;

3. Máximo úni
o: SSIM(x,y) = 1 se e somente se x = y.

A 
omparação de luminân
ia é de�nida 
omo:

l(x,y) =
2µxµy + C1

µ2
x + µ2

y + C1
, (5.8)
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em que a 
onstante C1 é um valor pequeno in
luído para evitar instabilidade numéri
a quando

µ2
x + µ2

y é próximo de zero.

De forma análoga, a 
omparação de 
ontraste é de�nida 
omo

c(x,y) =
2σxσy + C2

σ2
x + σ2

y + C2
, (5.9)

em que C2 também é uma 
onstante pequena in
luída para evitar instabilidade numéri
a.

Ambas as de�nições satisfazem as três propriedades desejadas men
ionadas anteriormente.

A 
omparação de estrutura é realizada 
om o vetor subtraído da luminân
ia e normalizado

pelo 
ontraste. A função s(x,y) é de�nida pela 
ovariân
ia entre os vetores. Portanto,

s(x,y) =
σxy + C3

σxσy + C3
, (5.10)

em que

σxy =
1

N − 1

N−1
∑

n=0

(xn − µx)(yn − µy) (5.11)

e C3, de forma similar aos 
asos anteriores, é uma 
onstante para evitar instabilidade numéri
a.

Também se veri�
a que a Equação (5.10) satisfaz as três propriedades listadas anteriormente.

A função de 
omparação f(x,y) é de�nida então para gerar o índi
e SSIM de a
ordo 
om

SSIM(x,y) = [l(x,y)]
α · [c(x,y)]β · [s(x,y)]γ , (5.12)

em que α > 0, β > 0 e γ > 0 são 
onstantes es
olhidas para ponderar a relevân
ia de 
ada

uma das 
omparações. Por padrão, são es
olhido os valores α = β = γ = 1 e C3 = C2/2 [96℄.

Então, a Equação (5.12) se torna

SSIM(x,y) =
(2µxµy + C1)(2σxy + C2

(µ2
x + µ2

y + C1)(σ2
x + σ2

y + C2)
. (5.13)

5.3 Compressão de Imagem Estáti
a

Em 
odi�
ação de imagem baseada em transformadas, uma imagem de dimensão M ×M

é subdividida em imagens menores (blo
os), de dimensão N × N , 
om N < M . Tal método

pode ser 
hamado de 
odi�
ação por transformada de blo
o. Cada blo
o, representado por

uma matriz B, é então submetido a uma transformação de duas dimensões de a
ordo 
om a

expressão (3.6). A redução em imagens menores a
arreta em uma redução na 
omplexidade


omputa
ional no 
�mputo da transformada. A transformação tem 
omo objetivo provo
ar a

des
orrelação entre os pixels da imagem, assim 
omo 
ompa
tar a energia em um menor nú-

mero de 
oe�
ientes. Sendo assim, a dimensão N da subimagem não pode ser arbitrária, uma
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Figura 5.1: Codi�
ador de imagem por transformada de blo
o.

vez que valores muito pequenos não explorariam a des
orrelação de quantidade 
onsiderável

de pixels. Usualmente, a transformada utilizada se trata da DCT e é utilizado o valor N = 8.

Para o tipo de imagens 
onsiderado, a DCT tem a 
apa
idade de 
on
entrar a maior parte da

energia nos 
oe�
ientes de mais baixa frequên
ia. Dessa forma, a maior parte da informação


ontida no blo
o B é 
on
entrada no 
anto superior esquerdo do blo
o X. Neste trabalho, a

etapa do 
�mputo da DCT foi substituída pelas diversas aproximações podadas des
ritas no

Capítulo 4.

Em seguida, os blo
os X são submetidos à etapa de quantização [22,60,85,97℄, resultando

na matriz quantizada Y. Esta etapa 
onsiste em divisão termo a termo pelos elementos de

uma matriz Q, denominada matriz de quantização, e subsequente arredondamento. A etapa

de quantização é representada matemati
amente por

yk,n = round

(

xk,n

qk,n

)

, (5.14)

em que yk,n, xk,n e qk,n são as entradas das matrizes Y, X e Q, respe
tivamente. A opera-

ção round(·) representa arredondamento. Os elementos da matriz de quantização são proje-

tados de modo a provo
ar uma maior atenuação nos 
oe�
ientes de alta frequên
ia, uma vez

que 
on
entram menos energia. Dessa forma, 
oe�
ientes de maior frequên
ia tem maiores


han
es de serem zerados.

Em seguida, 
ada blo
o quantizado é submetido ao pro
esso de 
odi�
ação. Nesta etapa,

os 
oe�
ientes quantizados são reorganizados de a
ordo 
om o esquema zig-zag [4℄ e subse-

quentemente submetidos a um 
odi�
ador de entropia, usualmente o 
ódigo de Hu�man [4,5℄.

Ao �m desta etapa para todos os blo
os, a imagem está em seu formato 
omprimido. O

sistema de 
odi�
ação por transformada de blo
o é ilustrado na Figura 5.1.

Para re
uperar a imagem, o pro
edimento inverso é realizado. Uma vez que a função de

arredondamento round(·) não é injetiva e, 
onsequentemente, não admite função inversa, a

imagem original não pode ser re
uperada de forma exata. Entretanto, a imagem re
uperada

representa uma aproximação para a imagem original. Como a maior parte dos 
oe�
ientes

perdidos na etapa de quantização são de alta frequên
ia e o olho humano é mais sensível às


omponentes de baixa frequên
ia, a degradação da imagem aproximada é, em geral, imper-
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Figura 5.2: De
odi�
ador de imagem por transformada de blo
o.


eptível. O de
odi�
ador é ilustrado na Figura 5.2.

5.3.1 Energia Con
entrada por Coefi
iente e por Zona

Para avaliar a 
apa
idade de 
ompa
tação de energia das aproximações podadas, foi rea-

lizado um estudo sobre a distribuição de energia no domínio da transformada. A energia de

uma matriz Xn,m de dimensão N ×N é dada por [22, 64℄

E =
N
∑

n=1

N
∑

m=1

|Xn,m|2. (5.15)

Foi 
onsiderado um 
onjunto de 50 imagens de dimensão 512× 512 obtidas de um ban
o

públi
o de imagens [98℄. Como 
onsideramos blo
os de transformada de dimensão 8 × 8,


ada imagem é subdividida em blo
os 
om esta dimensão. Cada blo
o de 
ada imagem é

então transformado de a
ordo 
om a Equação (4.19). Então, a energia 
ontida em 
ada


omponente Xn,m, dada por |Xn,m|2, é 
omputada. Também é 
al
ulada a energia total do

blo
o, dada pela Equação (5.15). Assim, o per
entual relativo de energia Erel(n,m) 
ontida em


ada 
omponente é 
omputado tomando a razão entre a energia 
ontida na 
omponente Xn,m

e a energia total do blo
o E , 
omo de�nido a seguir:

E
rel

(n,m) =
|Xn,m|2
E · 100%. (5.16)

A média entre todos os blo
os de todas as �guras é 
onsiderada. Dessa forma, a distribuição

média do per
entual de energia armazenada em 
ada 
omponente é obtida. Em geral, a maior

parte da energia é 
on
entrada no primeiro elemento da matriz X1,1 (valor médio ou valor

DC). Para melhor visualização grá�
a da distribuição relativa de energia, de�ne-se a energia

relativa em dB 
omo

E
rel,dB(n,m) = 10 log

(

|Xn,m|2
E

)

. (5.17)

Outra medida de 
ompa
tação de energia é feita 
omputando o per
entual de energia

armazenado em zonas quadradas do blo
o. São 
onsideradas as zonas quadradas no 
anto

superior esquerdo da matriz, onde a energia deve se 
on
entrar de a
ordo 
om a propriedade

de 
ompa
tação de energia da DCT. A quantidade relativa de energia 
ontida numa zona
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K ×K é de�nida 
omo

E
zona

(K) =

K−1
∑

n=0

K−1
∑

m=0

E
rel

(n,m). (5.18)

As distribuições de energia relativa em dB para as WHT, SDCT, LODCT, RDCT e

MRDCT são mostrada na Figura 5.3, enquanto os métodos da série BAS e os métodos ba-

seados em funções inteiras são mostrados nas Figura 5.4 e Figura 5.5, respe
tivamente. A

distribuição para a DCT exata foi in
luída em 
ada uma das �guras para �ns de 
omparação.

A Tabela 5.2 apresenta os valores da quantidade relativa de energia por zona para 
ada um

dos métodos e para 
ada valor de K.

Qualitativamente, observa-se que para a DCT exata, a energia se 
on
entra nos termos

mais próximos do termo DC (n,m) = (1, 1). A distribuição para a DCT exata na Figura 5.5(a)

apresenta uma 
urva suave 
om de
aimento de energia regular ao se aproximar do termo de

mais alta frequên
ia (n,m) = (8, 8). Em 
ontrapartida, a distribuição de energia da MRDCT,

mostrada na Figura 5.3(f), apresenta uma superfí
ie mais irregular do que a 
urva rela
ionada

à DCT exata. Esse fato sugere que, de fato, a DCT exata apresenta uma melhor 
apa
idade

de 
ompa
tação de energia, apesar de ser um método 
omputa
ionalmente mais 
ustoso.

Tomemos 
om referên
ia para análise a quantidade de ≈ 99% de energia 
on
entrada. Na

Tabela 5.2, nota-se que a DCT 
on
entra ≈ 99.13% da energia na zona 4 × 4. Observa-se

também que a MRDCT 
on
entra ≈ 99.34% da energia na zona de tamanho K = 6. Já

a LODCT apresenta um desempenho mais próximo da DCT exata, 
on
entrando ≈ 98.98%

em K = 4, sendo a aproximação 
om melhor desempenho segundo esta métri
a para 1 <

K < 8. Este resultado é esperado, uma vez que a LODCT apresentou melhores medidas

de desempenho, 
onforme exposto na Seção 3.5.4. O 
aso parti
ular K = 1 apresenta valor

idênti
o para todos os métodos, uma vez que todos os métodos apresentam a primeira linha da

matriz iguais entre si. Já o 
aso degenerado K = 8 representa a matriz inteira, 
on
entrando

100% da energia.

A MRDCT apresenta a vantagem de ser o método 
om menor 
usto 
omputa
ional na

literatura até o presente momento, 
om 14 adições. O método MRDCT apresenta as linhas

n = 6 e m = 6 
om uma protuberân
ia de energia, apresentando um máximo lo
al de

energia em (n,m) = (6, 6). Este fato sugere que parte importante da informação dos sinal

transformado pode ser armazenado neste 
oe�
iente. Posteriormente, mostraremos que fazer

K < 6 pare este método a
arreta em 
onsiderável perda de desempenho, apesar de diminuir

o 
usto 
omputa
ional.
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Tabela 5.2: Energia relativa por zona para 
ada método

K

Método 1 2 3 4 5 6 7 8

Exa
t DCT 95.46 97.47 98.55 99.13 99.49 99.71 99.87 100.00

WHT [87℄ 95.46 97.18 98.08 98.76 99.10 99.44 99.77 100.00

SDCT [33℄ 94.02 96.39 97.30 98.16 98.52 99.26 99.61 100.00

BAS-1 [36℄ 95.46 97.08 98.10 98.86 99.20 99.51 99.68 100.00

BAS-2 [37℄ 95.46 97.08 97.96 98.71 99.04 99.35 99.68 100.00

BAS-3 [39℄ 95.46 97.18 98.22 98.98 99.33 99.67 99.84 100.00

BAS-4 [40℄ 95.46 97.08 97.95 98.70 99.03 99.32 99.65 100.00

BAS-5 [40℄ 95.46 97.08 98.10 98.86 99.20 99.49 99.82 100.00

BAS-6 [40℄ 95.46 97.08 97.96 98.71 99.04 99.33 99.66 100.00

BAS-7 [43℄ 95.46 97.18 98.08 98.76 99.10 99.44 99.77 100.00

LODCT [34℄ 95.46 97.36 98.43 98.98 99.32 99.59 99.75 100.00

RDCT [41℄ 95.46 97.36 98.28 98.81 99.16 99.41 99.75 100.00

MRDCT [42℄ 95.46 96.41 97.22 97.91 98.22 99.34 99.68 100.00

INT-1 [32℄ 95.46 97.29 97.52 98.04 98.35 98.63 99.75 100.00

INT-2 [32℄ 95.46 97.29 98.19 98.77 99.11 99.41 99.75 100.00

INT-4 [32℄ 95.46 97.36 98.29 98.82 99.17 99.43 99.75 100.00

INT-5 [32℄ 95.46 97.29 98.20 98.78 99.12 99.42 99.75 100.00

INT-6 [32℄ 95.46 97.29 98.34 98.93 99.27 99.58 99.75 100.00
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Figura 5.3: Distribuição relativa de energia E
rel,dB(n,m) para a DCT exata, WHT, SDCT, LODCT,

RDCT e MRDCT.
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Figura 5.4: Distribuição relativa de energia E
rel,dB(n,m) para os métodos da Série BAS.
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Figura 5.5: Distribuição relativa de energia E
rel,dB(n,m) para os métodos baseados em funções

inteiras.
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5.3.2 Metodologia da Simulação JPEG

Cada imagem de entrada é divida em blo
os 8 × 8. Cada pixel é subtraído do valor 128

para alterar a faixa de valores entre 0 e 255 para −128 a 127. Então, a 
ada blo
o é apli
ado

a transformação 2-D da aproximação Ĉ em questão. Seja um blo
o B da imagem, então é

obtida a matriz transformada X = Ĉ ·B · Ĉ⊤
. Esta etapa resulta em uma matriz K×K para


ada blo
o no domínio da transformada. Para uma aproximação usual não podada, temos

que K = 8.

Para 
ada matriz gerada é apli
ado o pro
edimento de quantização, 
onforme des
rito

anteriormente nesta Seção. É nesta etapa que parte da informação do sinal é des
artada. Em

se tratando de aproximações para a DCT, a etapa usual de quantização [85, p. 81℄ deve ser

modi�
ada para explorar as 
ara
terísti
as de baixa 
omplexidade das matrizes. De a
ordo


om a teoria desenvolvida em [4℄, a matriz diagonal D de ortonormalização, apresentada

na Seção 3.3, não in�uen
ia na 
omplexidade aritméti
a, uma vez que os elementos podem

ser in
orporados na matriz Q na etapa de quantização. Dessa forma, uma nova matriz de

quantização Q∗
é utilizada, 
ujos elementos q∗k,n são dados por

q∗k,n =
qk,n
δk,n

, (5.19)

em que δk,n são as entradas da matriz

∆ = diag
v

(D)⊗ diag
v

(D),

e diag
v

(·) retorna um vetor 
oluna 
ujos elementos são dados pela diagonal prin
ipal do

argumento.

Sendo assim, a nova etapa de quantização para uma aproximação não podada é 
ara
te-

rizada pela seguinte equação

Yk,n = round

(

Xk,n

q∗k,n

)

, k, n = 1, 2, . . . 8, (5.20)

em que Xk,n é um elemento da matriz transformada X e Yk,n é um elemento da matriz

quantizada Y. O elemento qk,n 
orresponde a uma entrada de uma matriz de quantização Q,

que é espe
i�
ada a priori. Entretanto a de�nição (5.20) é apli
ável para transformadas usuais

de dimensão 8× 8.

A matriz transformada X〈K〉 tem dimensão K ×K e possui os K2

oe�
ientes da parte

superior e esquerda da transformação não podada. Dessa forma, há apenas tal quantidade
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de 
oe�
ientes para serem submetidos à etapa de quantização. Portanto apenas os K2

o-

e�
ientes da matriz modi�
ada Q∗
são ne
essários para a etapa de quantização, reduzindo

a memória físi
a ne
essária para esta etapa. A nova etapa de quantização é feita de forma

semelhante à Equação (5.14) utilizando a matriz quadrada Q∗
[K], derivada de Q∗

de a
ordo


om a De�nição 4.5.

Então, a Equação (5.20) pode ser generalizada 
omo

Yk,n = round

(

Xk,n

q∗k,n

)

, k, n = 1 , 2, . . . , K. (5.21)

Os elementos da matriz de quantização são de�nidos empiri
amente através de té
ni
as para

avaliar a per
epção humana [85, p. 154℄. Nas simulações de 
ompressão de imagem 
onsi-

deradas neste trabalho, foi utilizada a matriz de quantização baseada em luminân
ia [85, p.

155℄

Q =









































16 11 10 16 24 40 51 61

12 12 14 19 26 58 60 55

14 13 16 24 40 57 69 56

14 17 22 29 51 87 80 62

18 22 37 56 68 109 103 77

24 35 55 64 81 104 113 92

49 64 78 87 103 121 120 101

72 92 95 98 112 100 103 99









































.

No pro
esso de re
uperação da imagem 
omprimida por uma transformada podada, é

ne
essário realizar o pro
esso inverso. Devido ao erro 
ausado pela operação round(·), não é

possível re
uperar o valor exato de Xk,n. Um valor aproximado é obtido através da expressão

X̂k,n = Yk,n · q∗k,n, k, n = 1 , 2, . . . K, (5.22)

em que X̂k,n é elemento da matriz X̂. A matriz X̂ representa uma aproximação para a

matriz X e também possui dimensão K ×K. A partir desta matriz, é obtido o blo
o B̂ =

Ĉ⊤ · X̂ · Ĉ da imagem 
omprimida, representando o blo
o original B re
uperado após a


ompressão. É fá
il notar que B̂ possui dimensão 8× 8, assim 
omo o blo
o original.

No intuito de avaliar quantitativamente a qualidade da imagem re
uperada após a 
om-

pressão, foram utilizadas 
omo �guras de mérito as medidas de PSNR e SSIM. O MSE não

foi 
onsiderado, uma vez que apresenta uma relação direta 
om o PSNR.
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5.3.3 Resultados

As imagens men
ionadas anteriormente foram submetidas ao pro
edimento de 
ompressão

des
rito utilizando as aproximações podadas e originais. Os grá�
os para o PSNR médio

e o SSIM médio são mostrados nas Figura 5.6 e Figura 5.7, respe
tivamente. Devido ao

grande número de 
urvas nos grá�
os, os valores de PSNR e SSIM para 
ada método e para


ada K também são mostrados nas Tabela 5.3 e Tabela 5.4, respe
tivamente. Uma análise

qualitativa é forne
ida através da imagem `Lena'. As imagens re
uperadas após a 
ompressão


om os métodos derivados das WHT, SDCT, LODCT, RDCT, MRDCT, BAS-1 e INT-6 são

mostradas nas Figura 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13, 5.14 e B.1, respe
tivamente. A imagem

original não 
omprimida é apresentada em 
ada uma das �guras para 
omparação, assim


omo o valor de PSNR e SSIM para esta �gura espe
í�
a.

De fato, o SSIM representa uma medida de qualidade visual mais �el do que o PSNR, uma

vez que leva em 
onsideração o HVS [96℄. Entretanto, quando as diferentes imagens apre-

sentam mesma fonte de distorção (e.g., variação de 
ontraste, valor médio alterado, imagem

borrada, pro
edimento de 
ompressão, et
.), o PSNR é uma medida que 
aptura satisfatori-

amente a qualidade visual per
ebida. Como todas as imagens apresentam distorção gerada a

partir de um pro
edimento de 
ompressão, as 
urvas de PSNR e SSIM não divergem 
onside-

ravelmente na informação sobre a qualidade visual apresentada.

Como era de se esperar, a DCT exata apresenta melhor desempenho para qualquer valor

de K. Entretanto, os métodos derivados apresentam performan
e 
ompetitiva a um 
usto


omputa
ional 
onsideravelmente reduzido. Por exemplo, 
onsiderando a DCT exata podada


om K = 4, a aproximação BAS-3 podada 
om K = 5 e a MRDCT podada 
om K = 7.

Os valores de PSNR médio para 
ada um desses 
asos são dados por 30.40 dB, 30.67 dB e

30.29 dB, respe
tivamente. Já os valores de SSIM são 0.86, 0.87 e 0.84, respe
tivamente.

Consideremos que o algoritmo podado para a DCT exata seja derivado do algoritmo de

Loe�er [20℄, que possui a 
ota mínima multipli
ativa [31℄. As 
omplexidades aritméti
a

para 
omputar a transformada de um blo
o 8×8 para 
ada um de tais 
asos men
ionados são

108 multipli
ações + 288 adições [48℄, 273 adições + 26 deslo
amentos de bits e 195 adições,

respe
tivamente (vide Tabela 4.17). A redução do 
usto 
omputa
ional é signi�
ativa e ainda

há um in
remento no desempenho para o 
aso de BAS-3 podado. Já o 
aso da MRDCT

podada apresenta redução de desempenho tolerável.

De forma geral, os métodos que apresentam melhor desempenho estão asso
iadas a um
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usto 
omputa
ional mais elevado. Mas esse fato não é uma regra geral, podendo haver um


aso em que o 
usto é reduzido e a desempenho é in
rementada, 
onforme mostrado no exemplo

dado a
ima. As 
urvas de desempenho para 
ada método podado estão rela
ionadas 
om as

medidas de desempenho para o método original não podado, apresentadas na Seção 3.5.4.

Por exemplo, a 
urva de PSNR das aproximações derivadas de BAS-3 se mostra a
ima das

demais para K > 4, enquanto a MRDCT se apresenta mais abaixo. Os valores de ganho

de 
odi�
ação para estes métodos são 8.32 dB e 7.33 dB, respe
tivamente. Para visualizar

esta asso
iação de maneira mais ampla, a Figura 5.6 apresenta as 
urvas de PSNR divididas

pelo ganho de 
odi�
ação Cg do método original não podado do qual a aproximação podada

foi derivada. As 
urvas apresentam uma grande sobreposição, sugerindo que o ganho de


odi�
ação está rela
ionado 
om a desempenho dos métodos derivados.

Para o 
aso parti
ular da MRDCT, observa-se um in
remento 
onsiderável entre os 
asos

K = 4 e K = 5 de 2.81 dB (PSNR) e 0.07 (SSIM). Este fato foi previsto anteriormente

observando a 
urva de energia relativa E
rel,dB, devido ao a
umulo de energia nas linhas e


olunas n = 6 e m = 6 no domínio da transformada, Figura 5.3(f). Um fen�meno similar

pode ser observado para o 
aso da aproximação INT-1 podadas 
om K = 6 e K = 7.

De forma geral, levando em 
onta as 
urvas de PSNR e SSIM, assim 
omo as 
omplexi-

dades aritméti
as, as aproximações podados representam uma alternativa de baixo 
onsumo

energéti
o para apli
ações de 
odi�
ação de imagem e vídeo. A es
olha de um método podado

parti
ular depende de diversos fatores rela
ionados à apli
ação, 
omo desempenho desejado,


onsumo mínimo de energia ne
essário, quantidade de 
omponentes de hardware, et
. Na

práti
a, a derivação de 96 novos métodos permite um maior ajuste �no no trade-o� entre


usto 
omputa
ional e desempenho, propor
ionando uma maior gama de ferramentas para

apli
ações de 
ompressão de dados.

5.4 Arquiteturas VLSI

O trabalho apresentado nesta Seção foi desenvolvido em pare
eria 
om a Universidade

de Akron, 
om Dr. Arjuna Madanayake e Sunera Kulasekera. Alguns dos novos métodos

podados propostos foram mapeados em arquiteturas digitais e realizados �si
amente utili-

zando te
nologia CMOS. As implementações foram 
onsideradas em FPGAs Xilinx Virtex-6

e BEE3 (Xilinx Virtex-5) [99℄.

A LODCT e a MRDCT apresentam, respe
tivamente, o melhor desempenho e a menor
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Figura 5.6: Curvas de PSNR médio para 
ada método.


omplexidade aritméti
a dentre os métodos abordados. Portanto, foram 
onsiderados tais

métodos podados para o desenvolvimento em VLSI. Nesta Seção, denota-se por simpli
idade

M = T
MRDCT

e L = T
LODCT

.

Para a es
olha do parâmetro K de 
ada método, foi utilizado a de�nição de energia relativa

por zona E
zona

(K), des
rito na Seção 5.3.1. Foi 
onsiderado o 
ritério de E
zona

(K) ≈ 99%,

que 
orresponde a K = 4 para a LODCT e a K = 6 para a MRDCT, 
onforme apresentado

na Tabela 5.2. Sendo assim, são 
onsideradas as aproximações podadas M〈6〉 e L〈4〉, 
ujas

arquiteturas em 1-D são apresentadas nas Figura 5.17 e Figura 5.16, respe
tivamente. Tais

arquiteturas são baseadas nos algoritmos apresentados no Apêndi
e A.

As arquiteturas foram implementadas em sistema multi-FPGA BEE3. O sistema BEE3


onsiste em quatro dispositivos FPGAs Xilinx Virtex-5 a
opladas e é mostrado na Figura 5.18.

Foram gerados, através do ambiente MATLAB, 10000 vetores rand�mi
os de teste de 
om-

primento 8. Tais vetores foram roteados para o BEE3 via porta USB para serem pro
essados

pelas transformações podadas implementadas.

A avaliação da 
omplexidade de hardware foi realizada através das seguintes métri
as [44℄:

número de blo
os lógi
os 
on�guráveis (CLBs) utilizados; número de �ip-�ops (FFs); o atraso

de 
aminho 
ríti
o (T

pd

), em ns; a frequên
ia máxima de operação (F
max

), em MHz; potên-


ia dinâmi
a Qp, em mW/MHz; e potên
ia estáti
a Dp, em W. Os resultados são mostra-
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Tabela 5.3: Valores de PSNR médio para 
ada método

K

Método 1 2 3 4 5 6 7 8

Exa
t DCT 23.17 26.08 28.52 30.40 31.71 32.39 32.78 33.12

WHT [87℄ 23.17 25.41 26.95 28.73 29.51 30.31 31.12 31.84

SDCT [33℄ 23.17 24.28 25.23 27.15 27.59 28.43 28.82 29.84

BAS-1 [36℄ 23.17 25.30 27.04 29.34 30.15 30.97 31.33 32.20

BAS-2 [37℄ 23.17 25.30 26.95 28.70 29.47 30.14 30.96 31.76

BAS-3 [39℄ 23.17 25.41 27.27 29.65 30.67 31.81 32.18 32.61

BAS-4 [40℄ 23.17 25.30 26.75 28.70 29.45 30.04 30.72 31.73

BAS-5 [40℄ 23.17 25.30 27.04 29.24 30.15 30.89 31.77 32.25

BAS-6 [40℄ 23.17 25.30 26.75 28.70 29.47 30.07 30.73 31.73

BAS-7 [43℄ 23.17 24.41 26.95 28.73 29.51 30.31 31.12 31.84

LODCT [34℄ 23.17 25.83 28.02 29.53 30.55 31.32 31.63 32.44

RDCT [41℄ 23.17 25.83 27.64 28.94 29.79 30.41 31.21 31.96

MRDCT [42℄ 23.17 24.29 25.26 26.37 26.77 29.58 30.29 30.98

INT-1 [32℄ 23.17 25.74 26.07 26.89 27.34 27.72 30.42 31.02

INT-2 [32℄ 23.17 25.74 27.45 28.80 29.60 30.32 31.11 31.82

INT-4 [32℄ 23.17 25.83 27.63 28.94 29.80 30.41 31.24 31.98

INT-5 [32℄ 23.17 25.74 27.44 28.79 29.60 30.32 31.14 31.84

INT-6 [32℄ 23.17 25.74 27.81 29.35 30.30 31.21 31.52 32.29

dos na Tabela 5.5. De forma geral, a MRDCT podada 
om K = 6 apresentou menor 
onsumo

de re
ursos de hardware do que a LODCT podada 
om K = 4.

Também foram realizadas implementações em FPGA, assim 
omo síntese em ASIC, para

a MRDCT 
onsiderando todos os possíveis valores de K. As arquiteturas foram desenvolvidas

no dispositivo Xilinx Virtex-6 XC6VLX240T-1FFG1156. Um pro
edimento de teste análogo

ao des
rito anteriormente foi realizado. Os resultados são mostrados na Tabela 5.6. Os

resultados apontam uma redução 
onsiderável nos re
ursos de hardware ao de
rementar o

valor de K. Considerando o 
aso K = 6, a redução do número de FF é de ≈ 24%, enquanto

a do número de CLBs é de ≈ 21%.

Todos as aproximações MRDCT podadas foram sintetizadas em ASIC, utilizando o sistema

de implementação digital Caden
e En
ounter. Foram utilizadas 
élulas ASIC 45 nm CMOS

padrão do FreePDK. A tensão de alimentação para a implementação CMOS foi �xada em

VDD = 1.1 V . Para a síntese ASIC, foram adotadas as seguintes �guras de mérito [44℄:


omplexidade tempo-área (AT ), em mm2 · ns; 
omplexidade tempo-quadrado-área

(

AT 2
)

,
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Tabela 5.4: Valores de SSIM médio para 
ada método

K

Método 1 2 3 4 5 6 7 8

Exa
t DCT 0.48 0.66 0.79 0.86 0.89 0.90 0.90 0.90

WHT [87℄ 0.48 0.64 0.74 0.82 0.85 0.87 0.87 0.88

SDCT [33℄ 0.48 0.59 0.67 0.77 0.80 0.81 0.82 0.84

BAS-1 [36℄ 0.48 0.62 0.74 0.83 0.85 0.87 0.88 0.89

BAS-2 [37℄ 0.48 0.62 0.73 0.82 0.84 0.85 0.87 0.88

BAS-3 [39℄ 0.48 0.64 0.75 0.84 0.87 0.89 0.89 0.89

BAS-4 [40℄ 0.48 0.62 0.72 0.81 0.83 0.85 0.86 0.87

BAS-5 [40℄ 0.48 0.62 0.74 0.83 0.85 0.87 0.88 0.89

BAS-6 [40℄ 0.48 0.62 0.73 0.82 0.84 0.86 0.87 0.88

BAS-7 [43℄ 0.48 0.64 0.74 0.82 0.85 0.87 0.87 0.88

LODCT [34℄ 0.48 0.64 0.74 0.82 0.85 0.87 0.87 0.88

RDCT [41℄ 0.48 0.66 0.77 0.84 0.87 0.88 0.89 0.89

MRDCT [42℄ 0.48 0.55 0.65 0.72 0.76 0.83 0.84 0.86

INT-1 [32℄ 0.48 0.64 0.67 0.74 0.76 0.78 0.85 0.86

INT-2 [32℄ 0.48 0.64 0.75 0.82 0.84 0.86 0.87 0.88

INT-4 [32℄ 0.48 0.66 0.76 0.82 0.85 0.86 0.88 0.88

INT-5 [32℄ 0.48 0.64 0.75 0.82 0.84 0.86 0.87 0.88

INT-6 [32℄ 0.48 0.64 0.76 0.83 0.86 0.88 0.88 0.89

Tabela 5.5: Consumo de re
urso de hardware utilizando Xilinx Virtex-5 para a MRDCT e LODCT

Method

Métri
a LODCT podada K = 4 MRDCT podada K = 6

CLB 298 232

FF 1054 895

T

pd

(ns) 3.578 3.588

F
max

(MHz) 279.48 278.70

Dp (mW/MHz) 3.141 3.620

Qp (W) 1.50 1.50
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Figura 5.7: Curvas de SSIM médio para 
ada método.

em mm2 · ns2; potên
ia dinâmi
a Qp, em mW/MHz; potên
ia estáti
a Dp, em mW;o atraso

de 
aminho 
ríti
o (T

pd

), em ns; e a frequên
ia máxima de operação (F
max

), em GHz. Os

resultados são mostrados na Tabela 5.7. Os valores apontam uma redução 
onsiderável de

re
ursos. A exemplo, 
onsiderando ainda o 
aso K = 6, os resultados apontam uma redução

de ≈ 17% em área o
upada.

Tabela 5.6: Consumo de re
urso de hardware utilizando Xilinx Virtex-6 para a MRDCT podada

K CLB FF T

pd

(ns) F
max

(MHz) Dp (mW/MHz) Qp (W)

1 107 376 2.263 441.89 0.67 3.43

2 136 568 2.300 434.78 0.97 3.43

3 210 783 2.509 398.56 0.87 3.43

4 247 961 2.946 339.44 1.35 3.43

5 290 1123 2.877 347.58 1.70 3.43

6 350 1286 2.735 365.63 2.07 3.44

7 424 1487 3.300 303.03 2.21 3.44

8 445 1696 3.390 294.98 2.74 3.44
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Figura 5.8: Curvas de PSNR médio divididas pelo ganho de 
odi�
ação Cg de 
ada método.

Tabela 5.7: Consumo de re
ursos para síntese CMOS 45 nm ASIC para a MRDCT podada

K Area AT AT 2 T

pd

F
max

Dp Qp

1 0.011 0.011 0.010 0.961 1.040 0.018 0.088

2 0.017 0.016 0.015 0.962 1.039 0.028 0.125

3 0.022 0.021 0.020 0.963 1.038 0.038 0.167

4 0.027 0.027 0.026 0.970 1.030 0.047 0.208

5 0.032 0.034 0.037 1.075 0.930 0.057 0.246

6 0.038 0.038 0.037 0.995 1.005 0.067 0.288

7 0.043 0.047 0.051 1.085 0.921 0.079 0.333

8 0.046 0.051 0.057 1.103 0.906 0.084 0.357
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(a) Sem 
ompressão (b) Método não podado (PSNR

= 33.56 dB e SSIM = 0.89)

(
) K = 7 (PSNR = 33.06 dB e

SSIM = 0.89)

(d) K = 6 (PSNR = 32.44 dB e

SSIM = 0.89)

(e) K = 5 (PSNR = 31.80 dB e

SSIM = 0.88)

(f) K = 4 (PSNR = 31.20 dB e

SSIM = 0.88)

(g) K = 3 (PSNR = 28.63 dB e

SSIM = 0.82)

(h) K = 2 (PSNR = 26.90 dB e

SSIM = 0.76)

Figura 5.9: Compressão da imagem `Lena' através de métodos derivados da WHT.
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(a) Sem 
ompressão (b) Método não podado (PSNR

= 30.78 dB e SSIM = 0.84)

(
) K = 7 (PSNR = 30.29 dB e

SSIM = 0.84)

(d) K = 6 (PSNR = 30.08 dB e

SSIM = 0.83)

(e) K = 5 (PSNR = 29.20 dB e

SSIM = 0.83)

(f) K = 4 (PSNR = 28.94 dB e

SSIM = 0.82)

(g) K = 3 (PSNR = 26.34 dB e

SSIM = 0.77)

(h) K = 2 (PSNR = 25.41 dB e

SSIM = 0.71)

Figura 5.10: Compressão da imagem `Lena' através de métodos derivados da SDCT.
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(a) Sem 
ompressão (b) Método não podado (PSNR

= 34.40 dB e SSIM = 0.90)

(
) K = 7 (PSNR = 33.78 dB e

SSIM = 0.90)

(d) K = 6 (PSNR = 33.73 dB e

SSIM = 0.90)

(e) K = 5 (PSNR = 32.99 dB e

SSIM = 0.89)

(f) K = 4 (PSNR = 32.17 dB e

SSIM = 0.89)

(g) K = 3 (PSNR = 30.41 dB e

SSIM = 0.85)

(h) K = 2 (PSNR = 27.64 dB e

SSIM = 0.79)

Figura 5.11: Compressão da imagem `Lena' através de métodos derivados da LODCT.
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(a) Sem 
ompressão (b) Método não podado (PSNR

= 33.72 dB e SSIM = 0.90)

(
) K = 7 (PSNR = 33.18 dB e

SSIM = 0.89)

(d) K = 6 (PSNR = 32.55 dB e

SSIM = 0.89)

(e) K = 5 (PSNR = 31.97 dB e

SSIM = 0.88)

(f) K = 4 (PSNR = 31.34 dB e

SSIM = 0.87)

(g) K = 3 (PSNR = 29.87 dB e

SSIM = 0.84)

(h) K = 2 (PSNR = 27.64 dB e

SSIM = 0.79)

Figura 5.12: Compressão da imagem `Lena' através de métodos derivados da RDCT.
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(a) Sem 
ompressão (b) Método não podado (PSNR

= 32.38 dB e SSIM = 0.87)

(
) K = 7 (PSNR = 32.02 dB e

SSIM = 0.87)

(d) K = 6 (PSNR = 31.62 dB e

SSIM = 0.86)

(e) K = 5 (PSNR = 27.69 dB e

SSIM = 0.80)

(f) K = 4 (PSNR = 27.48 dB e

SSIM = 0.79)

(g) K = 3 (PSNR = 26.24 dB e

SSIM = 0.75)

(h) K = 2 (PSNR = 25.29 dB e

SSIM = 0.69)

Figura 5.13: Compressão da imagem `Lena' através de métodos derivados da MRDCT.
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(a) Sem 
ompressão (b) Método não podado (PSNR

= 34.14 dB e SSIM = 0.90)

(
) K = 7 (PSNR = 33.53 dB e

SSIM = 0.90)

(d) K = 6 (PSNR = 33.49 dB e

SSIM = 0.90)

(e) K = 5 (PSNR = 32.78 dB e

SSIM = 0.89)

(f) K = 4 (PSNR = 32.04 dB e

SSIM = 0.89)

(g) K = 3 (PSNR = 28.63 dB e

SSIM = 0.83)

(h) K = 2 (PSNR = 26.87 dB e

SSIM = 0.75)

Figura 5.14: Compressão da imagem `Lena' através de métodos derivados da BAS-1.
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(a) Sem 
ompressão (b) Método não podado (PSNR

= 32.58 dB e SSIM = 0.88)

(
) K = 7 (PSNR = 32.16 dB e

SSIM = 0.87)

(d) K = 6 (PSNR = 29.25 dB e

SSIM = 0.83)

(e) K = 5 (PSNR = 28.99 dB e

SSIM = 0.82)

(f) K = 4 (PSNR = 28.70 dB e

SSIM = 0.81)

(g) K = 3 (PSNR = 27.93 dB e

SSIM = 0.79)

(h) K = 2 (PSNR = 27.63 dB e

SSIM = 0.78)

Figura 5.15: Compressão da imagem `Lena' através de métodos derivados da INT-6.



120

D

D

D

D

D

D

D

D

D

D

D

D

D

D

D

D

x0

X4

X3

X5

X1

X2

X0

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

Figura 5.16: Arquitetura 1-D para a MRDCT podada.
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Figura 5.17: Arquitetura 1-D para a LODCT podada.
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DRAM

D
A

B
C

USB Ports

Figura 5.18: Dispositivo BEE3 utilizado para implementar as arquiteturas. Os mar
adores A, B, C

e D indi
am as quatro FPGAs Xilinx Virtex-5 XC5VSX95T-2FF1136.



Capítulo 6

Con
lusões
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N

este trabalho, foram apresentadas diversas aproximações para a DCT baseadas em

pruning , ou aproximações podadas. Tais aproximações são derivadas de aproximações

já existentes na literatura. Os novos métodos podem ser 
onsiderados em diversas apli
ações

em hardware 
om baixo 
onsumo energéti
o, tais 
omo transmissão de vídeo em tempo real,

armazenamento/transmissão de imagem e vídeo através de dispositivos portáteis, 
ompressão

de imagem em rede de sensores wireless, 
ompressão de imagem para apli
ações médi
as, 
omo

endos
opia wireless, entre outros. Os novos métodos derivados propor
ionam um maior ajuste

�no no 
ompromisso entre 
usto 
omputa
ional e desempenho. Os métodos apresentaram

desempenho satisfatório e 
omplexidades aritméti
as bastante reduzidas.

No Capítulo 2, foram apresentadas questões teóri
as relativas a DCT. As de�nições formais

foram mostradas, assim 
omo a relação da DCT 
om a KLT. Diversos algoritmos rápidos

populares para a DCT foram des
ritos e 
omparados.

No Capítulo 3, foram abordadas as aproximações para a DCT. Os 
on
eitos de ortogo-

nalidade e ortonormalidade foram apresentados, assim 
omo o pro
edimento matemáti
o de

ortonormalização. Diferentes métodos en
ontrados na literatura foram 
atalogados e 
ompa-

rados segundo as métri
as des
ritas neste Capítulo.

As prin
ipais 
ontribuições deste trabalho foram desenvolvidas nos Capítulo 4 e Capí-

tulo 5. No Capítulo 4, foi proposta a de�nição generalizada de pruning, ou transformação

podada. Foram des
ritas a DFT e a DCT exata podadas. Um estudo sobre a relação entre

a 
omplexidade aritméti
a de transformações em 1-D e 2-D 
onsiderando a de
omposição

linha-
oluna foi apresentado. Foi veri�
ado que as aproximações podadas apresentam uma

redução de 
omplexidade ainda maior para o 
aso 2-D. Um 
aso parti
ular do 
on
eito geral

de transformação podada foi desenvolvido para o 
aso de aproximações para a DCT. Diversos

métodos baseados nas aproximações des
ritas no Capítulo 3 foram derivados. Um pro
edi-

mento para o 
�mputo da transformação inversa baseado na aproximação pela transformada

inversa não podada foi desenvolvido. A de�nição de pseudo-ortonormalidade foi proposta. Foi

mostrado que para métodos pseudo-ortogonais, 
omputar a transformada inversa através da

matriz generalizada de Moore-Penrose resulta na mesma expressão matemáti
a obtida através

da aproximação pela inversa não podada. Além disso, foi veri�
ado 
omputa
ionalmente que

todos os métodos ortonormais abordados produzem métodos podados pseudo-ortonormais.

No Capítulo 5, foram abordadas questões introdutórias sobre pro
essamento de imagens,


om fo
o em 
ompressão de imagem. As �guras de mérito MSE, PSNR e SSIM foram des
ritas.
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O pro
edimento geral de 
ompressão de imagem foi apresentado. Um estudo de distribuição

de energia no domínio da transformada foi realizado utilizando 
inquenta imagens de um

ban
o públi
o de imagens. Para tal, foram de�nidos o per
entual relativo de energia, a

energia relativa em dB e a energia relativa por zona. Através desse estudo, pode-se observar

a propriedade de 
ompa
tação de energia para 
ada uma das aproximações para a DCT

abordadas. Simulações de 
ompressão de imagem utilizando as imagens do ban
o públi
o

e as aproximações podadas derivadas no Capítulo 4 foram realizadas. O desempenho de


ompressão foi avaliada segundo as �guras de mérito. As 
urvas obtidas mostraram que as

aproximações podadas apresentam desempenho 
ompetitivo 
om as aproximações originais

não podadas e também 
om a DCT exata. Por apresentarem uma redução de 
omplexidade

ainda mais signi�
ativa em 2-D, as aproximações podadas se mostraram de relevante utilidade

para a redução do 
onsumo energéti
o para apli
ações wireless e de baixa potên
ia. Alguns

dos métodos podados propostos foram realizados �si
amente utilizando te
nologia CMOS, em

par
eria 
om a Universidade de Akron.

As 
ontribuições do presente trabalho são sumarizadas a seguir:

• É apresentada uma revisão teóri
a sobre a DCT, 
atalogando, des
revendo e 
omparando

diversos algoritmos rápidos;

• Con
eitos teóri
os a respeito de aproximações para a DCT são abordados. Diferentes méto-

dos existentes na literatura são des
ritos, analisados e 
omparados. Medidas de desempenho

são abordadas;

• Uma de�nição generalizada de pruning é proposta;

• Uma análise da 
omplexidade aritméti
a para transformações em 2-D e 1-D é apresentada;

• Casos parti
ulares da de�nição de pruning voltados para aproximações para a DCT são

propostos;

• Um 
onjunto extenso de novos métodos aproximados e podados é proposto. Algoritmos

rápidos para 
ada método são apresentados. Uma 
omparação entre a 
omplexidade arit-

méti
a de 
ada método é realizada;

• Uma análise algébri
a é realizada a respeito da transformação inversa para métodos poda-

dos. Métodos aproximados e baseados em matrizes inversas generalizadas para realizar a

transformação inversa são propostos;

• Uma introdução a pro
essamento e 
ompressão de imagens é forne
ida. Métri
as para
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avaliar o desempenho de 
ompressão também são abordadas;

• Um estudo visando analisar a propriedade de 
ompa
tação de energia de 
ada método

aproximado é realizado;

• Simulações de 
ompressão de imagem utilizando 
ada novo método proposto são realiza-

das. Os métodos podados são 
omparados segundo as métri
as abordadas. Os resultados

mostraram que, enquanto a 
omplexidade aritméti
a é reduzida 
onsideravelmente, méto-

dos podados propor
ionam desempenho 
ompetitivo. Con
lui-se que 
onsiderar métodos

podados é uma alternativa relevante para apli
ações de baixo 
onsumo de potên
ia.

• Desenvolvimento de arquitetura digital de alguns dos métodos podados propostos e imple-

mentação em VLSI (par
eria 
om a Universidade de Akron).

Como trabalhos futuros, sugere-se:

• Realizar estudo visando o desenvolvimento de algoritmos rápidos para aproximações para

a DCT diretamente em duas dimensões. Assim 
omo no 
aso da DCT exata, é possível

que tais algoritmos apresentem 
omplexidade aritméti
a ainda menores do que utilizando

a de
omposição linha-
oluna;

• Apli
ar a abordagem pruning para algoritmos rápidos diretamente em duas dimensões;

• Desenvolver o 
on
eito de pruning para a DCT de três dimensões, visando 
odi�
ação de

vídeo;

• Derivar aproximações para a DCT em três dimensões, 
om objetivo de gerar métodos de


odi�
ação de vídeo de baixo 
usto 
omputa
ional;

• Considerar a abordagem pruning para DCTs aproximadas em três dimensões, uma vez que

tais aproximações sejam propostas;

• Veri�
ar a vera
idade ou não vera
idade da seguinte 
onje
tura: Seja uma matriz de trans-

formação T. Seja a matriz podada T〈K〉, obtida a partir de T de a
ordo 
om a De�nição 4.4.

Se T é ortonormal, então T〈K〉 é pseudo-ortonormal.

• Apli
ar os métodos podados propostos em CODEC de vídeo x264 open sour
e.
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Tabela A.1: Asso
iação entre métodos propostos, �guras e parâmetros de algoritmos rápidos

Métodos podados Figura Parâmetros

SDCT A.1 �

BAS-1 A.2 �

BAS-2 A.3 �

BAS-3 A.4 �

BAS-4 A.5 a = 0

BAS-5 A.5 a = 1/2

BAS-6 A.5 a = 1

BAS-7 A.6 �

LODCT A.9 e A.10 m = [1 1 1 1 1 1
2 0]

RDCT A.7 �

MRDCT A.8 �

INT-1 A.9 e A.10 m = [1 0 1 1 1 1 0]

INT-2 A.9 e A.10 m = [2 0 1 1 1 1 0]

INT-4 A.9 e A.10 m = [1 1 1 1 1 1 0]

INT-5 A.9 e A.10 m = [2 1 1 1 1 1 0]

INT-6 A.9 e A.10 m = [2 2 1 1 1 1 0]

A seguir são apresentados os algoritmos rápidos para todos os métodos podados propos-

tos. A Tabela A.1 asso
ia os métodos des
ritos 
om as respe
tivas �guras e 
om os res-

pe
tivos parâmetros para algoritmo rápido, quando existentes na Figura. De�nde-se m =

[m0 m1 m2 m3 m4 m5 m6], parâmetros utilizados nas Figura A.9 e Figura A.10.
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Figura A.1: Algoritmos rápidos para aproximações derivadas da SDCT.
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Figura A.2: Algoritmos rápidos para aproximações derivadas de BAS-1.
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Figura A.3: Algoritmos rápidos para aproximações derivadas de BAS-2.
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Figura A.4: Algoritmos rápidos para aproximações derivadas de BAS-3.
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Figura A.5: Algoritmos rápidos para aproximações derivadas de BAS-4, BAS-5 e BAS-6.
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Figura A.6: Algoritmos rápidos para aproximações derivadas de BAS-7.
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Figura A.7: Algoritmos rápidos para aproximações derivadas da RDCT.
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Figura A.8: Algoritmos rápidos para aproximações derivadas da MRDCT.
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Figura A.9: Algoritmos rápidos para aproximações derivadas da LODCT e das INT-i.
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Figura B.1: Imagens apli
adas ao pro
edimento de 
ompressão de imagens.
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Glossário de Notação

P


onjunto

{

0, 1, 2, 12
}

N


onjunto dos números naturais

Z


onjunto dos números inteiros

Q


onjunto dos números ra
ionais

R


onjunto dos números reais

C


onjunto dos números 
omplexos

CN

espaço vetorial de dimensão N 
om elementos em C

⊤

transposição matri
ial

⊗

produto tensorial

⊙

produto matri
ial de Hadamard

M(·)


omplexidade multipli
ativa
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A(·)


omplexidade aditiva

B(·)


omplexidade de deslo
amento de bits

A(·)


omplexidade aritméti
a

E[·]

retorna valor esperado ou esperança

tr(·)

retorna traço de uma matriz quadrada

diag(·)

retorna uma matriz blo
o-diagonal 
ujos elementos da diagonal prin
ipal são de�nidos,

em ordem, pelo argumento

diag
M

(·)

retorna uma matriz diagonal 
ujos elementos são dados pela diagonal prin
ipal do argu-

mento

diag
v

(·)

retorna um vetor 
oluna 
ujos elementos são dados pela diagonal prin
ipal do argumento

sum(·)

retorna a soma dos elementos da matriz de seu argumento

rank(·)

retorna o rank de uma matriz passada no argumento

round(·)

função de arredondamento usual

(·)10

representação em base binária

(·)2

representação em base de
imal
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Cg

ganho de 
odi�
ação

C∗
g

ganho de 
odi�
ação uni�
ado

WN

e−j 2π

N

η

e�
iên
ia da transformada

IN

matriz identidade de dimensão N ×N

ĪN

matriz de dimensão N ×N 
uja diagonal se
undária é 
omposta por elementos unitários

e os demais elementos são nulos

T〈K〉

matriz de dimensão K × N derivada de uma matriz arbtirária T de dimensão N × N ,

K < N , em que as primeiras K linhas são preservadas

D[K]

matriz de dimensão K ×K derivada de uma matriz arbtirária D de dimensão N × N ,

K < N , em que as primeiras K linhas e primeiras K 
olunas são preservadas

H
+

inversa generalizada de Moore-Penrose de uma matriz H



A
r�nimos

KLT Transformada de Karhunen-Loève

DCT Transformada dis
reta do 
osseno

DCT-I DCT tipo I

DCT-II DCT tipo II

DCT-III DCT tipo III

DCT-IV DCT tipo IV

IDCT DCT inversa

DST Transformada dis
reta do seno

DFT Transformada dis
reta de Fourier

DHT Transformada dis
reta de Hartley

DWT Transformada W dis
reta

WHT Transformada de Walsh-Hadamard

FFT Transformada rápida de Fourier

FCT Transformada rápida do 
osseno

DIT Dizimação no tempo

SDCT DCT sinalizada

LODCT Lengwehasatit-Ortega DCT

BAS Série de aproximações Bouguezel�Ahmad�Swamy

RDCT DCT arredondada

MRDCT RDCT modi�
ada

INT Referên
ia às aproximações baseadas em funções inteiras
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HDTV TV de alta de�nição

MSE Erro médio quadráti
o

SNR Relação sinal-ruído

PSNR Relação sinal-ruído de pi
o

SSIM Similaridade estrutural

VLSI Very-large-s
ale integration

CSD Canoni
al-signed-digit

RGB Sistema aditivo de 
ores formado por vermelho, verde e azul

HVS Sistema visual humano

FPGA Field Programmable Gate Array

CMOS Semi
ondutor metal-óxido 
omplementar

BEE3 Berkeley emulation engine

PDK Pro
ess design kit

DSP Pro
essador de sinais digitais

ASIC Cir
uito integrado de apli
ação espe
í�
a

WVSN Rede de sensores visuais wireless

CLB Blo
o lógi
o 
on�gurável

FF Flip-�op


