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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A area das telecomunicagoes, tudo o que esta relacionado & troca de informacdo entre pontos
distantes no espaco, cresce a passos largos. As inovadoras tecnologias oriundas desta area tém impacto
em diversas areas da sociedade, modificando o mundo para o estado em que se encontra atualmente,
de modo que seria muito dificil de concebé-lo sem os seus beneficios. O mais surpreendente é que
a eletronica, principal area contribuidora, tem seu nascimento bastante recente. A sua histéria se
confunde com parte da histéria moderna das telecomunicagbes. As valvulas eletronicas, antecessores
dos transistores, tém sua origem relacionada aos tubos de raios catddicos usados nas experiéncias
de J. J. Thompson na descoberta do elétron, em que recebeu o prémio Nobel de fisica no ano de
1906. Através desse dispositivo foram inventados meios revolucionérios de comunicagdo, os radios em
transmissao AM e FM, com contribuigdes relevantes de E. H. Armstrong [1], os televisores e os antigos
computadores.

Os sinais analdgicos eram, sem sombra de davida, os sinais conhecidos preferidos como formas
de comunicagdo/ transmissdo daquela época. No entanto, esse cenério estava por ser modificado
quando surgiu o teorema da amostragem, atualmente atribuido a quatro autores, Whittaker, Nyquist,
Shannon e Kotelnikov [34]. Este teorema permitia que sinais analégicos de banda limitada pudessem
ser convertidos em sinais binarios de modo que no processo de recuperagao nao ocorresse perda da
informagao contida no sinal original [2]. Outro avango no d4mbito das telecomunicagoes ocorreu na
década de 40, quando C. E. Shannon tentou responder a duas questoes: "Quais os recursos estritamente
necessarios para se enviar informacao através de um canal de comunicagao?” E “como seria possivel
proteger a informagao enviada em um canal de comunicagao contra os efeitos nocivos do ruido presente
no meio?” Em uma primeira etapa foi necessario que Shannon definisse, matematicamente, o conceito
de informacao para entdo responder aos questionamentos, respectivamente, através dos teoremas da
codificagdo em canais sem ruido e da codificagdo em canais ruidosos [3]. Esses teoremas sdo de vital
importéncia para as telecomunicacoes, pois a teoria surgida através deles reflete bem os problemas de
comunicagao encontrados na realidade.

Shannon mostrou [3], com o segundo teorema, que se pode transmitir informagao através de um

canal ruidoso de maneira tal que esta informagao, relevante ao destinatario, possa ser recuperada



com confiabilidade controlada. E necessario, no entanto, a construcio de codigos para a protecio
dessa informagao. Este teorema também estabelece um limite superior para a protegao que pode ser
alcancada por tais cédigos. Infelizmente, esta prova nao é construtiva, ou seja, sabe-se que existem
codigos que atingem a cota superior de prote¢ao (como exemplo pode-se citar os codigos turbos [35]).
Desde entao, diversos pesquisadores tentam encontrar maneiras de construir coédigos que apresentem
essa propriedade, criando assim uma area de pesquisa bastante versatil e sofisticada que proporcionou
conquistas tecnoldgicas importantes. Como exemplo dessas conquistas temos os gravadores e repro-
dutores de CDs e DVDs, a comunicagao por satélite, modems, entre outras.

Na mesma época ocorria outro avanco também importante para a concretizacao da era digital.
Em 1948, J. Bardeen, W. Brattain e W. Shockley apresentaram ao mundo o primeiro transistor [36],
transistor de jungao bipolar, TBJ, considerado como uma das inveng¢oes mais relevantes para as areas
da computagao e dos sistemas eletronicos [4]. A partir de entdo houve a necessidade de se ter sistemas
mais rapidos e eficientes, apresentando uma melhora em sua qualidade. Este fato caracterizou a
corrida pela melhoria dos dispositivos e processos de fabricagao, tornando-os cada vez menores e
mais velozes. Por volta da metade dos anos 60, a constatacao de que os processos de fabricagao
estavam concebendo dispositivos cada vez menores, proporcionando assim um fantéastico crescimento
das areas ligadas a esses dispositivos, computacao e telecomunicacao, levou a criacao de uma lei
empirica bastante interessante. A lei empirica de Moore, proposta por Gordon Moore [37], diz que a
um custo constante, a capacidade dos computadores dobra a cada dois anos. A veracidade desta lei
vem sendo verificada desde a sua proposi¢ao. Ocorre que os meios convencionais de fabricagdo desses
dispositivos estao encontrando dificuldades relacionadas aos tamanhos dos mesmos, tendo em vista
que atingiu-se escalas nanométricas que sao responséveis pelo alto desempenho de certos aparelhos
eletronicos. Efeitos quéinticos passam a ser observados e se tornam relevantes para estes dispositivos,
0 que provocaria uma estagnagao da tecnologia caso esses problemas nao pudessem ser contornados.
Entao uma nova teoria deve ser desenvolvida provendo assim uma continuidade aos avangos requeridos.

A outra ponta para o desenvolvimento desta nova teoria é a ferramenta conceitual que teve seus
primeiros passos no inicio do século XX, a fisica quantica. O nascimento da fisica quantica, no final
do Século XX, foi proporcionado pelas incoeréncias explicativas da teoria fisica vigente [5]. Podemos
mencionar o problema da radiagao de corpo negro, o problema da espiralizagao do elétron para o
nucleo do adtomo, entre outros. A solugao encontrada foi incorporar hipoteses a antiga teoria para
a explicacao desses fendomenos, mas isso nao ocorreu de forma a obter resultados satisfatorios pelas
constantes contradi¢gbes que se seguiram. Entdo, no ano de 1920, foi criada a mecénica quantica,
que vem a ser um conjunto de regras, fundamentos matematicos, para a explicacao, entendimento,
inicialmente, de fendémenos relacionados aos estudos dos atomos e particulas fundamentais, ou seja,
atualmente, esta relacionada a criagao de teorias fisicas. Podemos destacar grandes cientistas pioneiros
na area, tais como: N. Bohr, P. Dirac, E. Schréodinger, W. Heisenberg, M. Planck.

Desta forma, uma aposta para a continuidade do desenvolvimento, evolugao dos sistemas eletroni-
cos, computadores e os sistemas de telecomunicagoes em geral é a teoria da informagao quéntica. A
teoria da informacao quéantica pode ser construida a partir dos fundamentos bem estabelecidos da
teoria da informagao e da mecénica quéntica. Esses novos computadores estarao a utilizar novos
componentes, conceitos, diretamente relacionados a mecanica quantica. A unidade fundamental de

informacao, para a tecnologia classica, é conhecida como bit. No entanto para este novo paradigma



esta nova unidade béasica de informagao é conhecida como g-bit. As portas logicas sao também mod-
ificadas de modo a se adaptarem a essa nova unidade de informacao. Todos esses novos conceitos,
as idéias relacionadas ao fato de que os novos computadores poderiam operar no nivel da mecénica
quéntica, ao invés da fisica convencional, seriam concebidos para que esse novo computador pudesse
realizar tarefas de modo eficiente.

Este ganho de eficiéncia é medido quando se relacionam tarefas que para um computador con-
vencional requereriam um esforco computacional consideravel. E sobre este fato, por exemplo, que a
seguranga dos criptossistemas atuais esta embasada [6], pois para a computagio classica existe uma
dificuldade bastante relevante na fatoragao, encontrar os fatores primos, de nimeros de alta ordem de
grandeza ou na resolugao do problema do logaritmo discreto. No entanto, prevé-se que para um com-
putador quantico esta tarefa nao representaria grande esforgo, a utilizacao da transformada de Fourier
quantica daria um ganho de velocidade, comparando-se aos melhores algoritmos convencionais, quer
para o problema da fatoragao, quer para o problema do logaritmo discreto. Outro ganho dessa nova
tecnologia estaria relacionado ao problema de buscas em conjuntos, por exemplo, encontrar o elemento
minimo em um conjunto desordenado ou entao a busca de chaves criptogréficas, referindo-se aos mel-
hores algoritmos, o algoritmo de Grove |7] desempenha um ganho quadraticamente mais eficiente. Por
sua vez, como ja foi mencionado, os hardwares seriam também modificados para adaptar-se a essa nova
concepgao. Para que essa modificagao fosse, em principio, alcancada era necessario que se pudesse
obter um controle mais substancial sobre os sistemas quénticos isolados. Isso foi possivel a partir da
década de 1970, pois antes disto, o controle sobre estes sistemas isolados nao era tao sofistiado. Os
métodos de aprisionamento de atomos e as armadilhas i6nicas [39], estas nos tltimos anos veem sendo
consideradas como experimentos promissores, proporcionaram realizar-se experimentos com bastante
precisao. Desta forma novos maquinarios puderam ser elaborados, tais como o microscépio de tunela-
mento de varredura [38] que move atomos podendo criar novas configuragoes atdmicas e dispositivos
eletronicos usados na transferéncia, individual, de elétrons.

A seguir, na tabela 1.1, um breve relato historico sobre a evolugao dos sistemas quénticos, no
intuito de abordar a contextualizagao do processo evolutivo desta nova area do conhecimento no atual
ambiente tecnologico e de evidénciar quais foram os caminhos tomados para o desenvolvimento pleno

do seu estado da arte.



Tabela 1.1: Historico Evolutivo dos Sistemas Quéanticos.

Ano Acontecimento
1973 Comprovagéo da possibilidade da computagéo reversivel, C. Bennet [8].
1980 | Proposi¢ao do computador quantico por P. Benioff, embasado por trabalhos de C. Bennet [9].
1984 Protocolo criptografico BB84, por C. Bennet e G. Brassard. [10].
1985 Criagao do primeiro algoritmo quéntico, por D. Deutsch [T7].
1993 Proposigao do teletransporte quantico, por C. Bennet e colaboradores [11].
1994 Algoritmo de fatoragao, por P. Shor [12].
1994 Algoritmo de busca, por L. Grover [13].
1996 Demonstragao experimental, pela IBM, do protocolo BB84.
1997 Descoberta dos estados pseudo-puros, comunicacido quantica por RMN?,
por N. Gershenfeld e I. Chuang [14].

1998 Demonstragao dos algoritmos de busca e teletransporte através da computagao

quantica por RMN e concepcao de portas logicas quanticas.
2001 Demonstracdo do algoritmo de Shor por RMN!.
2003 Emaranhamento de spins do nicleo e de um elétron na mesma molécula

por combinacao de RMN! e RPE2.
2004 Transferéncia de informagao de matéria & luz iniciando as redes quanticas
em grande escala, por pesquisadores do Inst. Tecnolégico da Georgia.
2004 Transferéncia de informacgao de luz & matéria, por pesquisadores do Inst. Max Planck.
2007 Descoberta do ¢-bit de diamante [16].
2007 | Demonstracao de uma teoria para a construcao do transistor para um computador quéntico
por pesquisadores das Universidades de Copenhagen e Harvard [17].

2010 Armadilha i6nica para transmissdo em antenas [20]




CAPITULO 2

PRINCIPIOS DA INFORMAGAO
QUANTICA

"Quels que soient les progrés des con-
naissances humaines, il y aura toujours
place pour ’ignorance et par suite pour
le hasard et la probabilité.”

Emile Borel

O conceito basico fundamental de informacao , em que se refere a comunicagoes digitais, é o bit,
termo derivado da abreviacao dos nomes binary unit. Este elemento basico pode assumir dois e so-
mente dois possiveis valores, 0 ou 1. No entanto, para a teoria da informacao quéntica, a unidade
fundamental de informagao, para comunicac¢oes quéntica, conhecida por bit quantico, recebe a desig-
nacao de ¢bit, pode assumir dois possiveis valores e quaisquer estados intermediarios entre eles em um
espaco tridimensional. Da mesma maneira que o bit pode ser representado fisicamente, por exemplo,
por dois niveis diferentes de tensao para a indicacao de dois possiveis valores diferentes, o g-bit tam-
bém possui representacao fisica. Os exemplos sao diversos, tais como as duas polarizagoes do féton, os
estados de excitagao de um atomo, os estados de alinhamentos de um spin nuclear. Nesta dissertagao
serd considerada somente a representacao matematica desse elemento.

Neste capitulo faz-se necessario a introducgao de alguns conceitos matematicos. Uma visita aos
conceitos relacionados a algebra linear e as manipulagoes matriciais é requerida para que o entendi-
mento pleno desse nova ferramenta seja alcangado. Uma notagao propria é introduzida para uma

designagao especifica nesta area do conhecimento, entre outros conceitos.

2.1 Alguns Conceitos de Algebra Linear

A notacdo de Dirac é usada, como padrao, para representacao do q-bit [43]. Esta notagdo é

conhecida como braket, em que |.) é nomeado de ket e (.| ¢ nomeado de bra. Essa notacao vem para



representar as n-uplas com entradas complexas, o conjunto de vetores em C™, o conjunto de interesse
da mecanica quantica. Assim, a Equacao (2.1) representa um vetor arbitrario pertencente a C™. As

representagoes se relacionam em que uma é a dual da outra, no contexto mencionado.

w=| " [wi=(a @ - @) (21)

(¢2%)

O simbolo * sobrescrito indica o complexo conjugado. Outro fato importante reside sobre a
representagao do elemento nulo, o vetor zero, definido por 0. Este elemento do espaco vetorial é a
excecao em relacao ao uso da notagao de Dirac, ele é representado sem a notagao para que nao haja
confusdo em relagao ao elemento |0) que representa um estado quantico bem definido.

Apos essas definigoes iniciais é possivel conceber a idéia de um conjunto de elementos |v1), |vs),
-+« |vg), oriundos do mesmo espago vetorial, de tal modo que qualquer vetor, que pertenga ao mesmo
espago desse vetores, possa ser representado por uma soma ponderada, ou seja, uma combinagdo
linear dos elementos desse conjunto, o qual definimos como conjunto gerador do espago considerado.
A equagao (2.2) mostra a expressao de um vetor arbitrario como combinagcao linear dos vetores de um

espago arbitrario.

|w) = aq |v1) + ag |va) + -+ + ay |vg) - (2.2)

Exemplo 2.1.1. Como exzemplo, podemos considerar o espaco vetorial R%, que por sua vez estd

() wer()

Podemos representar qualquer vetor a partir dos vetores apresentados, |i) e |j).

contido no espaco vetorial C"?:

>
>

[4)

O

Uma caracteristica exigida para um conjunto gerador é a independéncia linear. Considere a
expressao 2.3, caso haja a; # 0, para algum valor de t, de modo que esta seja verificada, entao o
conjunto gerador tem a caracteristica de ser linearmente dependente. Caso contrario, receberia a

caracteristica de independéncia linear.

0=a |v1>—|—a2 |U2>-‘r~--+aj |’Uj>. (23)

Exemplo 2.1.2. Considere dois vetores, |f1) e |f2), mostrados abaizo.

|f1>=<(1)> efz>=<_11>.

Através da Equagao (2.3), podemos verificar que essa escolha de vetores para compor a base vetorial

recebe a caracteristica de ser linearmente independente. O mesmo pode ser dito da escolha de vetores

do Ezemplo (2.1.1)



]

Uma maneira de relacionar espagos vetoriais, diferentes ou nao, é através de um operador linear A,
mais convenientemente representado por matrizes. Matematicamente, um operador linear A & definido
como uma aplicacao de uma matriz, de dimensoes m por n e entradas no corpo dos complexos, que
relaciona um vetor, de um espago vetorial de dimensao m e entradas no corpo dos complexos, e
outro vetor, de um espago vetorial de dimensao n e entradas no corpo dos complexos. Normalmente
escreve-se A |v) = |w) para indicar essa aplicagao.

E de extrema importancia saber que uma transformacio linear também pode ser considerada
como uma aplicagao de um operador linear, e desta forma toda aplicagao de um operador linear se
torna bem especificada quando esta ocorre nos vetores da base. A partir da equagao 2.2 podemos

representar de maneira geral a aplicacdo de um operador linear.

Ay =A(ar|v1) +ag|va) +--) =a1Avy) + agAlve) + - - (2.4)

Fica claro que a representacao de um vetor qualquer através dos vetores componentes da base
pode facilitar o entendimento do comportamento de certos operadores lineares, dessa forma existe
uma maneira de se encontrar os coeficientes da equagao 2.2 que nao seja por tentativa e erro, esta
maneira fica a cargo de uma operacao conhecida por produto interno, entre vetores.

O produto interno sobre um espago V' é definido como uma func¢ao que associa a um par de vetores
um ntimero complexo obedecendo algumas propriedades [18]. No contexto da notac¢do de Dirac e da
mecénica quantica podemos definir o produto interno entre |v) e |w) como o produto de (v|, dual
de |[v), por |w). A notagdo padrdo para o produto interno entre |v) e |w) é (v|w), algumas vezes é
utilizada também (.;.).

E interessante observar que o produto interno é uma funcio que opera entre vetores do mesmo
espago vetorial. Diante do conceito de produto interno é possivel definir caracteristicas importantes
relacionadas aos vetores tais como a norma de um vetor e a ortogonalidade. Um espago vetorial
munido da propriedade de produto interno é chamado espago de produto interno”. Frequentemente,
as discussOes em mecéanica quantica fazem referéncia a um espago vetorial especifico, o espaco de
Hilbert. Para vias de entendimento basta considerar o espago de Hilbert um espaco vetorial de produto

interno.

2
Exemplo 2.1.3. Seja um vetor |v) = < A ), pertencente a R%. Seja também uma base linearmente

1 -1
independente e ortonormal, cujos vetores |v1) = ( ) )/\/5 e |vg) = ( ) )/\/i, sao seus ele-

mentos. Aplicando o produto interno entre os vetores da base no vetor considerado, podemos calcular

quais sao os coeficientes, equacdo 2.2, para compor a combinag¢ao linear do vetor em questdo.

a1:<v1\v>=( 1/vV2 1/V2 ) ( i ) =3v2.

a2:<v2|v)=( —1/vV2 1/V2 ) ( 421 > =2

10



]

Embasados pelo conceito do produto interno podemos definir um operador linear A de V em W,
A vy = |w) como sendo A = |w) (v], se (v|v) = 1. Esta maneira de representar um operador linear é
conhecida como representagao através do produto externo entre vetores. A vantagem que se tem em
se representar um operador linear dessa forma esta relacionada a um importante resultado conhecido

como relagdo de completitude|7].
Teorema 2.1. Sejam |0), |1}, -+, |i — 1), vetores que compdem uma base linearmente independente

ortonormal de V', com dimensao i. Através do produto externo tém-se que:

i—1
Z |k) (i| = I. Em que I representa a matriz identidade.
k=0

i/v/10
3/V/10

Exemplo 2.1.4. Considere um vetor |v) = ( ), pertencente ao C?. Considere também um

operador linear A, cuja aplicagao sobre o vetor |v) resulta no vetor |w) = (
i

i
) ) Desta forma tem-se

que a representagdo por produto externo do operador linear A é:

i/v/10 i
wes(32)-(1)
a=(1) (3 ).

1 31
A_(x/ﬁ \/ﬁ>

1 31 '

Vio Vio

O

Existe um conjunto especial de vetores relacionado diretamente a um operador linear A. Esse
conjunto é conhecido como conjunto de autovetores do operador linear A; estes, sdo tais que A |v) =
A |v), para todo vetor pertencente a este conjunto. o nimero complexo A é denominado autovalor do
autovetor |v). Uma maneira de se encontrar todos os possiveis autovalores A de um operador linear

especifico A é através das raizes do polindmio caracteristico do operador, Equagao (2.5).

c(N\) =det |A — \|. (2.5)

O teorema fundamental da algebra garante que dado um polindémio de grau estritamente positivo e
coeficientes complexos, existe pelo menos uma raiz complexa [40]. Entéo, pela equagao caracteristica,
equacgao 2.5, é garantido que para um dado operador linear existe, assim, um autovalor, correspondente
a um autovetor associado ao operador linear A, ou seja, para qualquer operador linear é garantido
existir pelo menos um autovalor e autovetor associados entre si e ao préprio operador.

Uma representagao alternativa para um operador A em um espago vetorial V' é conhecida como
representagao diagonal. Esta representacao é tal que é formada pelo produto externo de todos os

vetores pertencentes ao autoespago, ponderada pelos seus autovalores. A = tq |v1) (v1] + t2 |[v2) (va| +

11



.-+, em que t; é o autovalor associado ao autovetor |v;). Um operador é diagonalizavel se ele aceitar

uma representacao diagonal [18].

1 0
Exemplo 2.1.5. Sejam |0) = ( 0 ) e|l) ( ) >, dois vetores pertencentes ao C?. Considere

1 0
também um operador linear Z = ) . O polinémio caracteristico, Equagdo (2.5), do operador

Z éc(A) = (1=X)(=1=X). Conclui-se entao que os possiveis autovalores do operador sio 1, associado

ao vetor |0), e —1, associado ao vetor |1). Deste modo pode-se escrever o operador Z como se seque:
Z =0) (0] = [1) (1].
(]

Da mesma maneira que os vetores possuem um representante dual de si mesmo, os operadores
também o tém, chamado de operador adjunto de A, ou também conjugado hermitiano. Por defini¢ao,
dado qualquer operador linear A com aplicagdo em um espago vetorial V', tem-se que: (|v); A |w)) =
(AT |v) ;|w)), em que AT é o tinico operador linear no espaco vetorial V, para qualquer |v) e |w), em que
a relagao é possivel. Ocorre que existem operadores que sao seus proprios adjuntos, conhecidos assim
como auto-adjuntos. Mencionar esta classe de operadores é interessante diante de dois resultados
importantes, verificados mais adiante, os projetores, Teorema (2.2) e o teorema espectral, Teorema

(2.3); as demonstragoes e abordagen mais aprofundadas sobre esses assuntos encontram-se em [7].

Teorema 2.2. Dada uma base ortonormal sobre um espago vetorial W, |1),|2),---,|d), de modo que
o conjunto de vetores, |1),]2), - ,|k), tal que k < d, € também uma base para um espago vetorial V

contido em W, diz-se que

P=(1)1+12) 2|+ -+ |k) (k|]), € um projetor sobre V.

O

Caso ATA = AA', este operador é denominado como normal. O teorema espectral garante que

um operador é normal se e s6 se ele for diagonalizavel.

Teorema 2.3. Qualquer operador normal M em um espago vetorial V' € diagonal em relacdo a alguma

base ortonormal de V. Reciprocamente, qualquer operador diagonalizdvel é normal.[18]

Existe ainda uma operagao importante, entre vetores, que vale ser mencionada, conhecido como
produto tensorial. Define-se o produto tensorial através do simbolo ®, que relaciona um par de vetores
de dimensoes x e y, respectivamente, a um vetor de dimensao x + y. Esta operacao pode relacionar,

também, operadores lineares.

1
Exemplo 2.1.6. Seja|z) =] 2 | ely) = < . ), dois vetores de dimensédes 3 e 2 respectivamente.
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O vetor |v) € o resultado do produto tensorial desses dois vetores.

O

No campo da mecéanica quantica existe uma interessante relacao entre operadores que é bastante
util; essa relacao é chamada de comutatividade. Foram definidas para essa relagdo, duas operagoes

especificas conhecidas como comutador e anticomutador, respectivamente mostradas a seguir:
[A;B]= AB—BA.e {A;B} = AB+ AB.

Caso dois operadores comutem [A; B] = 0 e caso anticomutem {A; B} = 0.

Detalhes de propriedades relacionadas aos produtos interno, externo, tensorial e tudo o mais que foi
mencionado nesta se¢gao nao foram descritas, a despeito de serem de interesse para uma compreensao
bem fundamentada para os postulados da mecénica quantica. E necessario, desta forma, tornar essa
linguagem familiar para que se possa entender amplamente todo o desenvolvimento teérico vindouro

[7119](21].
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CAPITULO 3

POSTULADOS DA ME(;ANICA
QUANTICA

"Les jeux de langage sont les formes
de langage par lesquelles un enfant
commence a utiliser les mots. L’étude
des jeux de langage est ['étude de
formes primitives du langage, ou de
langages primitifs”

Ludwig Wittgenstein

H& um engano, por parte de alguns interessados na area da fisica, em pensar que a mecénica
quantica é uma teoria fisica, e a cerca desse tema existe acalorado debate entre os fisicos quanto a
divergéncia dessa idéia. O que ocorre na realidade é que o papel fundamental da mecénica quéntica
é dar estrutura matematica, através dos seus postulados fundamentais, para que uma teoria cientifica
possa ser formulada. Desta forma, nao faz parte do seu tronco principal de proposicoes ser uma teoria
cientifica, é o seu papel ainda mais sutil, ela foi desenvolvida para prover, fornecer, apoio conceitual e
matematico para o desenvolvimento destas teorias. O desenvolvimento desses postulados através dos
anos foi realizado por processos exaustivos e persistentes de tentativas e erros - os quais por vezes

inclufa escolhas infelizes e por vezes escolhas que aparentavam ser adivinhacgoes.

Postulado 3.1. A qualquer sistema fisico isolado existe associado um espago vetorial complexo, mu-
nido com produto interno, conhecido como espago de estados do sistema. O sistema é completamente

descrito pelo seu vetor de estado, um vetor unitdrio no espago de estados.

E interessante notar que este postulado, podendo ser encontrando em [7], ndo especifica que tipo de
estrutura vetorial deve ser usado. Cada situagao requer que o pesquisador adapte o sistema de estudo
a um espago vetorial e também o elemento de estudo a um elemento do espago vetorial. Diversos
sistemas fisicos veem sendo bem sucedidamente explicados por meio dessas adaptagoes, um exemplo

disto ¢ a EletrodinAmica Quéantica (EDQ). Esta teoria tem por objetivo apresentar as interagoes



existentes entre os d4tomos e a luz. Por questées de conveniéncia didatica e ocasiao de entendimento
de todo o trabalho textual, este texto primara por expor o sistema quantico mais simples, o gbit.
Podemos considerar o gbit como um ente matematico que, em um sistema fisico genérico de estudo,
apresenta duas dimensdes, em seu caso binario, e os seus vetores da base sdo ortonormais, |0) e |1).

Assim qualquer estado quantico arbitrario pode ser expresso como:

) = al0) +B1). (3.1)

Em que os nimeros complexos « e 3 sao restritos de forma que o estado quéntico, da Equacao
(3.1), seja representado pelo vetor de estados unitario. Isso quer dizer que o produto interno deste
estado consigo mesmo deve ter valor 1, ou seja, (¥|t)) = 1. Esta relagdo se estende aos nimeros o
e 3 produzindo a relagao de normalizagao, |0¢|2 + |8 |2 = 1. N&o é coincidéncia a semelhanca entre
os estados da base e os valores possiveis para os niveis l6gicos do bit classico, o que ocorre é que no
caso do gbit nao existe a necessidade do estado quéntico estar exclusivamente em um dos estados
da base, pode ocorrer de o estado quantico figurar em um arranjo intermediario entre os estado da
base, o que se conhece como superposicao de estados, fato que nao acontece com o bit classico. E
pouco palpavel a idéia de um elemento poder estar em um estado intermediario entre dois estados
bem definidos, no sentido de que o mundo em volta nao evidéncia casos como este frequentemente.
Por exemplo, em um jogo de cara e coroa, em perfeitas condigoes, os possiveis resultados sao cara ou
coroa e somente estes casos. E dificil imaginar que em um jogo como este a moeda permaneceria em
um estado intermediario entre as duas faces. No entanto é justamente isto que acontece com o qbit,
ele permanece em um estado intermediario continuo entre os estados da base, até que seja examinado.

No caso classico é bastante comum examinarmos qual o nivel l6gico de um determinado bit que
trafega em um canal de comunicagao; isso nao pode acontecer com o ¢bit. Por apresentar-se em
um estado de superposi¢ao, qualquer tentativa de examinar a ponderagao de um estado da base iré
danificar a ponderacdo do outro estado da base, considerando a base computacional binéria, pois
examinar é sindnimo de medir [44]. Como ser4 mostrado mais adiante, medir significa interagir com
o vetor de estado, modificando-o. Pode-se pensar também, por exemplo, em um atomo que esta a ser
excitado; um atomo ao ser excitado, dependendo da excitagao, pode emitir um elétron que esta preso
a ele. Entao existem dois possiveis casos, ou o atomo emite o elétron, o que representa um estado

quantico possivel denominado

é emitido), ou o 4tomo ndo emite o elétron, o que representa o outro
estado quéntico possivel denominado |é preso). E possivel que se o fornecimento de energia para que
o atomo emita esse elétron seja continuo e crescente, este fato ocorrerd. No entanto, em qualquer
instante de tempo desde o inicio do fornecimento de energia, haverd uma probabilidade de o elétron
ser emitido e consequentemente a probabilidade complementar deste ndo ser emitido, este fato por

si s6 configura um classico estado de superposicao, em que os estados

é emitido) e

é preso) sao os
estados ortonormais da base.

Outro exemplo classico dos estados superpostos é a experiéncia do gato de Schrodinger [44].
Considere haver numa caixa um contador Geiger-Miiller, uma massa radioativa ligada somente ao
contador, um martelo e um vidro com gés venenoso. Um gato seria colocado no interior da caixa
juntamente com todos os utensilios e em seguida a caixa seria hermeticamente fechada. Os objetos
seriam dispostos de tal modo que o contador Geiger-Miiller ao detectar uma emissao radioativa da

massa acionaria o martelo que quebraria o frasco com o gés venenoso, matando assim o gato. A
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1)

Figura 3.1: Representagao de um gbit na Esfera de Bloch

situagdo descrita por Schriodinger é semelhante a excitagao atdmica, ressaltando o fato que a tinica
maneira de o frasco com gés ser quebrado é através do martelo que s6 pode ser acionado pelo contador
Geiser-Miiller. Assim a partir do momento em que a caixa é lacrada, existe a possibilidade do gato
esta vivo ou morto e s6 essa duas possibilidades.

Um espago vetorial munido de produto interno pode ser associado a situagao descrita, em que
os estados da base desse sistema vetorial sao as duas possibilidades, mutuamente excludentes, apre-
sentadas, o gato esta vivo, |Vivo>, ou o gato estd morto, |m0rt0). Desde o instante em que a caixa
foi fechada e o contador posto a operar, havia uma probabilidade crescente com o tempo de o gato
estar morto e complementarmente a probabilidade deste permanecer vivo, assim enquanto a caixa
estiver lacrada, existiram essas probabilidades que representam, indiretamente, os nimeros complexos
a e 3 da Equagao (3.1). E interessante notar que a dualidade/superposicio dos estados quanticos é
consequéncia direta do desconhecimento a priori.

O ato de se realizar uma medida nesse sistema quantico é abrir a caixa e neste instante o gato
esta ou vivo, |vivo), ou estd morto, |morto), dissipando assim qualquer davida ou, em outras palavras
destruindo a superposi¢ao. Antes disso, pode-se dizer que o gato estd em um limbo, ou seja, ente a
vida e a morte, entre os estado |vivo) e |morto).

Para facilitar o entendimento do conceito de estados quanticos representados por gbits, a Figura
(3.1) mostra uma representagéo geométrica do mesmo através da esfera de Bloch [45]. Os angulos 6 e
i determinam um ponto sobre a superficie da esfera que tem raio unitario, ja que o vetor de estado tem
essa caracteristica. E comum utilizar-se deste elemento geométrico para visualizar o funcionamento de
um determinado operador sobre o vetor de estado. Esta representacio, evidénciada pela Equagao (3.2),
também é limitada, pois existem casos muito complicados em que a mesma nao consegue extrapolar

ao ponto de representar fielmente os acontecimentos desejados.

) = et (cosz |0) + €™ sing |1>). (3.2)
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Postulado 3.2. A evolucido de um sistema qudntico fechado € descrita por uma transformagao
unitdria. Em outras palavras, o estado qudntico |¢1) de wm sistema em um tempo t; estd rela-
cionado ao estado qudntico |19) do sistema em um tempo to por um operador unitdrio U que depende

unicamente de t1 e to.

Igualmente como no caso do postulado 3.1, e que também pode ser encontrado em [7], em que néo é
possivel definir qual a melhor adaptagao do sistema vetorial para o sistema quéntico, este postulado nao
determina que tipo de transformagao unitaria deve ser usada para descrever a transformacao temporal
verificada em um estado quantico. Este postulado somente garante que uma transformacao temporal
em um sistema quéntico fechado pode ser representada através de um operador unitario. Para o caso
do gbit, qualquer operador unitario representa uma evolugao temporal que pode ser verificada em um
sistema quantico. Alguns exemplos bem conhecidos no A&mbito da mecinica quantica de operadores

unitarios, conhecidos como matrizes de Pauli [7] estdo relacionados nas equagoes 3.3, 3.4, 3.5,

0 1

X<1 0), (3.3)
1 0

(). .
0 —i

Y(i . ) (3.5)

No meio classico, dois dos principais elementos em que a informagao trafega séo fios/cabos e portas
logicas. Os fios somente transportam a informacao sem modificé-la, mas as portas logicas transmitem
a informacao convertendo-a em outra forma de informacao. Entao, podemos considerar que as portas
logicas no caso classico seriam equivalentes aos operadores lineares no caso quantico, pois os papéis
que estes desempenhem sao semelhantes.

Alguns operadores tém um funcionamento interessante, por exemplo, o operador X. Semelhante
ao funcionamento da porta logica de negacao, o operador X quando posto a interagir com o vetor
de estado |0), o transforma no vetor de estado |1), e vice versa, por essa semelhanga, essa matriz
é conhecida como matriz de inversao de bit. A matriz Z quando posta a operar sobre o estado |0)
nao realiza mudanga alguma. No entanto, quando opera sobre o estado |1), o modifica para — |1).
Assim ela é conhecida como matriz de inversao de fase, e o fator -1 é chamado de fator de fase. Outro
operador importante é chamado de porta Hadamard e denotado por H; quando esta porta logica
quéntica opera sobre o estado |0) ocorre a mudanga deste estado para um estado de superposi¢ao
4 meio caminho entre os estados da base. Algo semelhante ocorre quando esta porta opera sobre o
estado |1); nas equagoes 3.6 e 3.7 e na figura 3.2 estd a representagdo matricial da porta Hadamard e

sua aplicagao sobre os estados da base.
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Figura 3.2: Representacao geométrica da aplicacdo da porta Hadamard e outras portas légicas qudn-

ticas

Os operadores lineares estdo para a informagdo e computagdo quantica, assim como as portas
logicas e suas configuragoes estao para a informacao e computacao classica. As restricoes sobre as
caracteristicas desses operadores lineares podem ser extraidas do postulado 2. Um exemplo claro
é a caracteristica unitaria do operador, isso é necessario para preservar a normalizagao do vetor de
estado. Nao importa qual a matriz que é considerada como responséavel por promover a evolucao
temporal do estado quéantico, basta que ele tenha a caracteristica de ser unitaria. Assim é de se
esperar que o numero de operadores lineares que possuem esse atributo seja bastante grande, mas é
possivel que as propriedades desse conjunto de operadores sejam também analisadas através de trés
matrizes de rotacgoes, assim é possivel construir qualquer operador evolutivo a partir desse conjunto
de trés matrizes de rotagao, evidenciados pela equagao (3.8) os quais simulam qualquer agao especifica
sobre um gbit arbitrario. Existem outras parametrizagoes, contudo a equagao (3.8) é obtida a partir
da matrizes de Pauli, pois essas quando exponenciadas dao origem as matrizes de rotagao nos existe

cartesianos canonicos.

U — eic e—18/2 0 cos3 —sing o—16/2 0 ,
=e 0 eiﬁ/2 sin X cos X 0 ei(g/g ( . )

2 2

Postulado 3.3. As medidas qudnticas sao descritas por determinados operadores lineares de medidas
{M,,}. FEsses operadores atuam sobre o espago de estados do sistema. O indice m se refere aos
possiveis resultados da medida. Se o estado de um sistema qudntico for |v), imediatamente antes da

medida, a probabilidade de um resultado m ocorrer é dada por :

p(m) = (P M, My |0) (3.9)
e o estado imediatamente sequinte a medida €
M |9)
(1M M)

Os operadores de medida satisfazem a relagdo de completude

. (3.10)
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> MM, =1. (3.11)

Como exemplo de uma aplicagdo do postulado da medida pode-se fazer a medida na base computa-
cional, exemplo retirado de [7]. Considere o operador My = |0) (0] e My = |1) (1], esses operadores,
respectivamente, sao usados para medir um determinado estado que esta na base computacional. Vale
mencionar o fato que Mg = My e M7 = M; (idempotentes), o que representa que esses operadores
satisfazem a equagdo de completitude e que sd@o hermitianos. O estado que serd medido é um gbit
genérico, assim a medida na base computacional tem uma probabilidade de apresentar resultado 0 na

medida, expressa por:

p(0) = (M Mol) = (61 Mon|8) = laf”. (3.12)

A probabilidade de se encontrar o resultado 1 na medida é 1 — p(0). Pelo postulado da medida,
todo estado quéntico, apos ser medido é modificado e evolui temporalmente. No caso da base com-
putacional, ao se medir o estado |0) , o objeto alvo de medigao evoluira para |0) com um termo de
ajuste de amplitude e vice-versa. Nas equagoes (3.13) e (3.14) est@o representados os estados quintico

apos a medigdo dos estados [0) e |1) .

Aﬁ'rw - % 10). (3.13)
M) B
E A (3149

Alguns interessados mais atentos aos postulados poderiam levantar a hipotese do postulado da
medida poder ser derivado do postulado 3.2, jA que o sistema analisado e o instrumento de anéalise
formam um sistema, maior, fechado e também isolado e que segundo o postulado 3.2 é possivel repre-
sentar a evolugao temporal do sistema através de um operador unitario. Muitas discussoes perduram
atualmente sobre este assunto o que faz com que seja necessario desprezar essa idéia momentanea-
mente e isolar esses dois postulados. Existe um caso importante do postulado da medida que deve ser

mencionado, este caso é conhecido como medidas projetivas ou de Von Neumann [7].

Postulado 3.4. Uma medida projetiva € descrita por um observdavel M, um operador no espaco de

estados do sistema sendo observado. O observdvel tem uma decomposicao espectral

M =Y "mP,, (3.15)

. em que P, € o projetor sobre o auto-espago de M com autovalor m. Os possiveis resultados
da medida correspondem aos autovalores m do observdvel. Medindo-se o estado |¢), a probabilidade

de se obter o resultado m € dada por:

p(m) = (Y| Pmli) . (3.16)

Obtido o resultado m, o estado do sistema logo apds a medida serd:
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P77L |1/)> )
p(m)

(3.17)

Considere que os operadores de medida do postulado 3.3 satisfagam, além da equagdo de com-
pletitude, a condicao de ortonormalidade, desta forma garante-se que o postulado 3.3 se reduz ao caso
especial anteriormente apresentado. E possivel, portanto calcular o valor médio das medidas e o seu

desvio padrao, dado pelas equagoes (3.18) e (3.19).
E(M) =" mp(m)

=Y m (| Puly)

m

= (¥| (Z um> ),
E(M) = (| M|p) = (M). (3.18)

stdv(M) = (M?) — (M)?. (3.19)

Interpretando esse caso especial do postulado da medida, pode-se constatar que o valor de uma
medida realizada representa em qual vetor do autoespaco o estado medido foi projetado. De forma
alguma o resultado da medida apresenta informacao sobre qualquer coeficiente da combinagao linear
do vetor de estado considerado. Considere o caso em que deseja-se que uma medida seja realizada
utilizando o operador linear Z, do conjunto das matrizes de Pauli, equacao 3.4. O estado a ser
medido é %. Para o operador Z, os possiveis autovalores sdo 1 e —1, com autovetores |0) e |1},
respectivamente. A probabilidade de se realizar a medida e se encontrar o valor 1 é 1/2.

Para o caso de usar-se o operador X para realizar uma medida sobre o estado |0), dois possiveis
resultados poderiam ocorrer, 1 e —1, j4 que esses sdo os autovalores associados aos estados |+) e |—)
(autovetores), respectivamente. O valor 1 pode ocorrer (0+)(+|0) = 1/2 = 50% das vezes, o mesmo
acontece para o valor —1 da medida; isso leva & conclusao que o valor esperado da medida é 0, com

desvio padrao de 1.

Postulado 3.5. O espaco de estados de um sistema fisico composto € o produto tensorial dos espagos
de estados dos sistemas individuais. Se os sistemas forem numerados de 1 ate n, e o sistema i for

preparado no estado 1), decorre que o estado do sistema composto serd 1) @ |1h2) ® « -+ & [1hy,).

Por motivos de simplicidade tedrica é conveniente aceitar esse postulado como uma das pedras
fundamentais para o desenvolvimento da mecénica quéntica, ja que muitos questionamentos poderiam
ser levantados. Um desses estaria relacionado a operagao de produto vetorial. Nao fica claro, ou
evidente por si, o motivo da escolha dessa operacao como componente fundamental para compor
sistemas mais complexos. No entanto, o que é evidente é que deve haver uma forma bem estabelecida
para que se possam representar os sistemas mais complexos. Por vezes os pesquisadores poderiam se

referir a sistemas simples por incognitas, em que |x) e |y) seriam estados quanticos e o estado «|x)+/5|y)
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é o estado quantico de superposigao, em que |a|? 4 |b|?> = 1. No entanto, a escolha da representagao
dos estados da base computacional foi feito justamente por semelhanga ao caso classico. Assim,
como também na légica binaria classica, o poder de representagao biunivoca, pode ser aumentado
por concatenacao simples dos simbolos que representam conjuntos de ordens menores. Ou seja o
conjunto B = {0, 1,2, 3} pode ser presentado pelo conjunto B, = {00,01, 10,11}, em que o conjunto
B, foi construido a partir do conjunto de ordem mais simples A, = {0,1} que, por sua vez, representa
A ={0,1}. Seguindo esse pensamento determinado ¢ intuitivo aumentar um determinar conjunto de
representagao de elementos, unicamente, compondo-os com conjuntos mais basicos e tomando como
ferramenta de juncao o produto tensorial é possivel realizar essa tarefa.

Como exemplo do postulado 3.5, pode-se considerar existirem dois gbits, cada um deles com dois
estados possiveis, |0) e |1). Dessa forma, como na logica classica em que com dois bits é possivel
representar quatro niveis logicos distintos: 00, 01, 10, 11, é factivel para o caso quantico poder
representar também 4 estados quanticos distintos: |00}, |[01), |10), |11). Mas, foi visto que um estado
quantico pode permanecer em um estado superpostos de estados da base, com um nimero complexo
associado a cada estado da base; assim, um estado quéntico, formado por dois gbits simples tera uma

representacao matematica da forma

|’(/J> = 0400|00> + 0401|01> + Oém‘lO) + a11|11>. (320)

Uma medida realizada na base computacional para o estado da equacao 3.20 produzirda qualquer
um dos resultado: 00, 01, 10, 11, com probabilidade |a;|?, associado a cada valor. Vale mencionar que
esse vetor é unitario. Uma possibilidade interessante relacionada & medida é que nesse caso é possivel
medir, isoladamente, cada gbit. Por exemplo, caso se desejasse medir, na base computacional, o
primeiro gbit, dois resultados seriam validos: 0 e 1, com probabilidades |agg|? + |ao1|? € |aio0]? + |a11]?,

respectivamente. O estado quéntico apos a medida seria

0400|00> + 0401|01>
V]ool? + |ao1 [

Os termos \/]ago|? + 01| e /|a1o]? + |a11]2, sdo introduzidos pelo postulado da medida ??,

mas é bem verdade que a inclusao deste termo termina por verificar a condi¢ao de normalizacao dos
estados quanticos.

Algo interessante, identificado por pesquisadores ha algum tempo, reside no fato constatado de
que nem todos os elementos que fazem parte de um sistema composto podem ser representados como
jungao de elementos mais simples. Parece algo estranho relatar que esse elemento exista e que é objeto
de muitas aplicagoes bastante engenhosas, ele é conhecido como estado emaranhado.

Um exemplo de um estado emaranhado é o par EPR ou estado de Bell, equagao 3.21. Esse
elemento quantico é o responsavel por diversas aplicagoes intrigantes na computagao quéntica, a
codificagdo superdensa e o teletransporte, aplicagdes que serdo vista no capitulo "Aplicagbes dos

Postulados".

00) + [11)
—%

Esse estado apresenta uma propriedade interessante, em relacao & medida. Suponha-se que se

(3.21)

queira medir, na base computacional, o estado do primeiro gbit. Os resultados poderiam ser 0 ou
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1, com mesma probabilidade para ambos, 1/2. No entanto, o estado quintico que se origina apds

a medida estd diretamente ligado ao resultado das medidas, pois se o resultado da medida foi 0, o

estado apos a medigao seré |00) e caso contrario, o resultado da medida for 1, o estado quantico apos a
medida sera |11). Essa correlagao entre os resultados das medidas é bastante forte gragas a estrutura
do estado quéntico, pois mesmo que se aplique sobre este operagoes lineares sobre qualquer dos g¢bits
do estado e outros tipos de medidas sejam realizadas, a correlagao apresentada permanecera.

Este estado quantico recebe o nome de par EPR gragas a trés pesquisadores [22], Einstein,
Podolsky, Rosen, que estudaram as diversas propriedades intrigantes, pela primeira vez, dos esta-
dos emaranhados que apresentam a mesma estrutura do estado aqui descrito. Em seguida, John Bell,
desenvolveu exaustivamente os resultados apresentados pelos trés pesquisadores e descobriu outro re-
sultado notavel, o qual havia passado despercebido pelos pesquisadores: as correlagoes observadas em
medidas feitas em pares de Bell sdo maiores do que quaisquer outras que poderiam existir em sistemas
classicos. Essa foi a primeira indicagao direta de que a mecénica quantica seria um meio viavel de se
conseguir processamentos de informacao mais rapidos e mais profundos do que seria possivel no meio
classico.

Os postulados da mecénica quantica foram apresentados e é a partir deles que se inicia todo o
desenvolvimento da fisica quéntica, se estendendo a informagao e computacao quantica. Desta forma

podemos condensar em pequenas frases os pontos principais desses fundamentos.

O postulado 3.1 define em que &area deve ser desenvolvida toda a teoria quéntica e quais os

elementos de trabalho para a representagao de elementos.

e O postulado 3.2 define como se pode estudar e representar as mudangas que o sistema quantico

estudado experimenta.

e O postulado 3.3 define um meio de se extrair informacao de um estado quantico lembrando que
qualquer meio, maneira, forma de examinar um estado quantico, sem excegao alguma, acarretara
uma mudanga no mesmo. Além do caso especial deste portulado, postulado 3.4, que define uma

maneia de decompor o observavel.

e O postulado 3.5 define uma maneira de formar estados quanticos mais complexos através de

estados quanticos mais simples.
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CAPITULO 4

APLICACOES DOS
POSTULADOS DA ME(;ANICA
QUANTICA

"L’imagination est la reine du wvrai,
et le possible est une des provinces du
vrai. FElle est positivement apparentée
avec linfini. "

Baudelaire

4.1 Portas de Multiplos gbits

Apos serem colocadas as pedras fundamentais para o entendimento da mecénica quantica é pos-
sivel apresentar alguns resultados decorrentes das aplicagoes dos postulados. Possivelmente, alguns
resultados sao relativamente simples e intuitivos, bastando para isso a aplicacao de dois ou mais
postulados para que se entenda o processo como um todo. Entretanto, existem aplicacoes que fogem
totalmente da compreensao natural convencional, tornando a informacao quantica um campo bastante
fértil a inovagoes e descobertas com resultados intrigantes.

Suponha que se deseje modelar a evolugdo temporal constatada em um sistema quantico com
estados formados por dois g¢bits. Como muitos casos da computagdao quéntica foram extraidos por
semelhanca em relagao a casos cléssicos, nao seria errado tentar modelar um operador linear, unitario,
que apresentasse relativa similaridade com uma porta légica de dois bits. Existem diversas portas
logicas: E, OU, OU-EXCLUSIVO, NAO-E, NAO-OU; dentre essas podemos destacar as portas NAO-
E e NAO-OU que sao consideradas universais, ja que a partir delas é possivel construir quaisquer uma
das outras portas mostradas [46]. Outra porta logica interessante é a OU-EXCLUSIVO. Ela apresenta
a propriedade de preservar a paridade entre os bits de entrada e saida. Entao, uma porta logica

quantica foi construida em fun¢do da porta classica OU-EXCLUSIVO, ela se chama Nao-Controlado.
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Figura 4.1: Circuito da porta Nao-Controlado
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Esta porta logica quantica apresenta dois gbits de entrada e dois gbits de saida. H4 uma diferenca
entre os gbits de entrada, um ¢bit ird governar a atuagao da porta logica e o outro ¢bit ira receber a
acao da porta, esses gbits sao nomeados de ¢bit de controle e gbit alvo, respectivamente. Na figura
4.1 esta apresentado um esquema do circuito quantico que representa a porta "Nao-Controlado". A
linha superior da figura representa o gbit de controle e a linha inferior representa o gbit alvo. Esta
porta funciona de maneira tal que se o gbit de controle for |0), nenhuma agéo é presenciada no gbit
alvo. No caso do gbit de controle ser |1), realiza-se uma soma modulo 2 entre o gbit de controle e o

gbit alvo e o resultado é inserido no lugar do segundo gbit.

|00) — |00) ; |01) — |01) ; |10) — |11) ; |11) — |10). (4.2)

Pode-se dizer entao que a porta Nao-Controlado é uma generalizacao da porta OU-EXCLUSIVO,
j& que esta ultima realiza, justamente, a acao de somar modulo 2 os seus bits de entrada; entao
podemos representar o funcionamento da porta logica quantica como |4, B) — |A, A @ B). Existe
ainda a representacio matricial desta porta logica. E interessante notar que as colunas da matriz sao
também as representagoes matriciais dos elementos do conjunto de base do espaco vetorial considerado
e suas posi¢oes nao sdo postas ao acaso. A equagdo (4.2), revela quais devem ser as posigoes das
representacgoes dos estados de base.

Deve-se tomar bastante cautela com as possiveis analogias feitas entre o mundo classico e o mundo
quantico. A porta Nao-Controlado pode ser vista como analoga & OU-EXCLUSIVO, mas nao igual.
Existe ainda a relagao entre a porta Nao-classica e a Nao-quantica que neste caso é igual tanto no
caso classico quanto no caso quantico. A condigdo para que um determinado operador linear possa
ser interpretado como porta logica é ser unitario, o que aparentemente seria uma condigao simples e
sem importancia; mas o que esta subjacente a essa condigao é o conceito de reversibilidade. Em linhas
gerais uma porta logica pode ser considerada reversivel se tomando a informagao de saida, as entradas
sdo completamente especificadas em todos os casos possiveis. Aplicando esse conceito as portas: E,
OU, OU-EXCLUSIVO, NAO-E, NAO-OU, fica evidente que elas nao apresentam essa propriedade.

Para que seja possivel fazer uma "migracao"do mundo classico para o mundo quéntico é necessario
que no mundo classico a porta seja reversivel, esse fato equivale a assegurar que no mundo quéntico
a representacao matricial tera a propriedade de ser unitaria. Mais comentarios relacionados a este

assunto podem ser encontrados e descritos com detalhes em [47], em que é relatada outra relacao
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Figura 4.3: Representacao do Circuito de Troca

interessante que a reversibilidade desempenha. E bem salutar intuir que existam outras portas logicas
de multiplos gbits além da Nao-Controlado, porém, esta porta desempenha um papel central no
desenvolvimento de circuitos quanticos. Um resultado que nao seréd demonstrado neste texto, assegura
que a partir das portas de um gbit e da porta Nao-Controlado é possivel construir qualquer porta
logica de miltiplos gbits, esse resultado seria o andlogo ao resultado da universalidade das portas
NAO-E e NAO-OU.

Os exemplos apresentados até agora fazem parte de um conjunto de circuitos quéanticos simples,
mas como foi mencionada, é a partir desse simples conjunto de portas logicas, considerados exemplos
simples de circuitos quanticos, que circuitos quinticos mais complexos sao formados. Suponha que se
queira trocar os estados quanticos em um estado de dois gbits, de tal maneira que um estado inicial
|A, B) seja transformado em |B, A). Para que essa tarefa seja realizada é necessario o uso da porta
logica Nao-Controlado, pois a sua operacao pode ser expressa, matematicamente, pela matriz 4.1.
A idéia de se usar essa fungdo surge do conhecimento da propriedade de reversibilidade, aplicando
a fungdo a sua propria saida retorna-se aos estados quanticos iniciais,esta fungdo é involutiva. O
procedimento usado para que ocorra a troca de estados quanticos é descrita a seguir , juntamente
com o circuito quantico correspondente. E interessante notar que o circuito ¢ formado por trés portas

quanticas Nao-Controlado.

la, by — |a,a®b)
- Jla®(a®b),add)
— |b,(a®b) ®b) = |b,a). (4.3)

Outro exemplo bastante comum em circuitos quanticos sdo as portas quanticas controladas, para
multiplos gbits. A idéia dos circuitos quénticos controlados é bem simples. Considere que uma
porta logica quantica, representada por um operador linear P, receba um estado quéntico com um
ou mais gbits, denominado estado alvo. Além disso, suponha que haja um estado quéntico auxiliar,
denominado estado de controle, que em caso de estar em um estado da base definido pelo projetista,

acionard o funcionamento da porta légica sobre o estado alvo, realizando o funcionamento da porta
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Figura 4.4: Circuito Controlado por mqbits

Figura 4.5: Circuito de Medigao

logica em diversos estados, resultando em diversas configuragoes de saida,(uma para cada estado de
controle). Na figura 4.4 é possivel visualizar o esquema representativo do circuito dessas portas logicas.

Quando se menciona o assunto de circuitos, deve-se ter em mente que algumas agoes que sdo
permitidas em circuitos classicos, nao sdo permitidas em circuitos quanticos [7] . Por exemplo, retroal-
imentagoes sao configuragoes bastante comuns em circuitos classicos e os resultados decorrentes dessa
configuracao sao fundamentais nas areas da engenharia eletroénica e automagao: circuitos osciladores,
estudo de estabilidade de servomecanismos, entre outros. No entanto, essa configuragdo néo é permi-
tida em circuitos quanticos. Os circuitos quénticos sao geralmente conhecidos como aciclicos. Contudo,
a controlabilidade dos circuitos quinticos pode ser realizado através de alguns gbits auxiliares, figura
4.4. Outra impossibilidade que os circuitos quanticos experimentam, e que é comum em circuitos
classicos, € a unido de dois fios, uma operacao conhecida como Fan-In, em que o fio resultante carrega
um bit de saida que é o resultado de uma porta OU cléssica das informagoes dos fios de entrada. O
motivo de tal operagao ser proibida é que a operagao OU é irreversivel. Através de fundamentos fisicos
relacionados & termodinimica, em [47], é possivel mostrar que toda operagao irreversivel é proibida
em computagdo quantica. A ultima impossibilidade enfrentada pelos circuitos quanticos é a biparticao
de fios, ou seja, ligar a um fio qualquer, dois outros fios de modo que seja realizada uma copia da
informacgao portada pelo fio primario, esta operacao é conhecida como Fan-Out que é proibida, pois é
impossivel realizar a copia de estados quénticos em superposigao.

Como ja foi mencionado anteriormente, é possivel considerar a realizagao de uma medida como
uma transformagao linear e consequentemente, com um circuito quantico. O simbolo de uma medigao é
um "mostrador", algo parecido com um voltimetro ou amperimetro analogico. A operagao de medigao
modifica um gbit genérico |¥) = «|0)+ 5|1) em um bit classico aleatério, que ¢é o resultado da medicao,
com essa aleatoriedade definida pelos ntimeros complexos « e 3 e cujo valor sao 0 e 1, se medidos na
base computacional. O circuito de medigao, com o seu simbolo, pode ser visualizado na figura 4.5.

O campo da informagao quéntica apresenta, por diversas vezes, resultados que s@o no minimo
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Figura 4.6: Circuitos Classico e Quantico de Copia

estranhos se comparado aos casos classicos. Como em qualquer circuito classico, principalmente nos
casos em que se deseja verificar se uma determinada informagao esta ou nao correta, faz-se uma copia
do estado a ser testado e realizam-se experimentos sobre ele, no intuito de se saber se ocorreu algum
erro. Se ocorreu o erro procura-se identificar que tipo de erro foi esse para tentar corrigi-lo. Um
esquema de um circuito classico para copia é apresentado na figura 4.6. Alguns podem desconfiar que
isso também deva ser o processo a ser feito no &mbito da informacao quéntica, ja que ao se realizar
uma medida, o dano ao estado quantico é tao severo que nao se pode mais retroceder ao elemento de
informacao anterior. No entanto, isso nao é possivel, copiar um bit é perfeitamente possivel e viavel
na computagdo quantica, mas copiar um gbit ndo é possivel em alguns casos [47].

Um pensamento engenhoso poderia ser norteado para a aplicagao de troca de gbits em um estado
quantico, a porta logica Nao-Controlado seria uma boa escolha de ferramenta para a duplicacdo de
um gbit. Considere, entdo, um gbit genérico |p) = «|0) + B|1) que deve ser copiado, sabe-se que a
porta Nao-Controlado tem seu funcionamento tal que: |A, B) = |A, A @ B), entdo uma solucao seria
acoplar ao gbit genérico um estado quantico simples que pudesse receber a copia do primeiro gbit,
assim acoplasse o estado quantico |0) e em seguida aplicasse a porta logica. O estado de saida do
processo € descrito como |¢1) = «|00)+G]11). O estado |¢)1) apresenta certa semelhanga com o estado
[)|1), equagdo (4.4) , o que seria o estado que deveriamos alcangar na saida do processo de clonagem
com dois estados quintico idénticos acoplados, mas esses estados sao diferentes. A comparacao das
expressoes matematicas de ambos os estados, equagdes (4.4) e (4.5), pode esclarecer onde se encontra

o problema da clonagem |[7].

[¥)[¥) = a?]00) + a3|01) + aB]10) + 52[11). (4.4)

1) = @[00) + BI11). (4.5)

4.2 Medidas em bases diferentes da base computacional

Em todo o desenvolvimento do texto até o momento presente nao foi mencionado se seria possivel
trabalhar de forma eficiente em uma base diferente da base computacional, sobretudo realizar medidas

utilizando outra base. Foi mencionado que para um gbit no estado padrao de superposicao «|0)+ 5|1),
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em que « e (3 s&o nimeros complexos, ao realizar-se uma medida através da base computacional seria
possivel obter dois possiveis valores: 0 ou 1, com probabilidades |a|? e |b|? , respectivamente.E bem
verdade que os estados da base |0) e |1) sdo dois entre muitas presumiveis escolhas de estados para
compor a base de vetores.

Outras dessas presumiveis escolhas sdo os estados |+) e |—), eles se relacionam com os esta-
dos da base computacional através da porta de Hadamard, |[+) = [|0) 4 [1)] /v2 = H|0) e |-) =
[j0) — [1)] /v/2 = HJ1). Logo qualquer estado quantico em estado de superposi¢io pode ser repre-
sentado em fungao desses novos elementos que compdem a nova base ortonormal, essa nova base
chamasse base de Hadamard. As modificacdes de base, que seguem o exemplo da mudanca da base
computacional para a base de Hadamard, sao "gerenciadas"por uma matriz de mudanca de base.
Essa mudanca de base deve conservar a propriedade de normalizagao dos coeficientes a e 3 para a

interpretacao probabilistica dos mesmos.

D+l LB =) atB a—f

Medindo-se um estado quéntico genérico para a base de Hadamard, os possiveis valores das

) = al0) + B[1) = + 6

medicoes seriam + e —, como seria de se esperar, com probabilidades |a + 3|?/2 para o valor +
e |a — f)?/2 para o valor —. Em linhas gerais, qualquer que seja a base de estado especificada |i) e
|7), para representar um estado quantico genérico «i) 4+ 3|j), é sempre possivel realizar uma medida
na base considerada com dois possiveis valores a ser obtidos, i e j, com probabilidades |a|? e |b|?,

respectivamente.

4.3 Estados de Bell

Existem alguns estados quanticos que apesar de apresentarem uma expressao matematica simples,
desempenham um papel surpreendente na computagao e informacao quantica. No decorrer do texto
estes estados ja foram mencionados, sao conhecidos como estados de Bell, serd mostrado aqui um
circuito que possa criar esses estados e mostrar que eles podem ser considerados como uma base
alternativa para a expressao de um estado quéntico genérico.

Considere um estado quantico simples de dois gbits sem estar em superposigéo, por exemplo, |00).
Sobre o primeiro gbit aplica-se a porta Hadamard, para criar neste gbit um estado de superposicao
equilibrada em probabilidades, o que resulta no estado |00) +|10)/v/2. Em seguida, aplica-se a porta
logica Nao-Controlado sobre o estado de saida da porta Hadamard, que tem por resultado o estado:
|00) + |11)/ V2. O processo descrito aqui é geral para qualquer entrada de modo que é possivel criar
quatro estados de Bell possiveis, j4 que existem quatro possiveis estados quanticos de dois gbits. Na
figura 4.7 esta exposto o circuito de transformagao de um estado genérico para um par de Bell e na
tabela 4.1 esta explicitada as relagoes de entrada e saida para o circuito. Note que se um estado
quantico genérico de dois gbits for usado como entrada do circuito da figura 4.7, ocorre uma mudanca
de base, da base computacional para a base de Bell.

A notagao convencional para esses estados ¢ dada por |Boo), |5o1), |810), |B11), para condensar as

informagdes presentes na equacao genérica de estados de Bell, equagao (4.7),
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Figura 4.7: Circuito Quéantico para Criacao da Base de Bell

Tabela 4.1: Tabela de Mudanga da Base Computacional para a Base de Bell

Entrada Saida
00)  [100) + [11)] /v2=|6o0)
01)  [|01) +[10)] /v/2=[Bo1)
10)  [|00) — [11)] /v/2=|B0)
1) [jo1) - [11)] /v2=|Bu)
By = 0,y) + (=1)*[1,7) (4.7)

7 .

Com o intuito de contextualizar e demonstrar o potencial aplicativo desta nova teoria, as segoes
seguintes tem o papel de ilustrar interessantes aplicacoes relacionadas aos postulados e conceitos
enunciados anteriormente. A secdo Teleporte Quéantico tem o objetivo de enunciar uma aplicacao
surpreendente, utilizando os estados de Bell. Desta forma, é evidenciado o papel fundamental desses
estados no dmbito da teoria da informacao e computagao quantica. A secao Paralelismo Quéantico
esta inserida para mostrar o potencial de ganho da capacidade de processamento, no que concerne a
necessidade de avaliacdo de fungoes. A secao Codificagao Superdensa demonstra como é possivel
transmitir informacao cléssica sem que haja algum meio de comunicagao estabelecido entre o receptor
e o destinatario. A secdo Consumo de Energia e sua Relagao com a Informagao Quéantica
apresenta o conceito de computacgao reversivel e qual a sua importancia na construcgao de portas logicas

quanticas.

4.4 Teleporte Quantico

Ao estar familiarizado com todos os resultados até aqui apresentados é possivel progredir e expor
um grande feito na area da comunicagao quéntica, chamado de teleporte quantico. Como o préprio
nome relata, o teleporte quantico é uma maneira de se deslocar, transportar, um estado quéntico
genérico de um lugar do espaco para outro, sem que haja um meio de fisico que sirva de meio de
comunicagao convencional ligando os pontos de Transmissao e de Recepgao.

Suponha que Trajano e Ritha sejam amigos e vivam por um longo tempo juntos. Algum tempo
depois, Trajano decide ir fazer Doutorado na Franga, desta forma ele é deslocado do seu local de
vivéncia para outra localidade. Antes do seu deslocamento, Trajano prepara um estado de Bell e
compartilha com Ritha um dos dois gbits desse estado. Tempos mais tarde, Ritha soube que Trajano
estava, com problemas, ele havia esquecido um estado quéntico, de extrema importancia para sua
Tese de Doutorado na Franga, no laboratério em que trabalhava anteriormente. Assim, Ritha decide

ajudé-lo, ja que ele também nao tinha dinheiro para as passagens de ida e volta. A maneira que foi
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Figura 4.8: Circuito Quantico de Teleporte

encontrada para ajudar Trajano foi por meio do teleporte quantico, usando os gbits partilhados do
estado de Bell.

Ritha, entao, acopla o estado quantico que Trajano havia esquecido no laboratério aqui em Recife
a seu gbit pertencente ao estado de Bell e apds algumas transformagoes simples, Ritha realiza uma
medicao nos dois gbits que com ela estdao. Entao, envia a informacao das medigoes para Trajano e
dependendo do resultado das medicoes, Trajano realiza operacoes que irao preparar o gbit que com
ele esta, oriundo do compartilhamento com Ritha de gbits do estado de Bell, para que apds essas
transformagoes o estado quantico que ele possui seja modificado para o estado quantico que aqui ele
havia esquecido.

Algumas pessoas poderiam pensar que o teleporte seria um esforgo desmedido para se enviar uma
informacao, no entanto, vale salientar que nao ha outra maneira de por meios classicos enviar esse tipo
de mensagem. Nao é possivel medir e conhecer uma amplitude com certeza e esse processo destruiria
o outro coeficiente, a quantidade de informacdo contida somente neste gbit simples é enorme, um
continuo de informagao esta contido neste elemento, assim, por esses motivos, o envio de informagao
classico para que Trajano pudesse de alguma forma, preparar um estado quéntico para ser idéntico
ao que ele havia esquecido, é impossivel.

O circuito da figura 4.8 mostra todo o processo de teleporte quantico em detalhes. Seja [¢)) =
al0) 4+ B|1) o estado quantico que deve ser enviado a Trajano, em que «a e [ sdo os coeficientes
complexos desconhecidos. Seja |Byg) o estado de Bell compartilhado por Trajano e Ritha e [1)g) o

estado resultando do acoplamento entre |Gyg) € |¢),

%) |91 Bo0)
[2]0)(|00) +[11)) + 5[1)(|00) + [11))]

V2

...deve-se notar que o primeiro gbit é o gbit a ser teleportado, em posse de Ritha, o segundo gbit
é o gbit de Ritha e o terceiro gbit estd com Trajano, em estados de Bell ambos ultimos. Ritha aplica

entdo uma porta Nao-Controlado aos dois gbits que estdo em sua posse, resultando em |1)1).

[]0)([00) + [11)) + A[1)(|01) +|01))]

W)1> = \/i
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Tabela 4.2: Descricao das Ac¢oes para o Teleporte

Resultado da Medida [1)3) Porta a ser Aplicada [1)4)
00 al0) + B[1) I al0) + G|1)
01 all) + 5]0) X al0) 4 G|1)
10 al0) — B|1) Z al0) + 6|1)
11 all) — 3]0) iY al0) + G|1)

Apos a aplicagdo da porta Nao-Controlado, Ritha aplica uma porta de Hadamard, unicamente,
ao primeiro gbit, resultando em |1)q).
ly) = [a(]0) + [1))(]00) + [11)) 4+ B(|0) — |1))(]10) + |01))]
5 .

Manipulagbes matematicas podem ser realizadas agrupando termos semelhantes de modo a ex-

pressar o estado |1)2) como:

lba) = [100)(«0) + B]1)) + [01) (1) + B]0)) ; [10)(a]0) — A1) + [11)(«]1) — £|0))] (4.8)

Essa expressao é interessante e pode dar uma noc¢ao dos procedimentos finais, j4 que se tém a
soma de quatro termos distintos acoplados a estados de dois gbits cada, também distintos. Como
os primeiros dois gbits estao em posse de Ritha, ela pode realizar medidas, na base computacional,
e como medir é transformar irreversivelmente um estado quantico, os resultados das medidas irao
informar qual o estado resultando que estd de posse de Trajano sem que ele necessite medir. O
proposito de Trajano é recuperar 1), assim caso os resultados das medidas de Ritha sejam 00, nada
deve ser feito com o estado que com Trajano se encontra. Caso os resultados das medidas sejam
01, para recuperar o estado [¢), deve se aplicar ao estado de Trajano um circuito de porta X (Nao
quantico). Se os resultados forem 10, basta que se aplique ao estado um circuito de Porta Z. E por
fim, se os resultados das medidas forem 11, aplica-se sobre o estado primeiro a porta X e em seguida
a porta 7.

Alguns comentarios sobre o teleporte quantico sdo levantados, como a possibilidade de envio de
informacao mais rapido que a luz. As consequéncias desse fato seriam intrigantes, ja que a teoria da
relatividade garante que caso isso ocorra é o mesmo que enviar informacgao ao passado. A resposta para
essa questao é que para que o estado quantico seja teleportado, o procedimento completo deve ter o
envio de informacao cléssica, pois Ritha deve informar a Trajano quais sao os resultados das medidas,
e assim, como nao existe informacao classica com a possibilidade de viajar mais rapido que a luz, o
processo como um todo deve ser atrasado pelo menos até que essa informacao classica seja repassada,
em outras palavras o teleporte s6 é possivel gragas & comunicagao cléssica, sem a comunicacao classica
o teleporte nao é possivel.

Outro ponto intrigante é que, aparentemente o teleporte da a impressao de que uma codpia de
um estado quantico foi realizada, contradizendo o principio da nao-clonagem [7]. Ocorre que os
procedimentos realizados por Ritha preparam o estado de Trajano em funcao do estado que esta com

ela e que nao é parte do par EPR, pois no final do processo s6 o gbit de Trajano se encontrara no
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estado |1)), e os gbits de Ritha se encontrarao nos estados |0) ou |1}, cada. Para que se configurasse um
processo de copia deveria haver dois estados com o mesmo padrao de coeficientes, o que nao ocorre.
Assim, o teleporte quantico é uma clara demonstracdo da forca da computacdo e informacao
quéantica, a diversidade de recursos para que se possa enviar informacao, indicando que existem ele-
mentos simples que tem a capacidade de transmitir informagao com alto grau de complexidade, algo
sem precedentes na informacao classica, pois um par de Bell, compartilhado, juntamente com uma
informacao binaria equivale a um gbit. O teleporte quantico foi descoberto por Bennet, Brasssard,
Créupeau, Jozsa, Peres, Wootters [23| e experimentalmente testado de diversas maneiras por técnicas
Opticas [24], por polarizagdo de fotons [25], por estados comprimidos de luz [26], por RMN [27]. A
diversidade de recursos, proporcionando que o trafego de informagao seja estabelecido, é o ponto chave

dessa aplicacao.

4.5 Paralelismo Quantico

Ao se aprofundar no estudo da realizacao da computagao quantica, algumas questoes sao as vezes
suscitadas quando relacionadas a sua capacidade de processamento e suas vantagens em relagao ao
campo classico. Desta forma, é necessario exemplificar, para responder a essas questoes, quais as
possiveis agoes que um computador quéntico tem a capacidade de fazer, a sua comparacdo com o
campo classico, tanto no a&mbito da viabilidade, tanto no &mbito da rapidez de processamento desta
tarefa.

Qualquer nova teoria (seja ela fisica ou nao), que se proponha a suplantar outra teoria deve ser
apresentada de tal forma a explicar com mais clareza e solidez questdes ja abarcadas pela antiga teoria
e dar suporte tedrico a questoes ainda sem esclarecimento e fazer previsdes sobre outras questoes ainda
nao elucidadas. Assim, a computagao quantica preenche todos os requisitos mencionados para essa
nova teoria. E de se esperar, com isso, que a computacao quantica tenha a capacidade de realizar
qualquer tarefa ja praticada por um computador classico e se proponha a realizar outras tarefas que
sejam inviaveis de serem efetuadas pela computagdo convencional [7].

Um exemplo interessante deste tipo de tarefa é o paralelismo quantico. Este procedimento tem por
finalidade calcular o valor de uma fungao estabelecida para tantos pontos quantos sejam necessarios,
simultaneamente. Considere uma fungao f(z) : {0,1} — {0,1}, dominio e imagem. Considere um
circuito quantico que opere com estados de dois gbits, capaz de realizar a seguinte tarefa: |z,y) —
|z, f(x)Dy), em que @ representa a soma modulo dois. O primeiro gbit seré referenciado como registro
de dados e o segundo gbit sera referenciado como registro alvo e pelo postulado 3.2, sem perda de
generalidade, pode-se referenciar o circuito quantico por Uy(,). Tomando para o registro de dados um
gbit que esteja na base de Hadamard, |+) = |0) + [1)/+/2, e no registro alvo um gbit preparado no

estado padrao |0), ao se fazer aplicar sobre esses estados o circuito quantico, o estado de saida é:

_ 10, £(0)) + 1, (1))
% .

...a0 se analisar o estado de saida, verifica-se que o circuito foi capaz de implementar, no estado

[¥) (4.9)

superposto, ambos os valores possiveis da funcao f(z). O resultado desses valores estdo, todos,

no que se chamou de registro alvo originado dos valores reservados no registro de dados do estado
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quéantico original. Cada parcela da soma contém todos os possiveis valores de x e consequentemente,
todos os possiveis valores de f(x), esse é o efeito do paralelismo quantico. A maneira pela qual essa
"simultaneidade"de inferéncia quanto a todos os possiveis valores da fungdo f(x)v pode ser realizado
estd novamente ligado aos estados de superposicao, pois foi necessario, unicamente, um circuito que
compute a fungao para diferentes valores do seu dominio e a preparacao desses estados superpostos
para se realizar o paralelismo. Isto difere do modelo classico, no qual é necessério que varios circuitos
sejam postos em paralelo para que se calculem os valores da fungao. Em outras palavras, a diferenga do
paralelismo esta em se retirar o problema fisico de varios circuitos que trabalham concomitantemente
para se concentrar na simultaneidade de vérios dados, os estados superpostos.

Esse procedimento pode ser generalizado, no intuito de se expandir o dominio da funcgao a ser cal-
culada, através da transformagao de Hadamard-Walsh, em que varias portas Hadamard sao aplicadas
simultaneamente em varios gbits diferentes. Por questoes didaticas, frequentemente, o simbolo H®"
refere-se a aplicagao simultanea da porta Hadamard, em varios gbits. Ou seja, significa a aplicagao
simultdnea desta porta em n gbits diferentes. O resultado, por exemplo, da aplicacao de uma das

portas H®? sobre o estado padrao |00) é:

H)4) = <|0>;§|1>> (|0>;‘§|l)) _ |oo>+\o1>;\1o>+\11>

Através da aplicag@o sucessiva de portas Hadamard, sem perda de generalidade, sobre n gbits,

oriundos do estado padréao |0---0) resulta em

1
/om

em que, cada parcela da soma, faz referéncia a um valor especifico do dominio da fungao f(z). O

> |z), Vo € A;A={00---00,00---01,--+,11---01,11--- 11}

procedimento é o mesmo descrito, cada porta Hadamard cria um estado de superposigao equilibrada,
com todas as amplitudes iguais, para cada ¢bit padrao do estado de n gbits. Como todos os gbits estao
ligados pelo produto tensorial, o resultado é a formagao de uma soma de todos os possiveis valores,
na base binéria, compreendidos entre 0 e n — 1.

Assim, o calculo de uma funcao de n bits é feita da seguinte maneira: Inicialmente prepara-se um
estado padréo de n gbits, |0...0), que sera indicado como registro de dados. Em seguida, aplica-se a
transformagao de Hadamard-Walsh no estado preparado, modificado para a base de Hadamard. Na
verdade isto corresponde a preparé-lo para um estado de superposi¢ao perfeitamente equilibrado em
cada gbit que o compde. O proximo passo é acoplar um gbit, no estado padrao, |0), ao estado de saida
da transformagao de Hadamard-Walsh, que serd denominado registro alvo. Por fim, aplica-se sobre
esse estado de n 4 1 gbits a porta quantica referente a funcao f(r), denotada por Uy(,). O estado
quantico de saida do circuito, tera em cada parcela, um representante do dominio da fungao f(z) e o

célculo da fungdo para esse elemento do dominio, expressao (4.10),

V2r

Apesar do potencial aplicativo do paralelismo ser verdadeiramente fantastico, alguns comentéarios

LS e fa)). (4.10)

devem ser tecidos. O paralelismo quéntico permite que para uma dada funcao, sejam avaliados todos

os possiveis valores dos elementos do seu dominio, ou seja, avaliando-os de forma simultdnea. O
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problema seria como acessar, também, de forma simultanea, varios valores calculados dessa fungao,
tendo em vista que os valores avaliados estao, todos, nos gbits acoplados. Pelo postulado da medida,
existe o problema da aleatoriedade associado & base em que se realiza a medida e o problema de
interferéncia no estado de teste, ja que o estado quéntico que resulta apos a realizacdo de medida se
encontraré estritamente relacionado ao resultado da medida. Por exemplo, no caso de uma funcgao
binaria, equacdo (4.9), caso uma medida seja realiza, na base computacional, sobre o primeiro gbit,
haverao dois possivel resultados 0 ou 1, com probabilidades iguais para ambos, o que significa que o
estado resultante daria informacdo somente para um tunico valor do dominio da fungao. Mesmo para
0 caso mais genérico isso ocorrerd. Realizando-se uma medida na base computacional, sobre os n
primeiros gbits, quaisquer resultados tém as mesmas chances de serem sorteados durante o processo
de medida, o que resultard em um estado que s6 pode conter informagao sobre um elemento avaliado
na funcdo. Para que o paralelismo se torne um processo util é necessario que este problema seja

transposto. Caso contrario, a tarefa realizada por ele é a mesma de um computador classico.

4.6 Codificacao Superdensa

Por fim, como uma tltima aplicagao dos postulados da mecanica quantica, podendo ser encontrado
em [7], é interessante apresentar a codificacao superdensa, pois ela faz uso, de forma nao trivial, de
varios conceitos mencionados até agora, tornando-se um exemplo bem colocado de tarefa que so6 seria
realizada pela mecénica quéntica.

Suponha que trés amigos, Alcides, Bezerra e Celice, morem em uma mesma localidade e, por
motivos sem importancia, Alcides e Bezerra necessitaram viajar. Antes que partissem, eles compar-

tilharam com Celice um q¢bit que faz parte de um estado de Bell, o estado

R

. assim Alcides e Bezerra ficaram com um gbit em sua posse e entregaram a Celice o outro. Eles
combinaram também que avisariam com antecedéncia em qual dos quatro aeroportos da cidade (AEOQ,
AE1, AE2, AE3) eles iriam pousar na viagem de volta, e para isso eles iriam usar o gbit que estava
em sua posse.

O procedimento que Alcides e Bezerra necessitariam realizar é bem simples. Caso o aeroporto que
eles iriam pousar fosse AEQ, nenhuma modifica¢io seria aplicada ao estado quantico compartilhado
por eles, e esse gbit, que esta em posse de ambos, seria enviado para Celice, de modo que por medidas
na base de Bell ela saberia qual dentre os possiveis estados da base é esse estado que ela detém. Caso
o aeroporto de pouso fosse AE1, Alcides e Bezerra aplicariam a porta inversora de fase Z ao seu gbit
compartilhado, e em seguida o enviariam para Celice que por medidas na base adequada identificaria
qual o aeroporto indicado. Se o aeroporto de pouso fosse AE2, a modifica¢do impressa sobre o estado
quantico seria o efeito de uma porta de inversao de bit X, o ¢bit é enviado a Celice e identificado o
aeroporto de pouso e por fim, se o aeroporto fosse AE3, a modificacao desejada seria aquela que é
realizada pela porta iY e o ¢bit seria enviado a Celice que o identificaria sabendo, entao, o aeroporto
de pouso.

O que se pode constatar é que através de um estado quantico contendo dois gbit, na base adequada,
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Figura 4.9: Esquema da Codificacao Superdensa

é possivel transmitir dois bits de informagao. No mundo classico essa tarefa nao seria permitida de
ser realizada. Em outras palavras, Alcides e Bezerra conseguiram enviar dois bits de informacao para
Celice, sem que nenhum meio fisico fosse estabelecido, usando somente as propriedades de correlacao
dos estados de Bell e dos estados emaranhados. E importante notar que néo existe possibilidade de se
haver ruido na transmissao de informacao, tendo em vista que nao houve meio fisico para a transmissao
da informacao binéaria classica, e nem mesmo algum intruso no meio de comunicagdo, pois para se

conhecer a informagao transmitida é necesséaria a posse dos dois gbits que estao em lugares distantes.

00 11

Informacao: 00 Porta aplicada: I  Base de Bell: Gyg = |>\—/|_§|>
— 11

Informacao: 01 Porta aplicada: Z Base de Bell: (19 = |OO>\/§|>
10 01

Informacao: 10 Porta aplicada: X Base de Bell: §y; = |>\—/i_§|>
|01) — |10)

Informacao: 11 Porta aplicada: 1Y Base de Bell: (11 =

V2

4.7 Consumo de Energia e sua Relagao com a Informacao Quan-
tica

Um fator bastante relevante, quando se refere a tecnologias, é o conceito de eficiéncia energética
[47]. E desejavel que as novas geracoes de computadores permanegam em sua curva ascendente de
desempenho da capacidade de processamento. A lei empirica de Moore enuncia que a cada dois
anos, mantidos os fatores de custos, a capacidade processual dos computadores dobra. No entanto,
como seria o comportamento do fator energético, a eficiéncia, ao passo que se cresce o poder de
processamento dos computadores?

O "consumo"energético passou a ser proeminente recentemente, no que pode ser conhecido como
a era dos portateis. Os celulares, os notebooks, iPad’s sdo exemplos em que a eficiéncia energética é
de extrema importancia para o bom funcionamento dos processadores embutidos neles. Para estes
aparelhos é interessante que os processadores gastem o minimo de energia possivel para realizar as
fungdes necesséarias para uma tarefa qualquer. Alternativamente, deseja-se que o fornecimento de
energia para os processadores seja longo o suficiente para a realizagao das tarefas requeridas a eles.

De maneira geral, a oferta energética nao deve ser uma barreira diante da demanda dos processadores.
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Entao, para a resolugao deste problema, foram criadas duas areas de pesquisa, pautadas nos fatores
mencionados. Uma destas é a area relacionada as baterias, sua eficiéncia no que concerne a vida ttil,
degradacdo, tecnologia do material utilizado, entre outros fatores. A outra area é aquela que estuda
a economia de gasto energético por parte dos processadores. E nesta tltima area que se concentra
nosso interesse.

Para entendermos adequadamente a solugao apresentada para o problema descrito faz-se necessario

conhecer o conceito de reversibilidade. Considere a funcio quadratica f(z) = 22

, conhecendo-se o valor
da funcao para um determinado x1, nao conhecido, nao é possivel com plena certeza determiné-lo, sem
alguma informagao adicional. Por exemplo, sabendo que f(z1) = 9, 21 pode assumir dois possiveis
valores, 1 = 3 ou 1 = —3. Qualquer uma destas possiveis escolhas de x1, na fungao, tem o mesmo
valor. Pode-se encontrar casos mais frequentes nas fungoes booleanas, um exemplo é a porta, ou
fun¢ao, ou, f(a,b) = a+ b. Sabendo-se que o resultado, ou saida, da fungao é f(a,b) = 1, existem
3 possiveis casos em que este resultado é obtido, (0,1);(1,1);(1,0), de forma que é indecidivel, sem
informagoes adicionais, escolher com plena certeza entre as entradas apresentadas.

No entanto, a porta nao, ou fungao de negacao, é reversivel, pois se conhecendo a saida, a entrada
é completamente especificada. Assim o conceito de reversibilidade se torna bem definido, uma porta
logica é reversivel quando, conhecendo-se a saida, a entrada é completamente especificada. No caso em
que, ap0s a aplicagao, ou funcionamento da porta logica, o resultado desta nao permite completamente
especificar as entradas, diz-se que a informagcao necesséaria para que se pudessem retroceder as entradas
é perdida, ou apagada.

Pode-se interpretar o funcionamento dessas portas irreversiveis como destruicao da informagao adi-
cional, como apagamento da informagao adicional. E para as portas reversiveis nenhuma informagao
é apagada ou destruida. Enfim, o que faz conexao entre a eficiéncia energética dos processadores
das geragoes futuras e o apagamento de informacado em portas logicas irreversiveis é o principio de
Landauer[28] [29], [30].

Principio 4.1. Suponha que um computador apague um bit de informagao. A quantidade de energia
perdida, ou dissipada, para realizar tal tarefa € calculada ser de, pelo menos, kgTlog2, em que kg €

a constante de Boltzmann e T € a temperatura.
E possivel apresentar o principio de Landauer em funcdo da entropia.

Principio 4.2. Suponha que um computador apague um bit de informac¢do. A entropia do sistema

aumenta em pelo menos kplog2, em que kp € a constante de Boltzmann

A partir desse principio é possivel extrair informacoes interessantes, como por exemplo, a quanti-
dade minima de energia necessaria para o apagamento de uma informacao. A evolugao de qualquer
geragao de computadores pode ser mensurada em func¢ao da proximidade da quantidade de energia
dissipada nos componentes, para apagar uma informagao, por estes componentes em relacao ao limite
definido pelo principio de Landauer. Esta energia é calculada em torno de 500kpTlog2, em termos
absolutos, o que nao representa grande quantidade de energia. No entanto, em relagao a cota, esta
quantidade de energia esta bem distante e se torna importante saber o quanto essa distancia pode ser
diminuida[28], [7].

A aplicacao do principio de Landauer ao comportamento das portas logicas é bem pertinente

quanto & interpretacao da reversibilidade, pois o limite imposto pelo principio é estabelecido se e
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Figura 4.10: Esquema do Computador de Bolas de Bilhar

sO se ndo houver a possibilidade de recuperacao da informagao. O caso mais interessante ocorre no
momento em que a reversibilidade é permitida, pois o principio é, entdao, nao obedecido e desta forma
nao ha apagamento de informagao possibilitando a existéncia de computagao reversivel que é sinénimo
de computagao sem custo energético. Vale salientar que quando se menciona o fato de nao haver custo
energético refere-se ao funcionamento normal de uma porta logica qualquer. Isso ndo garante que nao
havera custo energético para a protecao da porta logica considerada, quanto & influéncia de ruidos.

Entao a busca pela eficiéncia energética reside em se encontrar uma maneira de se realizar a
computagcao reversivel. Os responséveis pela realizabilidade dos computadores poderiam ter problemas
quanto ao custo energético, mas os fisicos garantem que este nao é o caso, pois as leis fisicas sao
completamente reversiveis. Eles garantem que dado um estado final de um sistema fisico fechado, é
sempre possivel, pelas leis fisicas e principios fisicos, retroceder e encontrar o estado inicial do sistema
considerado. A questdo entdo se encontra sobre como as portas logicas que possuem a caracteristica de
serem irreversiveis, como por exemplo E, OU, podem ser modificadas para apresentar reversibilidade
e se é possivel essa modificacao.

Os estudos realizados sobre este assunto focam este problema em duas vias de solugao, dois
circuitos que sao capazes de realizar a computagao reversivel. O primeiro circuito, construido a partir
de bolas de bilhar e barreiras refletoras, ¢ um exemplo de computagao reversivel cujo funcionamento é
regido em fungao das leis da mecanica classica [7]. O segundo circuito é uma realiza¢gdo um pouco mais
abstrata em relagao ao primeiro, baseada em uma porta logica reversivel chamada Toffoli, ferramenta
bastante usada quando se refere & computagao quantica [7].

Na figura 4.10, esté representado o circuito simulador do computador de bolas de bilhar. De modo
diferente que nas portas logicas convencionais, em que as entradas sdo niveis 16gicos representados
por diferenca de potencial, ou tensao, neste caso, as entradas sao bolas de bilhar que sao inseridas da
esquerda para a direita.

Postas a colidir entre si e em barreiras refletoras de modo que ao final do percurso a configuragao
da saida é justamente o efeito, o comportamento, a aplicagdo da porta logica simulada diante de um
arranjo de bolas de bilhar postas na entrada, notando que todo o processo é regido pela mecénica
classica e desta forma, conhecendo-se a configuracao de saida é possivel com plena certeza saber qual
a configuracao de entrada. Os niveis logicos 0 e 1 sao representados com a auséncia ou presencga,
respectivamente, de bolas de bilhar na entrada do circuito. Outra caracteristica interessante desse
circuito de bolas de bilhar é sua universalidade, pois este pode simular, nos padroes apresentados,
qualquer circuito légico na sua forma-padrao de computagao.

Espera-se, entretanto, que um circuito construido como da maneira que esta apresentada seja de
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Figura 4.11: Porta Fredkin Genérica

certa forma suscetivel a efeitos indesejados de ruidos, estes das mais diversas origens: trepidagoes,
inclinagoes, pequenas perturbagoes em geral seriam suficientes para que o funcionamento perfeito do
circuito fosse prejudicado, ja que o ambiente em que este circuito opera é uma superficie sem atrito e
com choques perfeitamente elésticos, entre as bolas e as barreiras refletoras. Assim um circuito como
este requer que a sua operagao seja realizada em circunstancias perfeitas de auséncia de perturbagoes
externas, as quais sdo as origens dos ruidos para esta aplicagdo. A energia despendida para a realizacdo
dessas circunstancias seria impraticivel, caso fosse necesséario fazer um computador como este. No
entanto, para a finalidade que este texto se disp6s a comentar, nao oferece dano algum ignorar os
efeitos de quaisquer ruidos e focar unicamente no funcionamento do circuito e no entendimento das
informacoes essenciais & computagao reversivel.

O computador de bolas de bilhar é um dispositivo engenhoso, unicamente regido pelas leis da
mecanica, feito para simular o comportamento da porta fredkin, porta esta criada para a implementagao
de portas logicas universais, diante de diferentes configuragoes de entrada [7]. Esta porta apresenta
trés bits de entrada e trés bits de saida, denominados a, b, c e a’, b/, ¢/, respectivamente. O bit ¢ é
conhecido como bit de controle, pois durante a operagao da porta logica o seu valor nao é modificado e
as saidas dos bits a e b sao modificadas por diferentes valores do mesmo. Na tabela 4.3, esta exposta a
tabela verdade da porta fredkin; vé-se claramente que quando o bit ¢ tem nivel 0, nenhuma modificacao
é constatada em relacao as entradas a e b, no caso em que o bit ¢ tem nivel légico 1, os niveis 1ogicos
postos nas entradas a e b, sao constatados trocados na saida. Também se vé, pela tabela verdade, que
a porta fredkin é reversivel. Basta conhecer a saida para completamente especificar a entrada. Outra
maneira de se encontrar a entrada de posse de uma saida especifica é aplicar a porta fredkin tendo
como entrada, as saidas especificadas, ou seja, a porta fredkin é involutiva. Uma curiosidade sobre a
porta fredkin é que ela também é conhecida por apresentar a caracteristica de conservagao, no sentido
de que a quantidade de niveis logicos 1’s é igual tanto na entrada como na saida. E por este motivo
que a porta fredkin pode ser simulada através de um computador de bolas de bilhar, pois a quantidade
de bolas que entram no circuito deve ser igual a quantidade de bolas que saem.

Um modelo genérico da porta fredkin esta exposto na figura 4.11. Através desta tabela verdade,
é possivel encontrar uma formula booleana para a representacdo do funcionamento da mesma. E
fato conhecido dos estudiosos de tecnologias digitais que existe uma maneira de se expressar qualquer
porta légica através da porta Nand. Com esse conceito em mente, a figura 4.12 representa como
implementar a porta Nand classica utilizando a porta fredkin genérica, ja que a porta fredkin apresenta
a caracteristica de ser reversivel.

As equagbes booleanas das saidas da porta fredkin, equagdes (4.11) e (4.12), podem ser usadas
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Figura 4.12: Implementacao da Porta Nand

Tabela 4.3: Tabela Verdade da Porta Fredkin
Entrada Saida

a b c|a b ¢
0 0 0|0 0 O
0 0 1|0 0 1
01 0|0 1 O
0 1 1|1 0 1
1 0 01 0 O
1 0 10 1 1
1 1 01 1 O
11 111 1 1
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para simular portas logicas classicas com operacao reversivel e que sejam também universais, obtendo

assim quaisquer portas logicas com propriedade de reversibilidade.

a’ = be + ab + ac, (4.11)

Y =ac+ab+ be. (4.12)

Para simular a operacao de uma porta E, através da porta fredkin, figura 4.12, é necessaria a
preparacao de bits auxiliares na entrada, niveis logicos 0 e 1, e utilizacao de bits auxiliares na saida.
Estes podem ser considerados desnecessario para a operagao classica da porta considerada, pois sao
usados excepcionalmente para a preservagao da caracteristica de reversibilidade.

De forma geral, ampliando o conceito de simulagao de portas cléssicas, qualquer circuito que opere
conforme uma funcdo f(x) arbitraria, pode ser simu-lado, de modo reversivel, utilizando somente
portas fredkin, tendo em vista a universalidade das portas NOR e NAND. Com auxilio de alguns
bits de entrada "p", pré-definidos em um estado padrao, obtendo-se como resultado o valor esperado
da fungdo f(z) para a entrada desejada x. Esse tipo de operagdo comumente apresenta uma saida que
é também derivada da entrada x, o qual chamaremos de g(x) que pode ser considerado desprezivel,
contudo é conhecido como residuo da operagao. Desat forma, a representagdo matematica para a
simulagdo ¢ dado por (z,p) — (f(x),g(x)). O seguinte caso a ser estudado é como lidar com os bits
auxiliares das saidas, o 'residuo’, ja que eles sao gerados para garantir a economia de energia, assim,
seria possivel que estes sejam eliminados por alguma configuracao de portas logicas?

Considere um arranjo inicial de estados de entrada dado por (z,0,0,y) que deve ser aplicado a um
circuito logico quantico reversivel simulador de uma fungao logica classica f(z), produzindo a saida
(z, f(x),9(x),y), em que x & o estado cujo valor da fungdo deseja-se conhecer, y é um estado-padrao
auxiliar e g(z) representa o 'residuo’ da simulacao.

Suponha a aplicacdo de uma porta NAO-CONTROLADA sobre os registros 2 e 4 do arranjo
de saida considerado, de forma que se obteria o resultado (z, f(x), g(z),y® f(x)), em que @ representa
a adigdo modulo 2 entre y e f(x). E por fim, como em todo o processo descrito foram usados meios
reversiveis, é possivel aplicar novamente o circuito simulador da fungdo f(z) no arranjo final e obter,
por conseguinte, o arranjo (x,0,0,y @ f(z)). Eliminando-se os passos intermediarios e com isso os
bits auxiliares usados no decorrer do processo, podemos expressar a agao conjunta desses elementos
pela equagao (4.13). Esta forma de expressao é bastante interessante por ser geral e involutiva. Apds
essa primeira discussao uma questao seria pertinente, qual seria o custo da computacgao reversivel, de
maneira como aqui foi apresentada?

Nesta analise deve ser levado em conta o ntimero de bits auxiliares necessério a reversibilidade e a
quantidade de portas no modelo cléssico, pois esta quantidade deve igual & quantidade de portas no
modelo reversivel, a menos de um fator constante que representa a quantidade de portas fredkin usadas
para simular cada elemento do circuito irreversivel, com um fator de 2 por motivos da computagao

reversa.

(,y) = (z,y ® f(z)) (4.13)
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Figura 4.13: Esquema do circuito da Porta Toffoli

Tabela 4.4: Tabela Verdade da Porta Toffoli
Entrada Saida

a b c|a b ¢
0 0 0|0 0 O
0 0 1|0 0 1
0 1 0|0 1 O
0 1 1|0 1 1
1 0 01 0 O
1 0 11 0 1
1 1 01 1 1
1 1 11 1 O

Outra maneira de se programar a computagao reversivel é através da porta toffoli. Diferente da
porta fredkin, em que havia a possibilidade de construgao de um computador gerido somente pelas leis
da mecéanica, a porta toffoli nao apresenta a fundamental caracteristica de conservagao, a qual seria
necessaria para a construgao de um computador de bolas de bilhar. Mesmo utilizando outros meios
de realizagao, a porta toffoli nao tem uma construgao fisica trivial.

A porta toffoli em sua operacao faz uso de trés bits de entrada, a, b, ¢, desses os bits a e b séo
bits de controle, pois durante o funcionamento da porta os seus valores nao sao modificados, e o bit
¢ € o bit conhecido como bit-alvo. No caso em que os bits de controle tém, simultaneamente, niveis
logicos altos, o valor do bit-alvo é modificado, no caso contrario, o valor do bit-alvo nao é modificado.
na tabela 4.4, esta exposta a tabela-verdade para a operacao normal da porta toffoli, e na figura 4.13,
a representacao grafica usual da porta.

E possivel pela porta toffoli, realizar a computacao classica universal. Considere que se deseje
simular a operacio de uma porta NAO-E, através da porta toffoli. Pela tabela-verdade e com auxilio
do mapa-k, aplicada ao bit-alvo ¢, é possivel extrair a equacdo booleana deste: ¢’ = ¢ @ ab; sabe-se
que a equacao de uma porta ou-exclusivo é da forma ab + ab, aplicando isto & equacdo do bit-alvo
¢’ é possivel obter a porta universal NAO-E. Da mesma maneira como foi descrito no processo de
simulacéo da porta universal NAO-E para a porta fredkin, na existéncia de bits de residuos, ocorre
também na simulacao da porta toffoli. A técnica descrita anteriormente para a eliminacdo dos bits
residuais, na computagao reversa, feitas na porta fredkin, pode também ser aplicada na porta toffoli.

Em termos gerais, o grande interesse da computacao reversivel jaz sobre a interpretacao bem

construida do principio de Landauer, principio 4.2, sobre o apagamento de bits no funcionamento de

41



uma porta logica. Apesar do modelo computacional do circuito de bolas de bilhar, o qual simula,
de forma bastante elegante, a operacao da porta fredkin, ser reversivel e desta forma nao necessitar
de energia durante a sua operacao, este é muito suscetivel a efeitos danosos de ruidos, oriundos
de diversas fontes, tornando-se impraticavel a sua realizagdo. A porta toffoli, por sua vez, tem uma
construgao mais complicada que a porta fredkin e que, no entanto, tem a caracteristica de nao implicar
no gasto energético. Isso nao quer dizer que nao havera nenhum gasto energético suplementar durante
a operacao de um computador construido a partir de loégicas reversiveis, pois ainda hé a necessidade de
proteger os circuitos contra efeitos de ruidos. Desta forma o circuito de protegao deve realizar medidas
sobre as operagoes das portas para verificar se o desempenho desta estd em conformidade com o que
se espera. No entanto, como os circuitos de protegao tém, indubitavelmente, uma memoria finita, em
algum momento seré necesséirio apagar-se uma informacao armazenada na memoria para que seja dado
espaco para as informagoes oriundas de outra medidas e isso acarretard o gasto energético previsto

pelo principio de Landauer.
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CAPITULO 5

CODIFICACAO QUANTICA

"La loi supréme de l’invention humaine
est que lon n’invente qu’en travail-
lant. "

Gallimard

Na década de 40, um texto cientifico possibilitou um grande esclarecimento a todos os engenheiros
de telecomunicagao, sobre como e em que circunstancias uma informagao qualquer poderia trafegar
em um canal de comunicagao [3]. C. E. Shannon, através de dois teoremas, conseguiu a dificil facanha
de responder as questoes que h&d muito eram barreiras ao desenvolvimento tecnolégico. Em que
circunstancias, relacionadas aos recursos tecnolégicos, uma informacao poderia ser transmitida em
um canal de comunicagao? Como essa informacao poderia ser enviada nesse canal de modo que o
efeito de um agente nocivo a integridade da informacao pudesse ser percebido e dessa forma corrigido?
Essas duas questoes deram inicio a um campo de estudo cuja importancia é sem sombra de davida
indiscutivel.

O teorema da codificacdo de canal sem ruido foi a forma que Shannon encontrou para responder ao
primeiro questionamento. Este teorema quantifica quais os recursos fisicos necessarios para que uma
determinada informacao pudesse trafegar e ser armazenada. O teorema da codificagdo de canal com
ruido quantifica a informacao que pode ser transmitida com confiabilidade controlada em um canal
que apresenta ruido. A partir de segundo teorema foi possivel construir uma estrutura matematica
que é capaz de identificar o padrao de erro e corrigi-lo, essa estrutura sao os cédigos corretores de
€rTos.

Apesar do grande desenvolvimento proporcionado por esses dois teoremas, o teorema da codifica¢ao
de canal com ruido nao fornece uma maneira construtiva de se conceber um cédigo adequado para uma
determinada aplicagao. Desta forma uma area de estudo e pesquisa foi criada no intuito de encontrar
um codigo que seja ideal para qualquer aplicacao. Destacam-se, entre os diversos tipos de cédigos,
os codigos de bloco usados em aplicagoes em que erros ocorrem aleatoriamente. Existem também

outros tipos de codigos, por exemplo, codigos algébricos 77, codigos de treliga 77, codigos LDPC 77,
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Figura 5.1: Esquema do canal BSC

codigos Turbo ?7. As aplicagoes dessas técnicas de correcao estao por toda a parte; reprodutores de
midias como DVDs e CDs, modens, sao exemplos de sistemas que necessitam de uma boa capacidade
de corre¢ao de erros para poderem operar de forma aceitével.

O desenvolvimento da area de codigos corretores de erros quanticos seguiu como um desdobra-
mento da area de codigos corretores de erros classicos, adaptando as técnicas ja existentes e por vezes
criando novas técnicas. O conceito de ruido, por exemplo, é particular para o caso quéntico, exigindo
que algumas adaptagoes fossem realizadas.

Como ja deve ser possivel perceber, para o caso da area de codificagdo de erros quanticos, surgem
alguns problemas que nao haviam no caso classico.O problema relacionado ao teorema da nao-clonagem
e o problema da medida, ambos proporcionam dificuldades maiores no processo de corregao. O prob-
lema da nao-clonagem, ou seja, a impossibilidade de se realizar uma copia de um estado quantico em
superposicao apresentaria um entrave as necessidades das técnicas de correcao quantica se estas fossem
somente arranjos das técnicas de correcao cléssica. Ligado ao tépico apresentado estd o problema da
medida - por questoes de que a medida destroi a informagao quantica.

Um exemplo classico e de facil explicacao é o codigo de repetigao. Suponha que uma determi-
nada mensagem deva ser enviada através de um canal de comunicacdo ao seu destinatario. Antes é
realizado um estudo prévio sobre o comportamento do canal. Assim as caracteristicas do canal sao
modeladas pelo conhecido Canal Simétrico Bindrio (BSC), Figura 5.1. Este modelo diz que existe
uma probabilidade de que um dado bit seja invertido e que existe a probabilidade complementar de
que o bit nao seja alterado.

Desta forma, uma possivel solu¢do encontrada foi repetir um ntumero ”n” impar de vezes cada
bit de informacdo da mensagem; este codigo é nomeado codigo de repetigdo C(n,1). Por exemplo,
a mensagem 101, modificada pelo codigo de repetigao C(3,1), resulta em 111000111. A escolha da
implantacao de um niimero impar de copias de cada bit de mensagem vem do modelo probabilistico do
canal, pois é mais provavel que | (n — 1)/2] bits, ou menos, tenham sido invertidos que |(n — 1)/2 + 1],
ou mais. Caso fosse implantado um ndmero par de copias do bit poderia, em pelo menos uma
circunstancia, haver ambiguidade quanto a decidibilidade da possivel mensagem enviada.

Entao, ao se receber a mensagem 110001110, analisando por blocos, a probabilidade de que num
bloco tenha ocorrido um erro é maior que a de ter ocorrido mais que um erro. Assim, a decodificacao é
realizada por votagao majoritaria, resultando em 111000111. No entanto, no caso quantico é necessario
definir o que é a mensagem a ser enviada. Para o caso quantico, os coeficientes «; da combinagao
linear da equagdo (3.1) representa a informacao a ser enviada, pois é isso que, de maneira suficiente,

define o estado de superposigao.
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Desta forma, fica claro que no caso quéintico ndo é possivel fazer, da mesma maneira que no caso
classico, copias das informagoes na tentativa de realizar um coédigo quantico de repeticao nos mesmos
moldes do codigo classico. Outro ponto a ser mencionado é a infinidade de erros possiveis que podem
recair sobre o estado quantico em transito no canal de comunicacao, ja que o modelo mais bem aceito

de um estado quantico em superposigao é a esfera de Bloch.

5.1 Cédigo de Inversao de Bit

Para que seja possivel simular um c6digo quantico que se assemelha ao cdédigo de repeticao classico
é importante modelar o canal quantico em que a informacao ira trafegar. Suponha que o canal quantico
altere o estado quéntico aplicando uma inversao de bit, Porta quintica X, com probabilidade p e que
nao altere o estado quantico com probabilidade 1 — p, este tipo de canal é chamado canal quantico de
inversao de bit.

Suponha que um estado quantico |¢)) = «|0) + 3|1) contenha a mensagem a ser enviada através do
canal de comunicacao que pode ser considerado como o canal quantico de inversao de bit. Pelo modelo
deste canal existe uma probabilidade p de o estado quantico |¢)) = «|0) 4+ 5|1) ser transformado no
estado quantico |1)) = a|1)+3|0) e uma probabilidade 1—p do estado permanecer inalterado. Visando
esta situagao, é possivel, através da porta quantica Nao-Controlado, conseguir, de modo semelhante
ao codigo de repetigao cléssico, identificar o erro ocorrido no estado quantico em transito no canal e
corrigi-lo.

Acoplando ao estado quantico original dois estados quanticos cada um em nivel puro, isso significa
que se é preparado dois estados |0) e que sdo acoplados a [¢), resulta no estado [00). Essa modificagao
nao afetard a informagao contida no estado quéntico. Em seguida, aplica-se a porta Nao-Controlado
sobre os gbits acoplados, tendo como gbit de controle os estados originais. Assim, o estado |000) nao
¢ alterado e pode ser nomeado como |0¢) e o estado quéntico |100) é alterado para |111) que pode
ser nomeado como |1¢), modificando o estado original [¢)) para |¢¢), em que o sub-escrito C' indica
codificado

[ve) = al0c) + B[1c) = |a|000) + B[111).

A probabilidade que haja um erro, ou nio haja erro nenhum é (1 —p)3+3p(1 —p)?, a qual é maior
que a probabilidade de haver dois ou mais erros. O envio do estado quantico codificado é feito através
de trés linhas que tem a capacidade de transportar cada estado quéntico. O circuito que implementa
a codifica¢do do estado quantico de informacao |¢)) = «|0) 4+ §|1) é mostrado na figura 5.2, em que
Ch = (X2X3)™.

A notagao C,, = [f (Xi]g(”l) é uma maneira descritiva de representar uma porta quintica con-
trolada. A fungdo g(z;) tem como imagem o conjunto I,y = 0,1 e cujo dominio sdo todas as
possiveis combinages dos gbits acoplados. A fungdo f(X;) representa a atuagdo de qualquer porta
quantica basica, ou mais precisamente as matrizes de Pauli, sobre alguns ¢bits especificos. Considere
C = (X3X3)*, essa porta quantica testa o primeiro gbit de um total de trés gbits acoplados. Em caso
positivo, as matrizes de Pauli atuam sobre na inversao dos gbits 2 e 3, representado pelos indices.

Suponha que um erro ocorra, nao importando em que g¢bit tenha essa inversao de bit ocorrido.

Aparentemente, mesmo com a capacidade de identificar o erro pelo voto majoritario, para que se
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Figura 5.2: Esquema de circuito de codificagao para o cédigo quantico de repetigao

pudesse usar este recurso deve-se realizar uma medigao. Existe no entanto, um conjunto de transfor-
magoes lineares que podem realizar uma medida e que podem detectar um possivel erro nos estados

codificados.

Py = [000)(000] 4 [111)(111]. (5.1)
Py = [100)(100] 4 [011)(011]. (5.2)
P, = [010)(010] 4 [101)(101]. (5.3)
Py = [001)(001] 4 [110)(110]. (5.4)

Sem perda de generalidade é correto supor que um erro £ = X5 possa ter ocorrido e afetado
o estado quéntico em transito, em que o indice identificard em que estado acoplado o erro atuou.
Desta forma, o estado apds ser afetado pelo erro é |¢1) = «|010) + 5]101). Pelo postulado da medida,
(Postulado 3.3), uma medida realizada por qualquer observavel M, tera como possiveis resultados os
autovalores associados a este observavel. Considerando P3 como observavel de medida, os possiveis
valores sao 1 e 0, que neste caso ocorrera sempre, para este estado quantico afetado, o valor de medida
1.

E importante assegurar que o processo de identificacdo de erro nao deva afetar o estado quantico
de modo irreversivel. Por exemplo, se for tomado para realizagao de uma medida o observavel P,
ou P3, ndo é possivel inferir que tipo de erro ocorreu no estado quantico de informacao, |¢1). Além
disso, este estado sera afetado de modo que nao seria possivel extrair qualquer informagao dele. Para
a realizacdo da sindrome de erro é possivel, eficientemente, utilizar-se dos projetores, equacoes 5.1,
5.2, 5.3, 5.4. Cada um desses projetores pode informar qual o tipo de erro que ocorreu no estado
quantico. Se o valor da sindrome for 1 para uma medida utilizando Pj significa que um erro do tipo
X3 afetou o estado quantico. Como sé estao sendo considerados, para esse canal em particular, erros
que afetem um gbit por vez, as outras medidas serdo 0 para os outros projetores.

Um fato interessante sobre o estado quantico [1) é que existem, pelo menos, dois operadores que
nao afetam a sua estrutura. Estes operadores podem ser usados para detectar que tipo de erro possa
ter ocorrido sem que o estado seja afetado e a informagao perdida. 7175 e Z5Z3 sao operadores que

quando aplicados sobre o estado |¢), ndo realizam qualquer efeito sobre este.
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Tabela 5.1: Tabela de sindrome para os observaveis Z1Z5 e ZyZ3

Sindrome Erro

1 1 I
-1 1 X,
1 -1 X,
1 1 Xs

0 1 0 1 0
7170 = 271 = ® ® . (5.5)
-1 0 -1 0 1
0 1 0 1 0
T3 =127 = ® ® . (5.6)
1 0 -1 0 -1
1 0 0 0O 0 0 o o
01 0 0 0 0 0 0 0
00 -1 0 0 0 00 0 0
00 0 -1 0 0 00 0 0
Z1 Zolhe) = = (5.7)
00 0 0 -1 0 00 0 0
00 0 0 0 —-1200 0 0
00 0 0 0 1 0 0 0
00 0 0 0 1 5} B
1 0 00 0 0 0 a a
0 -1 0 00 0 0 0 0 0
0 0 -1 00 0 0 0 0 0
0 0 0 10 0 0 0 0 0
ZsZ3he) = = (5.8)
00 0 01 0 0 0 0 0
0 0 0 00 -1 0 0 0 0
00 0 00 0 —-10 0 0
00 0 00 0 0 1 3 8

Esses observaveis possuem ambos, autovalores +1 que indicam que serao estes, os possiveis resul-
tados das medidas. E possivel, com medidas em cascata, obter quatro possiveis resultados de sindrome
como é requerido para identificar os erros considerados neste tipo de canal. Caso os resultados das
medidas sejam 1 e 1, para Z,Zs e ZyZ3, respectivamente, é assegurado que o erro que afetou o estado
foi I, ou seja nenhum erro. Na tabela 5.1 estdo expostos os erros e suas possiveis sindromes.

Outro operador que também apresenta a propriedade de nao afetar o estado quéntico é Z1Z3. O
que ocorre é que é possivel formar um conjunto, A = {71 Z5; Z2Z3; Z1Z3}, com esses trés operadores
que englobam todos os operadores que apresentam essa caracteristica. E possivel realizar medidas
de sindrome para os erros considerados, de modo eficiente, tomando-se dois operadores quaisquer do
conjunto considerado, sem qualquer exigéncia.

A decodificagao é realizada identificando o possivel erro que afetou o estado quéantico. Em seguida,

aplica-se o operador adjunto associado ao erro identificado, eliminando o efeito do erro sobre o estado
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Figura 5.3: Esquema de circuito de decodificagao para o codigo quéntico de repetigao

e recuperando de forma clara a informacao. Na figura 5.3, esta exposto o circuito de decodificagdao
para o codigo de inversdo de bit, em que os i = {1,2} em H;, representam observaveis proprios para
ser obtida a sindrome do erro.

As possibilidades de erros que afetam um estado quintico podem néo apresentar um efeito di-
cotomico como o que pode ser visto no caso classico. Um mesmo operador pode modificar drastica-
mente um estado quéntico e nao afetar em nada outro estado. Por exemplo, o operador X quando
aplicado sobre |0) modifica o estado para |1). Porém, quando aplicado sobre o estado (|0) +1))/2, ndo
apresenta nenhum efeito. Uma maneira de se quantificar quao distantes estao dois estados quanticos,
em que |¢) é uma estado puro e p é um estado arbitrario, é utilizando uma medida chamada de
fidelidade,

E([¢), p) = vV (@lpl); (5.9)

define-se um estado quéntico puro como aquele em que tr(pQ) = 1 e um estado quéntico misto
como aquele em que tr(p?) < 1.

O Trago de uma matriz A,y m define-se como:

tr(A)

I
iNg
2

Analisando a corregao quéantica de erros através da fidelidade é seguro afirmar que o objetivo
desta métrica entre estados quanticos é atingir um valor maximo, o mais proximo da unidade possivel.
Considerando o caso em que nenhum processo de correcao de erro é aplicado, o estado apds o envio

através do canal é

p=(1—=p)l) |+ pX[y) (Y] X.

A Fidelidade é calculada como

F=/WlplY) = /(1= p) + p| X [) (Y[ X [).

..na equagao anterior, os termos que contém (1|X|¢) sdo nulos quando o estado a ser enviado
é |y = 0 e assim a fidelidade minima é F = /T —p. Considere, agora, que seja implantado um
processo de corregao de erro e que o estado a ser enviado é |¢) = «|000) + 5|111) e o estado quantico

possivel na saida do canal é dado por:
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p=1[(1—-p)°+3p(—p)*] [)|+ -

Todos os termos nao exposto na equacdo nao modificam o fato de que a fidelidade calculada
é limitada inferiormente em relacdo a fidelidade real. A fidelidade é entdo: F = /(¢|pl)) >

V/1—p)?+3p(1 — p)2. Vé-se claramente que a fidelidade aumenta para o caso de aplicagao de algum

processo de corregdo quando a probabilidade de erro é menor que 1/2.

O conceito de fidelidade é requerido quando se deseja medir a distancia entre dois estados quanticos
arbitrarios. Este conceito é semelhante ao conceito classico de distdncia de Hamming, empregado
ordinariamente quando se refere aos codigos classicos. Por vezes, o conceito de fidelidade é empregado
para se estudar a relacao entre os estados quénticos, corrompidos e nao corrompidos por um erro
arbitrario, quando estes elementos passam por um meio de comunicacao proprio a sua conducgao. A
informacao adquirida com o estudo da fidelidade dos estados quanticos pode ser alcangada seguindo
os critérios proprios da corre¢ao quantica de erro. Desta forma, no estudo realizado sobre os estados

quanticos, a métrica da fidelidade nao é frequentemente empregada.

5.2 (Cédigo de Inversao de Fase

O exemplo de codificagao apresentado anteriormente utilizou de protecao contra erros de inversao
de bit que sao representados pela matriz de Pauli X. Existe, igualmente ao caso de inversao de bit,
um canal que pode afetar um estado quéntico através de outra matriz de Pauli, a matriz de inversao
de fase Z. Para este canal, existe uma probabilidade p de que o estado quantico de informagao seja
afetado pela matriz Z e uma probabilidade 1 — p de que o estado nao seja afetado.

A codificagao ¢ inicializada realizando-se uma modificacao na base utilizada para uma base mais
apropriada. No caso do canal de inversao de bit era conveniente usar a base computacional, |0) e |1).
No caso do canal de inversao de fase a base mais conveniente é a base de Hadamard, |+) e |—). A
conveniéncia decorre do fato que um estado quantico que deve trafegar através de um canal quantico
que apresenta a caracteristica de inversao de fase pode ser modificado pra que todo o arcabougo
desenvolvido para a corregao de erro quantico de inversao de bit seja utilizado para a inversao de fase.

Considere um estado quantico que deva ser inserido em um canal que apresenta inversao de fase,
[¥) = a|0) + B|1). O erro que pode afetar o estado é representado pela matriz Z, o qual quando
posto a interagir com o estado |1) resultard em um novo estado |11) = «|0) — 8]1). Utilizando a base
de Hadamard para representar o estado [¢), a representacio do estado de informagao é modificada
para |[¢) = a|+) + 8]—). Quando este estado de informagao modificado é posto a interagir com o erro
proprio do canal, o resultado é o estado |¢1) = a|—) + B|+). As expressoes (5.10) e (5.11) mostram o

efeito do erro sobre os estados da base.

o+ (100 2N o2\
Z|+>_Z(2 )-(0 _1><1/2>—<_1/2>—| ). (5.10)
o+ (10 12\ [ 12\
Z\-y=2 (2 ) = < 0 1 ) ( By ) = ( 1/ ) =|+). (5.11)
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Figura 5.4: Esquema de circuito de codificacao para o codigo quéntico de inversao de fase

Fica claro que a aplicagao do erro caracteristico ao canal de inversao de bit sobre os estados da
base computacional é semelhante & aplicagao do erro caracteristico do canal de inversao de fase na base
de Hadamard. E este fato interessante que proporciona uma economia no que se refere a construcio
dos circuitos de codificagao e decodificagao.

A codificagdo para o estado |) = «|0) 4+ §]1) faz o mapeamento deste estado no estado |[¢)) =
al0¢) + Bl1l¢), em que os estados |0¢) e |1¢) tém suas expressdes expostas nas equagdes (5.12) e
(5.13),

1
1
1
1] 1
|Oc>=|+++>=§ e (5.12)
1
1
1
1
-1
—1
1 1
ey=l-—=1=5| ;| (5.13)
1
1
-1

Esta codificagao é conseguida utilizando-se o mesmo circuito de codificagao para a codificacao
do canal de inversao de bit, figura 5.4, em que o bloco K representa a matriz de mudanca de base,
K = H{H5Hjs.

O processo de decodificacdo também obedece ao principio da semelhanca. E possivel utilizar, para
o processo de decodificagdo, quatro projetores sobre o espago de estados codificados, equagoes (5.14),
(5.15), (5.16), (5.17).

Po=|+++)(++++[——)-——| (5.14)
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Pr=|—+4) =+ + + ]+ ——N+-—I. (5.15)
Py=|+—4){+ =+ +| = +=)=+ | (5-16)

Py =|++=)++—|+| - —+)(——+| (5.17)

Medidas realizadas por estes projetores podem identificar que tipo de erro afetou o estado de
informacgao. Por exemplo, caso tenha ocorrido um erro do tipo Z;, as medidas utilizando os projetores
Py, P; e P, serao todas iguais a zero e a medida com o projetor P» terd como resultado um.

Da mesma forma que existem operadores que nao apresentam efeito algum sobre o estado codifi-
cado para o canal de inversao de bit, existem também operadores que nao afetam o estado codificado
para o canal de inversao de fase. Estes operadores formam um conjunto que apresenta essa caracteris-
tica, A = {X1 X9, X1 X3, X2X3}.

O fato interessante é que esse conjunto de operadores pode ser obtido a partir do conjunto de

operadores para a codificacao de inversdo de bit,

(11 01\ 1 [1 1 10
HXH:ZHﬁ(l —1)(1 0)@(1 —1>:<0 —1)' (5.18)

O circuito de decodifica¢ao também é o mesmo com a modificagdo de retorno a base computacional.

5.3 (Cobdigo de Shor

Os codigos apresentados até aqui protegem a informagao quanto a dois tipos de erros, erros de
inversao de bit e inversao de fase, representados pelas matrizes de Pauli X e Z, respectivamente.
No entanto, essas estruturas nao tém a capacidade de proteger a informagdo que trafega no canal
simultaneamente aos dois tipos de erros. Uma saida a este problema foi construida pelo matematico
americano Peter Shor [12].

A construgao do codigo de Shor tem plena semelhanga com a estrutura de fungées compostas.
Este codigo é concebido utilizando as estruturas dos codigos de repeticao para erros de inversao de
fase e inversao de bit em que o elemento quantico de saida do primeiro codificador é utilizado como
elemento quantico de entrada do segundo codificador.

Considere o estado quantico |¢) = «|0) + §]1); a codificagdo inicia-se aplicando o codigo relativo
A protecao da inversao de fase ao estado de informacgao e em seguida o codigo relativo & protegao
da inversao de bit. Os estados da base sdo modificados e codificados inicialmente da representagao
computacional convencional para a representacao de Hadamard: [0) — |+ ++) e |1) = |— ——). A
partir desse estado quéntico de trés gbits aplica-se a cada gbit a repeticao na base computacional:
[4+) = (]0) + 1)) /2 — |+) = (]000) + [111)) /2+/2. O processo total de codificagdo tem como resultado

final os estados codificados:

(]000) + [111)) (]000) + [111)) (|000) + [111))

10c) o2 ;
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Ie) (|000) — |111)) (|000) — |111)) (|000) — |111))
c Wi .

Através do circuito de codificacio para o codigo de Shor é possivel visualizar que a primeira parte

do circuito é construida com a mesma topologia do circuito de codificagao de inversao de fase e a
segunda parte é idéntica & estrutura do codigo de inversao de bit. Essa maneira de construir o circuito
do codigo de Shor é semelhante a estrutura matemaética de fungées compostas e pode, desta forma ser
representado como tal.

O cédigo de Shor é interessante nao apenas por introduzir uma maneira de proteger a informacgao
contida no estado quéntico contra os tipos de erros apresentados, mas também por apresentar uma
maneira eficiente, denominada concatenacao, de se construir novos coédigos quanticos a partir de
codigos quanticos ja estabelecidos.

Suponha que um estado quéntico de informagao, ) = a|0) + §]1) seja codificado para trafegar
em um canal quantico que apresente erros do tipo de inversdo de bit e de inversao de fase. Um erro
do tipo X, interage com o estado quéntico codificado durante a passagem deste pelo canal. E possivel
identificar esse erro através do processo de medicao pelo observavel Z; Z5, o qual terd como resultado
—1. No entanto, isso nao é suficiente para identificar o erro. Outra medigao é requerida através do
operador Z5Z3: dois possiveis resultados podem ocorrer, 1 ou —1. No caso da medi¢cao obter como
resultado 1, pode se supor que o provavel erro que afetou o estado quantico de informacao é X7, caso
a medida tenha como resultado —1, o erro que afetou o estado é X5.

Suponha agora que outro tipo de erro afetou o estado, um erro do tipo Z;. O efeito deste operador
faz com que o primeiro bloco de trés gbits tenha seu sinal modificado: |000) + |111) para |000) —[111).
O que mais interessa sobre esse tipo de codificagao é que alguns tipos de erros tém o mesmo efeito sobre
o estado codificado. Os operadores Z1, Zs ou Z3 proporcionariam, se postos a interagir com o estado
codificado, o mesmo efeito. Desta forma, seria possivel fazé-los participantes de um grupo em que esta
relacdo fosse a regra de admissdo dos elementos. Isto é interessante pois neste sentido, alguns tipos
de erros sao agrupados de forma que é necessaria unicamente a aplicacdo de um operador de corregao
para desfazer o efeito de qualquer elemento deste agrupamento; essa propriedade de agrupamento de
erros torna o cédigo conhecido como cédigo degenerado. O processo necessério para uma escolha
do provavel erro que se incidiu é a comparagdo por bloco dos seus sinais. Comparando os sinais do
primeiro e do segundo bloco, obtém-se que eles apresentam sinais diferentes; em seguida observa-se
a comparagao dos sinais do segundo e do terceiro bloco e obtém - que estes apresentam o mesmo
sinal. Por votagao majoritaria, toma-se a decisao de que um erro cujo efeito seria modificar o sinal do
primeiro bloco deve ter ocorrido. A recuperacao é alcancada invertendo a fase do primeiro bloco.

E possivel também corrigir erros simultaneos através desse tipo de codificacao. Suponha que tenha
ocorrido um erro de inversao de fase e inversao de bit, todos ocorridos no primeiro ¢bit. Através do
procedimento descrito previamente, é possivel reaplicid-lo e diante dos resultados esses erros serao
detectados e corrigidos, confirmando assim a idéia de que o cédigo de Shor corrige erros simultaneos
sobre o mesmo ¢bit.

Uma analise mais profunda pode ser realizada de modo que uma explicagao mais bem detalhada
possa ser alcangada. Suponha que um estado quantico de informagao seja codificado, |¢¢) = «|0c) +
0B]1¢) e que durante o seu trafego pelo canal de comunicagdo quantico, um ruido interagiu com o

mesmo. Como os possiveis erros que podem afetar esse estado sao os descritos pelas matrizes de Pauli
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de inversao de bit e inversao de fase, é possivel expressar o ruido como uma combinagao linear dessas

matrizes na forma de

Ei = 67;0[ + 67;1X1 + 62'2Z1 + 6i3X1Z1. (519)

Vale salientar que esta sendo considerado o efeito de erros simultédneos sobre o mesmo gbit e mais
precisamente sobre o primeiro gbit. Quando este ruido interage com o estado codificado, ocorre uma
superposi¢do nao normalizada de estados quanticos |¢), X|v), Z|), X Z|). Ocorre em seguida que
o processo de medigao ira destruir essa superposi¢cao nao normalizada, proporcionada pelo ruido, para
algum dentre os estados da combinagao linear de modo que s6 reste o estado quantico que pode ser
corrigido pelo processo de decodificagao.

Esta mesma anélise pode ser realizada para qualquer erro que atue sobre um qbit especifico do
estado quantico codificado. Isso é bastante interessante, o fato de que a correcdo de um agrupamento
de erros possiveis: erros de fase, erros de bit e erros simultaneos dessas inversoes, poder corrigir um
continuum de erros que podem ser representados sobre a esfera de Bloch. Isto é, no entanto, uma
classe de acontecimentos muito mais abrangente, ja que esta tltima classe pertence ao continuum e a

classe que é mais comumente referenciada é a classe de erros discretos.

5.4 Teoria da Correcao Quantica de Erro

Apos a apresentacao desses exemplos de codigos quénticos, é natural que sejam feitas questoes
relacionadas & possibilidade de haver uma teoria geral para a correcdo de erros quanticos. Pois o
estudo relacionados as condigdes para correcao de erros, no sentido de apresentar algumas equacoes
que devam ser satisfeitas para que essa tarefa possa ser realizada de maneira eficiente, pode facilitar
a analise por parte do projetista do codigo. Essa estrutura matemaética tem o objetivo de testar se o
codigo projetado é capaz de detectar e corrigir os efeitos "corruptivos"a informagao quantica. Sendo
possivel a estruturacao matematica dessas condigoes , isso nao é condig@o suficiente para garantir a
existéncia de bons c6digos quanticos.

Tomando por base o exemplo do codigo de Shor apresentado na segao anterior, é possivel, mesmo
intuitivamente iniciar através de idéias bésicas, uma construgao dessa estrutura. Recapitulando os
procedimentos efetuados durante todo o trajeto, desde o envio do estado quéantico de informagao, por
parte do remetente, até a recepgao do estado quantico mais provavel de haver sido enviado, por parte
do destinatério, é possivel apresentar essas idéias.

Inicialmente o estado quantico de informacao é codificado por meio de operacoes unitarias em um
codigo corretor de erros quanticos. Esse codigo é construido de modo a ser um subconjunto do espago
em que os estado quinticos sdo representados, ou seja, o espago de Hilbert [21]. O segundo momento
experimentado pelo estado quantico é a atuagao do ruido, seguido da sindrome do mesmo para a sua
identificagao e por fim a aplicacao do operador correspondente ao efeito inverso proporcionado pelo
ruido.

No processo de identificagao do erro alguns cuidados devem ser tomados. O erro tem a capacidade
de transportar o estado quantico codificado para um subespago diferente do qual este foi inicialmente
projetado. Identificar o erro é identificar o subespaco de destino do estado quéntico afetado pelo

erro. Assim é importante garantir que todos os espago vetoriais de destino sejam ortogonais para que
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nao haja problema de decidibilidade no momento da sindrome. Outra caracteristica importante dos
espagos vetoriais de destino é que estes sejam versoes nao deformadas do espacos vetorial original de
codificacao, pois os diferentes processos de erros que por sua vez transportam os estados quanticos
originais para outras espagos vetoriais devem fazé-lo de modo que seja possivel aplicar processos
corretivos.

E interessante, no momento de construcio dessa estrutura geral de correcao de erros quanticos,
fazer a menor quantidade de suposicoes possivel, tanto no que concerne & natureza do ruido, quanto
no que concernem aos procedimentos necessarios para a correcdo dos efeitos do mesmo, pois desse
modo, essa teoria se torna a mais abrangente possivel. Por exemplo, duas consideracoes podem ser
realizadas de modo a garantir a generalidade dessa teoria. O processo de agdao do ruido pode ser
descrito como uma operacao quantica E e o processo de recuperagao é descrito por outra operagao
quantica R. Nao é necessario supor que o processo de recuperacao deva ser realizado em sucessivas
etapas, como identificacao do erro e aplicagao da operacao inversa, pois essa operacao quantica de
recuperagao agrupa o efeito de todas as etapas necessarias para que o estado quantico de saida seja o
mais proximo possivel do original. E necessario, por fim, que todas as operacoes quéanticas descritas
preservem o trago.

Assim, para que o processo de correcao seja bem sucedido é importante que qualquer estado
quéntico descrito por |1) que pode ser, sem perda de generalidade, descrito por p = |1)(v)|, verifique

a seguinte equacgao:

(RoE) (p) o p.

O simbolo «, significa que o estado quantico resultante do processo de recuperagao do codigo deve
ser igual em trago ao estado quéintico original e o operador o denota a composicao de funcoes.

A partir dessa simples suposicao é possivel construir condi¢ées, nos moldes de equagoes, que
garantam que um determinado cédigo ird corrigir os efeitos nocivos de um determinado erro sobre o
estado quéntico de informagao e também possam ser utilizados na construgao de cédigos corretores

de erros.

Teorema 5.1. (Condig¢des para corregao qudntica de erro) Seja C um cédigo quantico, e P
um projetor sobre C. Seja E uma operagio qudantica com elementos de operagao {E;}. Uma condi¢do
necessdria e suficiente para a existéncia de uma operagdo de corre¢ao de erro, R, corrigindo E sobre
C ¢ que

PE!E;P = a;; P,
para alguma matriz hermitiana o de niumeros complexos.

O

Os elementos de operagao {E;} do ruido E sio chamados de erros, e se existir tal operag¢io R,

diz-se que {E;} constitui um conjunto de erros corrigiveis.

A demonstragio desse teorema encontra-se em [7].
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5.5 Limite Quantico de Hamming

E interessante notar que os codigos quanticos tém certa semelhanca com os codigos classicos. Desta
forma, seria possivel estabelecer um limitante que pudesse informar da possibilidade de existéncia de
um codigo. A partir dessa necessidade é construido o limitante quantico de Hamming.

Considere que se possa realizar a codificagao de um estado quéntico de informacao que contém k
gbits, para n qbits, de tal maneira que essa codificacao seja capaz de corrigir erros que afetem quaisquer
combinagoes de ¢ gbits ou menos. Considere também que erros que afetem j gbits ocorram, em que
J < t. Ha um total de CY, ;) possiveis escolhas em que o erro pode interagir (a notagao C,, ; é usada
para identificar as n possiveis combinagoes j & j). Para cada escolha, existem ainda trés tipos de erros
diferentes, definidos como as matrizes de Pauli X, Y, Z, que podem afetar cada g¢bit. Isso resulta em
um total de 3’/ possiveis erros diferentes. Por fim, a quantidade total de possiveis erros que podem

ocorrer em t gbits ou menos é

t
> Clupy?.
j=0

E interessante realizar uma correspondéncia direta entre cada erro possivel e um padrao de sin-
drome para que seja possivel fazer uma correcao eficaz, evitando uma codificagao degenerada. Assim,
cada erro deve corresponder a um subespaco ortogonal com 2* dimensées, de modo que cada um desses
subespagos ortogonais deve estar contido em um espago geral de dimensao 2™ dos n gbits, resultando

em uma desigualdade

t
Z C(n7j)3j2k < 2™

=0

t
> Clagd <2k (5.20)

j=0
Esta equacao é conhecida como limite quantico de Hamming. A titulo de verificagdo, suponha
que se realize uma codificacdo de um estado genérico de um qbit para n gbits e que qualquer erro,
dentre as matrizes de Pauli, seja admitido sobre um gbit. Assim o limite de Hamming se verifica pela

equagao

2(1 4 3n) < 2"

Por esta equagao é possivel constatar que nao existe codigo que realize a transformacgao de um
estado quantico de informagao de um g¢bit para n gbits e que seja capaz de aceitar qualquer dos trés
tipos de erros sobre um qbit, para n < 4. A desigualdade s6 é verificada para valores iguais ou maiores
que 5 gbits. Porém, um codigo quantico de 5 gbits existe [7]. Vale ressaltar que o limitante quantico
de Hamming nao garante a existéncia de um c6digo com as propriedades ja descritas, mas garante a
inexisténcia para o caso da nao verificagao da desigualdade.

Considerando os c6digos classicos, o codigo de Hamming cléssico é um exemplo de cédigo perfeito,
no sentido de que este atinge a cota de Hamming classica em sua igualdade, da mesma forma que

o codigo de cinco ¢bits para a cota de Hamming quantica. Existe um outro importante cédigo
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Figura 5.5: Conjunto 1 de graficos para o limite quantico de Hamming

classico conhecido como codigo de Golay [31] que também apresenta a capacidade de atingir a cota de
Hamming em sua igualdade, sendo assim tomado como codigo perfeito. Tendo em mente estes dois
codigos cléssicos, poderiam ser levantados questionamentos sobre a possibilidade de haver outro codigo
que apresenta a caracteristica de atingir a cota de Hamming quéntica em sua igualdade, semelhante
ao codigo de Golay. Alguns graficos foram construidos no sentido de investigar se o limite quéntico
de Hamming poderia expressar os parametros de algum coédigo quantico que pudesse atingi-lo em sua
igualdade.

A seguir, nas figuras 5.5 4 5.8,estéo expressos os graficos de ambos os lados da inequagao (5.20). As
investigacoes levam a conjecturar a inexisténcia de outro codigo quéantico que verificando a inequagao
(5.20) em sua igualdade seja considerado perfeito. Pela semelhanca das estruturas que constroem as
cotas de Hamming cléssica e quantica e tendo em vista que codigos classicos perfeitos sao raros era

de se esperar a apresentagao dessa conjectura.
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Figura 5.8: Conjunto 4 de graficos para o limite quantico de Hamming

Nos graficos apresentados nas figuras 5.5 4 5.8, os pontos de cor preta representam o lado esquerdo
da inequagdo (5.20), para diversos valores de n. Os demais pontos dos gréficos representam o lado
direito da inequagao, para diversos valores de n. Para que a inequagao seja obedecida, a curva com

pontos pretos deve estar abaixo das demais curvas.

5.6 Codigos Lineares Classicos

Apesar de até aqui ja ser possivel verificar a possibilidade de correcao dada uma estrutura de
codificagao e também verificar a possibilidade de existéncia de um c6digo nao-degenerado, nao existem,
no entanto, numerosos exemplos de codigos corretores de erros quanticos que possam ajudar no perfeito
entendimento dessa ferramenta.

Na tentativa de superar essa dificuldade, uma alternativa seria tomar como base os co6digos classi-
cos, no intuito de que algumas caracteristicas destes pudessem, ap6s adaptagoes, serem reproduzidas
na construcao de cédigos quanticos.

Um codigo classico é um estrutura matematica linear que faz uma relagdo univoca entre uma
matriz linha de dimensao k, conhecida como informacao ou mensagem, e uma outra matriz linha de
dimensao n, conhecida como palavra-codigo, esta relagao é conhecida como codificagao. A fungao ou
matriz que faz esta ligacao entre a informacao e a palavra-cédigo é conhecida como matriz geradora
do codigo, representada por G.

Assim, uma mensagem "u"com k bits de informacao é mapeada na palavra-codigo "v"com n bits,
tal que v = uG. Neste processo de codificagao existe a insergao de n — k bits de paridade que tém a
fungao de verificar a autenticidade dos bits que fazem parte da mensagem. Todos os elementos desse
conjunto de operagoes atuam sobre o corpo Zs, tanto os elementos que compoem a mensagem, quanto
os elementos que compdem a palavra-codigo (em que Zo = {0,1;+2} com +5 representa a adigdo

modulo 2). Uma estrutura matematica que apresenta essas caracteristica é conhecida como codigo
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classico e denotada por C(n, k).

Um exemplo simples que ja foi mencionado anteriormente foi o cédigo de repetigao. Este codigo
faz a correspondéncia de uma mensagem, ou vetor de informacgao, que contém apenas um tnico bit
de para uma palavra-cédigo de n bits, para simplicidade de exemplificacao serdo inseridos 4 bits de

paridade idénticos ao bit de mensagem, isso corresponde a uma matriz geradora da forma:

G = [11111].
Desta forma, uma mensagem do tipo u = [0] ser4 univocamente mapeada para apresentar-se
como v = [00000], identicamente, uma mensagem do tipo u = [1] é univocamente mapeada para

apresentar-se como v = [11111]; denota-se este codigo por C(5,1). Existe uma medida de informacao
que proporciona saber o quanto cada mensagem, quando recebida, informa ao seu destinatéario, em
outras palavras, quanto cada palavra-codigo carrega de informacao. Essa medida é conhecida como

taxa do codigo:

R=Ek/n.

Aplicando-se esse ultimo conceito ao codigo de repeticao, mencionado anteriormente, pode-se
constatar que o poder informativo de cada palavra-codigo é pequeno, R = 1/5. Isso ocorre porque
a quantidade de bits inseridos & mensagem, ou vetor de informagao, é quatro vezes maior que a
quantidade de bits do vetor de informagdo (ou no caso genérico para o codigo de repeticdo, n — 1
vezes maior). Além de que, quando a proporgao entre os bits da palavra-codigo e os bits do vetor
de informagao é grande, pode-se constatar que a codificagdo foi projetada a apresentar relevante
robustez na detecgdo/corregdo de erros. Esse codigo de repetigdo é um coédigo interessante para
aplicagoes em que se tenha a necessidade de grande protegao & mensagem, em contra partida deve-se
aceitar uma pequena "taxa de informacao"por palavra-codigo. Exemplos desse tipo de aplicagao sao
movimentagoes financeiras, trocas de informagoes relativas as senhas de cartoes, etc.

No outro extremo, ainda se referindo a taxa do c6digo, pode-se mencionar o cédigo conhecido
como single parity check ou coédigo de um tnico digito de paridade. A tarefa de codificacdo dessa
estrutura é fazer uma adicdo binaria entre todos os bits de informacdo da mensagem e incluir o
resultado como o ultimo bit, formando assim a palavra-codigo. Desta forma, uma mensagem do
tipo u = [1101] é mapeada em uma palavra-codigo v = [11011], igualmente, uma mensagem do tipo
uw = [1111] é mapeada na palavra-codigo v = [11110]; esse codigo é denotado por C(k+1, k) e sua taxa
é calculada como R = k/(k+1). Vé-se que o poder informativo de cada palavra-codigo para esse tipo
de codificagao é grande, bem diferente do caso anteriormente apresentado para o cédigo de repeticao,
aproximando-se no limite para 1 & medida que se cresce a quantidade de bits do vetor de informagao.
Contudo, a alta taxa do codigo carrega a em si a nogao de que a codificagao nao apresenta grande
robustez quanto a protecao da informacao, neste caso sendo necessario unicamente a inversao de de
bits em um niimero par de posigoes da palavra-codigo para que nao seja possivel detectar a ocorréncia
de qualquer erro.

A matriz geradora do cédigo de um tunico digito de paridade é
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(1 0 1]

1

G= 0 1
L0 00 - 1 1]

O processo de mapeamento através da multiplicagao da mensagem pela matriz geradora torna
a conexao entre as duas partes da codificagao bastante transparente. Deseja-se também que essa
transparéncia seja notada no processo de decodificacdo. Igualmente ao processo de codificagao - em
que foi utilizada uma matriz para realizar o mapeamento da mensagem para a palavra-codigo - o
processo de decodificagao ird utilizar uma matriz conhecida como matriz de paridade, denotada por
H,_y , »n. Essa matriz de paridade, H,_j , n, apresenta a caracteristica de que a sua multiplicacao

por toda e qualquer palavra-codigo v;, em que 0 < ¢ < k, deve ter como resultado o vetor nulo:

v; HT =[000---0)1,n; Vi € {0,1,2,---  k—1}.

Tomando-se todas as palavras-codigo para um codigo genérico C(n, k), ou seja, um codigo que
transforma vetores de informagdo u;x em vetores vy, ,, € possivel achar um conjunto especifico de
vetores que formam todas as palavras-cédigo do coédigo. Esse conjunto de vetores é chamado de
conjunto gerador do c6édigo. Esse conjunto pode ser tomando como os vetores-linha da matriz geradora
do codigo, quando na sua forma padrao. Outra maneira de definir o cédigo C(n,k é através da
matriz de paridade. Ja fol mostrado anteriormente que qualquer palavra-cédigo v; obedece a relagao
v;HT = [0]. Por conseguinte, tomamos o codigo como o kernel de H.

A equagdo a seguir evidéncia o enunciado precedente, para o caso do cédigo de repetigdo com

k=1:

GHTz[ooo 00]
ko (n—Fk)
- ]
10
11 1 11} 0 z[ooo 0 0
1zn . 1,(n—1)
000 - 0 1

- = (n)z(n-1)
A estrutura dos codigos cléssicos apresenta robustez quanto a sua estrutura matematica, de modo

que é possivel encontrar uma das matrizes mencionadas, G ou H, dada a outra matriz. Isso significa
que, é possivel encontrar a matriz H dada a matriz G ou é possivel encontrar a matriz G dada a
matriz H. No entanto, para que isso possa ser realizado facilmente é necessario expressar as matrizes

de uma maneira especifica, conhecidas como forma padrao:

G = [I;|P]; (5.21)

H=[-P"|L,_]. (5.22)
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Seguem as matrizes de verificagao de paridade do codigo de repetigao de um digito e do codigo de

tnico digito de paridade, respectivamente (as matrizes geradoras desses codigos ja foram mostradas

anteriormente):
0
1 0
H:
1 00 1

H =[1111---1].

O procedimento de decodificagao se utiliza de uma propriedade ja mencionada. O fato de que
o codigo pode ser visto como o kernel da matriz de paridade transposta é usado para esse fim. A
equagao (5.23) representa essa particularidade, conhecida como equagao de sindrome do codigo. A sua
interpretacao mais direta é que toda palavra-cédigo deve ter como resultado da equacao de sindrome,
valor nulo. Em contra partida, caso a sindrome nao tenha valor nulo, o vetor v nao é uma palavra-
codigo. E dessa forma que é feito o processo de deteccao de erro. Aplicando ao vetor recebido a
equagao (5.23), testa-se o valor resultante. Caso seja nulo, decide-se que ndo houve erro no processo
de transporte da palavra-cédigo, caso contrario, o valor resultante sendo diferente de zero, decide-se

que houve erro.

vHT = S; em que S é a sindrome e v ¢ o vetor recebido. (5.23)

Pode-se separar em dois grupos os efeitos da interagao de um erro genérico sobre a palavra-codigo.
Um efeito é a modificacao da palavra-cédigo para um vetor cuja sindrome nao tem valor nulo. Esse
efeito pode ser detectado pelo processo de decodificagao. O outro efeito é a modificacao da palavra-
codigo para um outro vetor cuja sindrome tem valor nulo. Esse tltimo efeito ocorre sempre que o erro
é também uma palavra-coédigo, nao sendo possivel detectar o erro.

Através de um estudo detalhado do padrao de erros que ocorrem em um canal especifico, constroi-
se o codigo de modo a minimizar os efeitos do segundo grupo. Esse estudo detalhado do canal
de comunicacao também pode proporcionar a estruturacao de uma tabela de padroes de sindromes
diretamente ligados aos erros que o originam.

Para evitar a ocorréncia, com alta probabilidade, de erros que sejam palavras-c6digo, deve-se
construir o c6digo de modo que exista o méximo possivel de espalhamento entre os seus constituintes.
A distancia entre os elementos do codigo, ou seja, entre as palavras-codigo é calculada por uma métrica
conhecida como a distancia de Hamming. A distdncia de Hamming minima é definida como a menor
distancia entre duas palavras-codigo, a menos do vetor nulo; a expressao da distdncia de Hamming

esté exposta em (5.24), em que C é o codigo.

do = ming ye oty A, Y). (5.24)

O célculo dessa medida seria algo bastante trabalhoso a depender da dimensao do cédigo, no
entanto, pode se tomar como apoio uma importante caracteristica dessa estrutura e adaptar a equagao

(5.24) para que por meio dessa propriedade possa ser calculada de forma menos ardua. E conhecido
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que os codigos corretores de erros a que se refere neste texto apresentam, pela defini¢ao, a propriedade
da linearidade e do fechamento. A operagao de adigdo modulo 2 realizada entre duas palavras-codigo
deve resultar em uma outra palavra-codigo, pela propriedade do fechamento. Isso significa que a
distancia de Hamming entre duas palavras-codigo quaisquer pode ser vista como o peso de Hamming,
equagdo (5.25), da palavra-codigo resultante como adigdo modulo 2 das duas palavras-codigo em
questao. Isso é interessante, pois, para se conhecer a distancia de um coédigo é necessario somente

calcular o peso de Hamming da palavra que possui o menor peso de Hamming.

dc = mingec g2owt(z). (5.25)

Assim aquele codigo que apresenta a maxima distancia minima e alta taxa pode ser considerado
um bom coédigo. De posse desses novos pardmetros que servem como critério de avaliagao entre os
codigos, pode-se definir uma nomenclatura convencional para rapida avaliagao do cédigo. Denota-se
um codigo corretor de erro genérico como C(n, k,d), em que n é a quantidade total de bits da palavra-
codigo, k é a quantidade de bits de informagao oriundos da mensagem e d é a distdncia minima de
Hamming. E possivel expressar a capacidade de correcdo de erros do codigo através da distancia
minima:

d—1

t= {2J ;em que t representa a capacidade de corregao de erro do cédigo.

Tendo em vista que a distancia minima de Hamming tem a competéncia de informar a capacidade
de correcao e deteccao de erros do codigo, seria um interessante alvo de exploracao qual a sua limi-
tacao em fungao da dos pardmetros do c6digo.Como ja foi mencionado anteriormente, uma defini¢ao
alternativa para o cddigo é que este é o kernel da matriz de paridade. Sem perda de generalidade, o
c6digo é também um espago vetorial fechado, em relagao a operagao de adigao médulo 2. Existe uma
operacao bem comum em algebra linear conhecida como posto de uma matriz. Existem dois tipos
de posto: o posto-linha e o posto-coluna. O posto-linha de uma matriz identificard a quantidade de
linhas linearmente independentes do conjunto total de linhas da matriz e o posto-coluna identificara
as colunas linearmente independentes. E possivel calcular a distancia de Hamming através do posto-
coluna da matriz H do codigo. E possivel extrair um importante limitante da matriz H em relacio

ao seu posto-linha e o posto-coluna: este limitante é conhecido como cota de Singleton [32],

d<n-—k+1.

Um bom exemplo, nao trivial, de cédigos corretores de erros é o cédigo de Hamming. Os codigos
de Hamming sao coédigos interessantes, pois tem a capacidade de correcao de erros que atuem na
inversao de 1 bit e detecgao de erros que atuem na inversao de 2 bits.conseguem corrigir 1 erro por
bit ou detectar 2 erros em bits diferentes. O codigo de Hamming mais simples é o C(7,4,3), em que

suas matrizes geradora e de paridade estdo expostas nas expressoes (5.26) e (5.27),

; (5.26)

o O O =
o O = O
[ =)
= o O O
—= = O
S = = =
_ = = O
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1011100
H=[1110010 (5.27)
0111001

O co6digo de Hamming pode ser estendido para varios comprimento de modo que a sua expressao
geral é dada por C(n =2" — 1,k = n —r,3), em que r é um namero inteiro qualquer maior que dois.

Por fim é importante mencionar o que vem a ser cdédigo dual. Suponha que a partir de um dado
codigo C(n, k), seja possivel construir outro codigo utilizando para matriz geradora do segundo a
matriz de paridade do primeiro. Qualquer codigo construido dessa forma é conhecido como dual do
codigo C(n, k) e pode ser denotado por C(n,n — k) ou C(n, k)*.

E importante verificar que o espaco gerado pelas palavras-codigo do codigo dual é ortogonal ao
codigo original. Existem ainda alguns codigos que apresentam a interessante caracteristica de serem
autoduais, ou seja, o espaco vetorial das palavras-codigo é ortogonal em relacdo a si mesmo. E essa
importante estrutura que ird dar embasamento matematico a uma outra classe de codigos quanticos,
os codigos conhecidos como CSS [7].

A titulo de exemplo, expoem-se o codigo dual do codigo de Hamming C(7, 4, 3) através das matrizes

G e H, conhecido como codigo simplex [31],

1000110
0100011

H= 7 (5.28)
0010111
0001 101
1011100

G=|11100 (5.29)

011100
Para uma abordagem mais completa sobre os cddigos classicos existem livros textos de autores

consagrados nesta area do conhecimento [32] [31].

5.7 Cobdigos de Calderbank-Shor-Steane

Apoés uma breve incursao na teoria dos codigos classicos ja é possivel iniciar algumas analises
aprofundadas com o objetivo analitico da construcao de alguns cédigos quanticos. Realizando uma
comparacao entre o coédigo quantico de repeticao para protecao de inversao de bit e o codigo de
repeticao classico, é possivel identificar que as palavras-codigo do caso classico sao os rotulos para o
c6digo quantico em questao. Nomeia-se rotulo de um estado quantico a representagao binaria contida
na simbologia de Dirac, | ).

Assim, o mapeamento realizado pelo codigo de repeticado quantico faz com que os rotulos da base
binaria, utilizada na representagdo do estado genérico |¢p) = «|0) + 5|1), sejam modificados para
uma nova representagao, em que essa nova representacao é idéntica as palavras-codigo do codigo de

repeticao classico; esse procedimento esta esquematizado pelas equagoes a seguir,
|lu = 0) — |v = 000),
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lu=1) — |v =111).

Esse fato é interessante, pois o erro de inversdo de bit, para o caso quantico, pode ser encarado
como um simples erro de inversao de bit, para o caso classico, que ocorre num canal de comunicagao
comum. No que se refere aos rotulos dos estados quénticos, as equagoes a seguir podem esclarecer a

abordagem descrita.

e =1[010] +v = [111] — r = [101] = X,|111) = [101), (5.30)

e = [100] + v = [000] — 7 = [100] = X{]000) = |100). (5.31)

Em (5.30) e (5.31) evidéncia-se que os erros classicos e = [010] e e = [100] tem equivaléncia com
os erros quanticos de inversao de bit X5 e X7, respectivamente, pela comparacao do vetor resultado
com os rotulos dos estados quanticos resultantes.

Desta forma pode-se encarar os operadores lineares de inversao de bit, em sua forma extensa,
como possuindo uma representacao binaria, na forma de vetor-linha, em que, nas posi¢ées em que se
encontra a matriz de identidade, coloca-se no vetor-linha o bit zero e nas posigoes em que se encontra
a matriz de inversao de bit, coloca-se o bit um. Isso pode ser inferido, pois a agao de inversao de bit
no caso classico é realizada quando & palavra-codigo é somada um vetor-linha. As equacgoes a seguir

abordam a explicagao apresentada acima,

e=[010] = E = IXI,

e =[100] = FE = XTI.

Entao é possivel que qualquer codigo classico possa ser transportado para apresentar uma aplicagao
quanto aos cddigos quénticos, no que se refere a erros de inversao de bit, j4 que nao existe paralelo
classico para erros de inversao de fase. Isso se torna interessante, pois a capacidade de correcao do
codigo classico é transportada também para o codigo quantico, no que se refere a erros de inversao de
bit.

Este idéia foi inicialmente proposta por Calderbank, Shor e Steane e conhecido atualmente como
codigos CSS [7]. Esses pesquisadores formularam essa idéia embasadados nas explicagbes apresentadas
até o momento, adicionada a idéia de ortogonalidade entre espagos vetoriais que contém as palavras-
codigo.

Sejam C; e Cy codigos classicos lineares C1(ny, k1) e Ca(ng, k), tais que Cy C Cy e Cy e Cy,em
que ambos corrigem ¢ erros. Constroi-se um codigo quantico CSS(C1,C5),[n, k1 — ko] (Denota-se codigo
CSS de (4 sobre Cy) , capaz de corrigir erros em t gbits, através das seguintes definigdes. Considere

v uma palavra-codigo de Cf, e defina-se o estado quantico |v + C3) como:

v )= —— 3 hey) (5.2)

\ |02‘ yeCs

R

em que 7 @7 indica a adigao modulo 2.
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Toda a teoria de codigos CSS é baseada em classes laterais [32]. Suponha que exista um elemento
vy pertencente a C1, tal que v — v pertence a Cy. O estado quantico |v; + Cs é 0 mesmo que o estado
|v + Cs (equagao 5.33),

|U+CQ> = |’U+U—’U1+CQ> = ‘U1+CQ>. (533)

Isso evidéncia o fato que o estado padrao de codificacao depende unicamente da classe lateral de
C1/C5 em que v pertence, formando assim um conjunto fechado. Assim o codigo quantico CSS(C,Cs)
¢ definido como o espago vetorial formado pelos estados codificados |v + C2), em que v pertence a Cf.
E interessante que a quantidade de estados que podem ser codificados dessa maneira é relacionado
diretamente & quantidade de classes laterais de Cy em C; como a dimensao de C é k; e a dimensao
de Cy é ko, entdo a quantidade de estado codificados é 2F17F2,

E interessante notar que esse tipo de construcao, além de proteger o estado quantico de informacao
contra erros de inversao de bit, também é capaz de proteger o mesmo quanto a erros de inversao de
fase. Para este codigo é garantido que a sua capacidade de corregao seja t, para erros de inversao de
bit ou erros de inversdo de fase.

Considere que um operador linear, que em sua forma extensa, apresente e; matrizes de Pauli do
tipo X distribuidas em n posigoes. Para este operador de inversao de bit é interessante representa-lo
na forma de vetor-linha com zero nas posigoes em que se encontram as identidades e um nas posigoes
em que se encontram as matrizes de Pauli. Considere também que outro operador linear, responsavel
pelo erro de inversao de fase, seja posto a interagir com o estado quéntico codificado, da mesma
forma que o operador de inversao de bit, e que e; matrizes de Pauli do tipo Z sejam distribuidas em
n posigoes. Para este operador de inversao de fase é interessante também expressé-lo na forma de
vetor-linha igualmente ao operador anterior. Suponha que o estado quéntico codificado alvo desses

erros seja |v + Cy) que apos a agao dos operadores resulta em

1
S (=Det ey 4y toey).

V |02| yeCs

E comum em certas situacdes de correcao quantica de erros introduzir sistemas de teste para
que seja possivel projetar sobre este sistema informacoes que, para sua obtencao, seria necessario
realizar medicoes resultando em dano & informacgao portada pelo estado quantico. Assim, introduz-se
no estado corrompido um sistema quéntico com uma quantidade de g¢bits suficientes para que sobre
este sistema introduzido seja armazenado a sindrome de erro para o coédigo Ci.

Para a introducao desse sistema quéantico faz-se uso da computacao reversivel para que possa ser
possivel aplicar a matriz de paridade ao rotulo do estado codificado corrompido. Vale ressaltar que
todos os estados sdo inicializados pelo estado padrdo da base computacional |0; esse procedimento
transforma o estado |v+w +e1)|0) para [v+w +e1)|0)|(v+w + e )HE) = [v+w+eq)|er HE ). Assim

o resultado dessa operacao é

1 o)
3~y 4y e e HY).

V |C2| yECs

O erro de inversao de bit pode ser detectado realizando uma medida sobre o sistema quéantico

introduzido, j4 que neste sistema esta contido o padrao de sindrome do erro que afetou o estado codi-
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ficado. Ao se realizar uma medigao sobre o sistema quantico auxiliar nao existe efeito de modificagao

do estado quéntico principal o que permanece intacto

> DIty ).

1
V |02| yeCs

Para que se possa corrigir o erro introduzido pelo operador de inversao de bit o procedimento é
utilizar portas NAO nas posi¢oes em que o erro interagir, ja que pelo padrao de sindrome se infere o

possivel erro. Essa operagao resulta no estado

]' v €2
2l yecs

Até este instante foram corrigidos os erros de inversao de bit. Para a correcao de erros de inversao
de fase é requerido uma mudanca de base computacional para a base de Hadamard. Aplica-se a cada
gbit do estado codificado corrompido uma porta de Hadamard para que essa mudanga de base seja

efetuada, e o estado quéntico resultante é

Y Iczm > (Fprer)),

z yeCs
O somatorio introduzido é realizado sobre todos os valores de z, em que z representa uma n —upla
. ’ . ’ . ~ ’ s 4
binéaria. O préximo passo na resolucao do problema é uma mudanca de variavel, em que z = z + es.

Assim, o estado quéntico pode ser reescrito como:

\/|02|272 > ()E L te).

" yeCs

Considerando que 2’ pertence ao espago vetorial ortogonal a Cs & possivel ver que ) -, Cy (— 1)“’-2’ =

. . ~ ~ . ~ ’ .
|C2|, caso contrario se essa suposiao ndo pode ser realizada entao ), o, (—=1)"* = 0. Assim, o es-

tado quantico pode novamente, ser reescrito como

v (Z/)|Z/+€2>-
V 2”/|C2 /%J_

O interessante de se realizar a mudanga de base para uma base mais apropriada é que os erros de
inversao de fase transformam-se em erros de inversao de bit para essa base. Novamente introduz-se um
sistema quantico auxiliar para que esse possa receber o padrao de sindrome para o erro de inversao
de fase, encarado aqui como erro de inversdao de bit. Vale ressaltar que a matriz de verificagdo de
paridade nos dois momentos de deteccao de erros sao diferentes: para a deteccao de erros de fase é
usada a matriz Ho.

No entanto, a recuperagao do estado original é realizada da mesma maneira. A partir do momento
em que se conhece o padrao de sindrome correspondente ao erro eg, aplica-se portas NAO para inverter

os qbits danificados de forma que o estado quantico resultante do processo de desinversao é

V 2n/|02 gC:L >
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Como ultima etapa do processo de corregao de erro, aplicam-se portas Hadamard em todos os

gbits para que se retorne ao estado quéntico original

1
ol Z |v + y).

yeCs

Em suma, alguns comentarios podem ser tecidos quanto ao que foi apresentado neste texto sobre
os codigos CSS. Os codigos CSS sao codigos quanticos construidos a partir de codigos classicos Cy
e Cy, os quais devem apresentar certas caracteristicas a saber, Co C Cj e tanto C; quanto Cy
devem corrigir t erros. Com essas propriedades sendo obedecidas é garantido que o c6digo quantico
CSS(C4,Cs)[n, k1 — k2| também corrija t erros arbitrarios.

E salutar neste momento introduzir alguns exemplos de codigo CSS que utilizem-se de codigos
classicos bastante conhecidos na literatura apropriada. Um exemplo interessante é conhecido como
codigo quantico de Steane; esse codigo é construido tomando-se como base o cdédigo de Hamming
C(7,4,3), cuja matriz de verificacdo esta exposta na expressao (5.27):

Para saber se é possivel utilizar o codigo de Hamming C(7,4,3) para a construgdo de um codigo
CSS é necessario saber se este codigo classico apresenta as caracteristicas necessarias para isso. As-
sim, considere que esse codigo classico seja nomeado por C e o seu codigo dual, o codigo simplex seja
nomeado por C5. Em primeira instancia, deseja-se ter conhecimento se o c6digo simplex é um sub-
conjunto do c6digo de Hamming. Essa informagao pode ser alcangada por uma anéalise das matrizes
de paridade e geradora dos codigos. E interessante notar que como esses codigos sao duais entre si,
ou seja, a matriz de paridade de um é justamente a matriz geradora do outro e vice-versa.

Analisando essas matrizes fica claro que o espago vetorial gerado pelas linhas, conhecido como
espago-linha, de H de Cy contém estritamente o espago-linha a partir de H de C1, e sabendo que os
codigos podem, como definicdo alternativa, serem considerados os kernel’s do mapeamento S = vH”
para H de C5 e de H de C1,é garantido afirmar que Cy C C;. A segunda propriedade esta relacionada
a capacidade dos codigos; deseja-se que C e C5- corrijam ambos ¢ erros. O que ocorre é que Cy =
(CH)* = Cy; essa propriedade estd também garantida.

Assim, esse codigo quantico CSS, gerado a partir do cédigo classico de Hamming, tem capacidade
de corrigir um erro arbitrario, pois carrega consigo a capacidade do codigo classico. E que pode
codificar até dois estados da base para o estado quantico de informagao, ja que o cédigo C; é descrito
por apresentar dimensao quatro e o codigo dual tem dimensao trés, fatos que resultam em que o cdédigo
quantico tem dimensao um e comprimento sete. Para que se faga a codificacdo é necessaria a lista de
todas as palavras-codigo que pertencem a Cs, o que é realizado a partir da matriz 5.27. Uma possivel

codificagao é mostrada

1
0c) = 7 [10000000) + [1010101) 4 [0110011) + [1100110)

+]0001111) 4 [1011010) + [0111100) + [1101001)], (5.34)

1
1e) = % [[1111111) + |0101010) 4 |1001100) + |0011001)

+]1110000) 4 [0100101) 4 |1000011) 4 |0010110)] . (5.35)
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O estado codificado (5.35) indica um aspecto importante dessa codificacdo, para que esta seja
considerada eficiente é necessério encontrar uma palavra-cédigo de C; que nao esteja em Cs, caso
contrario a codificagao representara o mesmo elemento quantico.

Uma possibilidade de codificacdo quantica pode ser pensada nos mesmo moldes do codigo de
inversao de bit. Suponha que se tenha um estado quéntico cuja dimensao é trés, uma codificagao

possivel seria tomar cada estado quantico da base e transformé-lo conforme o co6digo simplex,

le) = @p|0000000) + a1|1101001) + a|1011010) + a5|0110011)
+04]0111100) + 5[1010101) + a|1100110) + 7[0001111). (5.36)

Esse tipo de codificagao é interessante para uma aplicagao em que o canal de comunicagao so
apresenta erros de inversao de bit e nao erros de inversao de fase, pois para esse caso o codigo
construido dessa maneira nao é capaz de corrigir.

Analisando este codigo pelos parametros dos codigos CSS é possivel verificar porque esse tipo
de construgao nao possibilita a corregao de erros de fase. Suponha que o codigo simplex, dual do
codigo de Hamming C(7,4, 3), seja utilizado como o codigo C;. Para que seja possivel resultar nessa
construgdo, através dos codigos CSS, é necessério escolher o c6digo Cy de maneira tal que a dimensao
do codigo quantico seja idéntica & do codigo simplex classico. Isso parece um pouco estranho ja que,
pela teoria de classes laterais [32], a dimenséo do codigo quéntico é calculada como a diferenga entre
as dimensoes dos codigos Cp e Cs.

Assim, para que o codigo quantico apresente a mesma dimensdo do cddigo C7 é necessario que o
codigo Cs tenha dimensao nula. Uma das propriedades dos codigos CSS é que o codigo Cy deve estar
contido no codigo C;. Entao todos esses fatos s6 podem ocorrer se o espago vetorial formado pelas
palavras-codigo do cédigo Cs, que deve estar contido em Cq, tiver em si somente a palavra-cédigo
nula.

Mas existe outra propriedade fundamental dos codigos CSS que possibilita resolver o problema da
correcao de erros de fase. E necessario também que a capacidade dos codigos C; e C5- seja, para ambos,
t, ou seja ambos os codigos devem corrigir ¢ erros classicos. Isso é de extrema importancia, pois no
processo de decodificacdo descrito anteriormente foi necessério a utilizacdo das matrizes verificadoras
de paridade para ambos os codigos C; e C3. A matriz de verificagio de paridade para o codigo
C; foi utilizada para a correcao dos erros de inversao de bit. A matriz verificadora de paridade do
codigo Cy- foi utilizada para calcular a sindrome dos erros de fase que, apos a mudanca de base, foram
transformados em erros de inversao de bit.

A capacidade de corregao do cédigo simplex, com pardmetro de comprimento sete e dimensao trés,
pode ser calculada através da distancia de Hamming, que para esse codigo é quatro, resultando numa
correcao de um erro de inversdo classica. No entanto, para o cédigo C5- encontra-se um problema,
pois como Oy tem dimensdo nula, a capacidade de correcio pra C3- é nula; o processo de decodificacao
por sindrome nao é capaz de corrigir nenhum erro de inversao cléssica.

Desta forma, um codigo construido como foi descrito, apresenta uma capacidade de correcao de
erros de inversao de bit equivalente ao seu "primo"classico, no entanto nao é capaz de corrigir nenhum
erro de inversao de fase tendo em vista que a dimensao nula acarreta na capacidade de corregao nula

pra Cy-.
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Uma maneira de tentar reparar o fato de que os erros de fase, para esse tipo de codificacao, nao
sao corrigidos, é realizar outro tipo de codificagao. Esse tipo de codificagao direta levara sempre a
corregao de erros de inversao de bit, mas também & nao corregao dos erros de inversao de fase.

Uma possivel codificagdo a ser realizada é utilizar as palavras-codigo do codigo simplex. Elas
seriam usadas como rotulos dos estados da base do estado quéntico codificado, no entanto, nao re-
alizando essa codificagdo de maneira direta. A idéia é utilizar o co6digo simplex como o codigo C.
Um estudo dos possiveis erros de fase que ocorrem no canal de comunicagao conduziria a uma escolha
apropriada para o espaco vetorial que contém as palavras-codigo para Cs.

Suponha que um estudo do canal de comunicagao quéntico, o qual deverd transportar o estado
quantico de informagao, indicou que os possiveis erros de fase que poderiam afetar qualquer estado

quantico em transito no mesmo sao descritos pelo conjunto

EF; ={Zy,73,Z4,7Z5}.

Desta maneira, é possivel escolher um codigo Cs, de modo que o coédigo dual de Cs tenha a capacidade
de corrigir erros de inversao de bits normais nas posi¢oes. E que tenha a mesma capacidade de correcao
do co6digo simplex, que por ocasido do texto sera considerado o codigo simplex C(7, 3,4), apresentando
dmn = 4 com consequente capacidade de corregao de 1 erro e detecgao de 3 erros. Assim, uma escolha

para o codigo Cs,no intuito de conseguir detectar esses erros de fase é

Cy = {(0000000); (0111100)}.

A partir de entao é possivel realizar uma codificacao eficiente de modo que todos os erros de
inversao de bit sejam corrigidos e os erros de inversao de fase, contidos em E'F; obtidos pelo estudo

do canal, também sejam corrigidos. A seguir tém-se o estado quéantico codificado

[Ye) = ap(|0000000) 4 [0111100)) + ;1 (|0110011) + |0001111))
+a2(]1010101) + |1101001)) + a3(|1011010) + [1100110)). (5.37)

E interessante notar o fato de que a medida que mais erros sdo constatados e por conseguinte
o codigo deve ser modificado para que tenha a capacidade de corrigir esses erros, a quantidade de
informacao quantica diminui. No caso do codigo de Steane, a informagdo quintica é a minima possivel,
tendo em vista que esta é os nimeros complexos que ponderam a combinagao linear dos estados da
base e que deve ser protegida indiretamente pela codificagao usada, ja que a dimensao do cédigo de
Steane é um.

No caso da codificacao direta apresentada em seguida ao cédigo de Steane, a quantidade de
informacao quéntica que deve ser transportada até o destinatario é méaxima, ja que a dimensao do
codigo quantico é idéntica & dimensao do codigo classico. Porém, a capacidade de corregao de erros é
severamente restringida. Para esse tipo de codificacao sao somente encarados como possiveis erros os
erros de inversao de bit.

Em resumo, o caso da escolha da codificacdo quéntica, como no caso cléssico, recai sobre o ajuste

fino entre a taxa do codigo e a capacidade de corregao do mesmo. O aumento da redundancia
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pode conduzir a uma redugao da taxa de transmissao de informacao a cada vez que uma palavra de
informacao é codificada.

No caso apresentado, tanto para os cédigos CSS, quanto para os outros tipos de codificagao, a
redundéancia dos estados quanticos é a dimensao da classe lateral que pode ser calculada como a
diferenca entre as dimensoes dos codigos C; e Cs.

E possivel ainda realizar uma extensdo dos conceitos apresentados até aqui. E certo o fato de
que todos os codigos mostrados como exemplos estdo todos embasados sobre um corpo finito GF(2),
para mais detalhes sobre a estrutura de corpos finitos vide [31]. Mas também é certo o fato de que se
for possivel transpor os conceitos de codigos classicos para os codigos quanticos para o caso binario,
também deve ser possivel realizar essa passagem de informagao para coédigos classicos p-arios.

Inicialmente é necessario entender como seria o ruido que possivelmente poderia interagir com
os estados quénticos de informacdo em transito pelo canal de comunicacdo. Anteriormente, uma
abordagem foi realizada em relagao aos operadores lineares; esses operadores lineares poderiam ap-
resentar uma representagao equivalente no espago vetorial dos vetores-linha. Como foi apresentada,
a equi-valéncia seria feita, através da representagdo extensa do operador (inversdo de 2nd gbit Xo
=IXTI), modi ficandooselementosqueocompunham.

Nas posigoes em que houvesse a matriz de Pauli de inversao de bit, foi colocado um bit com
valor um. Nas posi¢oes em que houvesse a matriz de identidade, foram colocados bits com valor zero,
formando assim um vetor-linha. O que ocorre é que para a extensao dessa aplicagao para cédigo com
p primo maior que 2, essa abordagem nao é mais suficiente.

Uma solugao para esse impasse é utilizar-se da representagao de vetores-linha, e a partir delas
construir operadores lineares equivalentes, no sentido de que esse operadores agiriam, sobre os rotulos
dos estados da base do estado codificado, como agiriam os vetores-linha sobre as palavras-codigo.

Analisando de forma rapida a adicdo de um vetor-linha arbitrario sobre outro vetor-linha tam-
bém arbitrario, considerando aritmética modular com p = 3, é possivel entender qual a abordagem

necessaria

[000120] + [100120] = [100210],

[112000] 4 [100120] = [212120].

O vetor-linha padréao, [100120], quando afetado pelo vetor-linha de teste, [000120], tem seus bits
modificados conforme o valor do bit equivalente do segundo vetor-linha. O primeiro bit do vetor-linha
padrao nao tem seu valor modificado, pois o primeiro bit do vetor-linha de teste tem nesta posicao
um bit de valor zero, o que acarreta uma nao modificagao do valor do bit do vetor-linha padrao. Ja o
quinto bit do vetor-linha padrao tem seu valor acrescido de duas unidades, ja que na mesma posigao,
o vetor-linha de teste tem um bit com esse mesmo valor.

O que se vé, e que ja é conhecido de muitos estudiosos, é que bit-a-bit é realizada uma adicao
modulo o primo p que define o corpo finito de operagao do coédigo. Dessa forma, uma possivel
abordagem seria transformar cada bit em uma matriz do tipo que realizasse uma adi¢ao médulo o p

primo sobre os rétulos dos estados quanticos da base.
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Suponha que o vetor-linha de teste [112000] seja tomado para realizar essa transformagao. A idéia
seria criar um operador linear na forma extensa, ou seja, uma representagao descrita pela concatenagao
de matrizes quanticas, com base em vetores-linha que apresentam a adicdo modulo p primo. O

operador linear seria descrito pela sua aplicagao sobre um estado quéntico genérico:

Sap = Saplr) =[(x + a) mod p), (5.38)

em que a seria o valor do bit oriundo do vetor-linha e p seria o primo em GF(p), onde as operagdes
de adicao sao realizadas.

Assim o vetor-linha [112000] seria transformado no operador linear A = S 351 352,350,350,3.50,3-
E interessante notar que a matriz de inversao de bit, X, é um caso particular dessa extensio descrita,
quando se realiza a adi¢do sobre o corpo finito GF(2). Essa matriz de Pauli, X, representa a adicao
de uma unidade moédulo 2 e a identidade nao representa adicao de qualquer quantidade.

A abordagem usada até o momento foi bastante pertinente para que se pudesse formular um
operador linear para os erros de inversao de bit, j4 que é esse tipo de erro é proprio aos codigos
classicos. Essa abordagem é insuficiente para que se possa estender o raciocinio de modo que seja
possivel extrapolar e encontrar uma representacdo da matriz de inversao de fase para o caso p — rio.

O que se pode realizar é uma abordagem superficial sobre o assunto, de modo que nao é objetivo
desse texto apresentar profundidade conceitual sobre qual o caminho adotado para a extrapolagao
necessaria. Considere que da mesma maneira que a matriz de inversao de bit extrapolada tem em
sua expressao fatores que dependem tanto do p, adigdo sobre GF(p), em que opera o vetor-linha,
quanto do valor do bit em que ela deve ser retirada. E caracteristica da matriz de inversdo de fase
acrescentar um fator multiplicativo ao estado alvo, sem que modifique o valor do rétulo do mesmo.

Assim, podemos encarar uma expressao inicial para a extrapolacao da matriz de inversao de fase como:

Zap = Zgplz) = Ap)**|z). (5.39)

Vé-se que essa escolha inicial de expressao para a matriz extrapolada nao é ruim, ja que é possivel
sem maiores problemas retroceder ao caso em que ji se conhece sobre operagoes binarias. Aplicando

essa expressao para o caso binario tem-se:
Z1,2|0) = A(2)"°]0) = |0).

Z12|1) = M2)MH1) = —|1).

A partir das equagoes precedentes é possivel, com um relativo esfor¢o imaginativo, extrair o valor
de A(p):

Assim, a expressao extrapolada da matriz de inversao de fase é:

2izam

Zap = Zoplx)y=e 7 |x).
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Tendo por base as matrizes de erro ja extrapoladas, é possivel realizar a conversao das idéias dos
codigos classicos para os cddigos quanticos, como no caso dos cddigos CSS, tomando agora um corpo

de extensao, mais abrangente do que jé foi apresentado.

5.8 Cobdigos Estabilizadores e os Diagramas de Venn

Os codigos estabilizadores sdo uma classe importante de codigos quanticos. Eles tém uma cons-
trugao anéloga aos codigos classicos de bloco lineares, sao chamados também de codigos aditivos. No
entanto, para que nao exista dificuldade na abordagem e entendimento dos cédigos estabilizadores
é salutar introduzir inicialmente o formalismo estabilizador. O formalismo estabilizador é uma fer-
ramenta de descricdo para as operagoes da mecéinica quantica. Em seguida, é possivel exemplificar
como as portas logicas quénticas e as medidas podem ser descritas através desse formalismo e realizar
a apresentacao de um teorema muito importante que poe limitagbes nas operagoes descritas pelo
formalismo.

Considere o estado quéntico descrito por

|00) + |11)
Py =t

E facil identifica-lo como um estado quantico EPR de dois ¢bits. Sobre este estado algumas ca-
racteristicas sdo bastante importantes, este estado verifica as equagoes X1 Xo|¢)) = |[¢) e Z1Z5|¢) =
[1). Através dessas equagoes é possivel identificar o estado como o estado que é imutével em relagio
& interacao dos operadores lineares X, X5 e Z1Z5, ou também referencia-lo como o estado que é esta-
bilizado pelos operadores descritos. Mais interessante, e por isso menos evidente, é o fato de que esse
estado quéntico é o tnico estado que é estabilizado por esses operadores. Assim, como certos estados
quanticos sao tinicos em relagao a estabilizagao de alguns operadores é possivel descrevé-los somente
através dos operadores que os estabiliza, essa é a idéia fundamental do formalismo estabilizador. O
formalismo estabilizador tem por principal idéia identificar os estados quanticos através dos operadores
que apresentam a caracteristica de estabiliza-los.

Algumas duvidas poderiam surgir em relagido a operagoes de erros que interagem com os estados
quanticos, modificando-os e destruindo a caracteristica de estabilidade, no entanto, o formalismo prevé
estes casos e os engloba.

A idéia por detrds da conceito do formalismo estabilizador estd diretamente relacionado com a
teoria de grupos [48]. Para as aplicagoes relacionadas aos codigos quanticos o grupo fundamental é
o grupo das matrizes de Pauli, G,, relacionadas para estados de n gbits. Este conjunto de matrizes
forma um grupo em relagao a operacao de multiplicagdo matricial [48]. O grupo das matrizes de Pauli

para um g¢bit é definido como se segue,

Gy ={£l,+£il, £ X, +iX , +7,+iZ,+Y, +iY'}.
Define-se o grupo G,, em fungao do seus elementos constituintes,
Ag, €Gpseesose, A=+aP,---P,,emque P, € {X,Z,Y,I} ea=1o0ua=1i.

Considere S um subgrupo de G,,. Considere Vg, o conjunto de estados quanticos que apresentam

a caracteristica de serem estéveis em relagdo a todos os operadores do subgrupo de Pauli S. Vg é o
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espago vetorial estabilizado por S e analogamente S estabiliza Vg, na medida em que cada elemento
de Vg nao é modificado quando sobre ele age um elemento de S.

Para melhor exemplificar e entender o caso apresentado é salutar introduzir alguns exemplos. Con-
sidere um conjunto S = {I, 212>, Z1Z3, Z2Z3} que tem sua operagao definida sobres estados quanticos
de trés gbits. Os estados que sdo estaveis em relagdo a Z1 75 (equagdo 5.7) sdo |000),]001),|110), e
|111). Ja para o operador Z,Z3 (equacio 5.8), os estados sao [000), [100), [011) e |111). E interessante
notar que os tinicos estados quanticos que fazem parte dos dois conjuntos de estados estabilizados sao
|000) e |111). Assim é possivel concluir que o conjunto vetorial que é estabilizado pelos operadores
7175 e ZyZ3 & formado pelos estados quanticos [000) e [111). Vé-se claramente que o espago vetorial de
estados estaveis foi completamente determinado através de dois operadores, isso é uma caracteristica
muito importante, pois o conjunto de vetores pode ser determinado através dos operadores geradores.

Seja um conjunto de elementos, g¢1,g2,...,g5, de um grupo G. Diz-se que estes elementos sao
geradores do Grupo G, se todo e qualquer elemento do grupo puder ser representado como um produto
destes elementos , g1, g2, ..., gf. Assim, uma notagéo especial é usada para identificar o conjunto de
geradores, G = (g1, 92,...,9f). No exemplo apresentado acima, o conjunto de geradores é Gg =
(Z1 24, Z275), pois, Z1Z3 = (Z122)(Z2Z3) e I = (Z1Z2)* (a ordem de G, também denotado por |G|,
é quatro, tendo em vista que existem quatro elementos em S). Esse grupo pode ser chamado como
grupo estabilizador dos estados quanticos |000) e |111), ou seja, os operados que sdo elementos do
conjunto S nao afetam os estados |000) e [111) quando postos a interagir. O uso de geradores para a
descricao dos processos ocorridos no grupo de operadores representa uma vantagem clara, tendo em
vista que existe nomenclatura sucinta, clareza de descricao e também representa uma economia de
operagoes, pois caso se queira saber se um determinado estado quantico é estabilizado por um grupo
especifico de operadores lineares, é suficiente testa-lo quanto aos geradores.

Um fato que vale a pena ser mencionado é que existem restri¢gdes quanto a utilizacao de subgrupos
de Pauli que podem ser usados como estabilizadores para um espaco vetorial nao-trivial. E necessario

realizar um teste quanto a duas condigoes.
1. Os elementos de S devem comutar entre si.
2. O elemento —I nao pode pertencer ao conjunto de matrizes estabilizadoras.

E interessante entender o motivo pelo qual essas condicoes sdao necessarias. Considere que um
espago vetorial ndo especifico seja néo-trivial e contenha um elemento nao nulo [¢p). Considere também
que dois operadores J e K sejam operadores que pertencam ao grupo estabilizador de operadores.
Uma caracteristica importante que concerne as matrizes de Pauli é que elas, entre si, comutam ou
anticomutam, havendo unicamente essas duas possibilidades [7]. Assim, o mesmo pode ser dito em
relagao as duas matrizes J e K. Sem perda de generalidade, pode-se supor que essas matrizes podem
apresentar a caracteristica de anticomutatividade, ou seja, JK = —KJ. Esse fato pode ser estendido
para o estado quantico, pois |[¢) = JK|[¢) = —KJ[¢) = —|v). Isso significa que o tnico estado
quantico que satisfaz essa caracteristica é o estado quantico nulo, o que representa uma contradigao
(j& que o espago vetorial é ndo-trivial). A segunda condigdo, quando aplicado aos estados quanticos
resultara na mesma contradicao.

Apos essa breve introducao é interessante aplicar o que ja foi mencionado em alguns casos de

codigos quanticos ja estabelecidos. O codigo de Steane é um bom exemplo de aplicagdo de codigos
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Tabela 5.2: Operadores geradores estabilizadores para o Codigo de Steane [7,1].
Referéncia Operador

7 ITIXXXX
9 IXXIIXX
g3 XIXIXIX .
94 1112227
s 12721127
96 ZIZI1Z1Z

estabilizadores. Na Tabela 5.2 estao destacados os geradores do grupo estabilizador de operadores

para o codigo de Steane de sete gbits [7].

(5.40)

Sy

I
— o O
oS = O
— = O
o O =
[ R
[
==

E significativo notar que a descricdo do codigo através dos estabilizadores, principalmente para
esse caso, é mais clara e sucinta que a descricao do cédigo através dos estados quanticos. H& ainda
vantagens em relagao ao processo de identificagao e correcao de erro. Mais ainda, a incrivel semelhanca
da disposicao da forma extensa dos operadores com as matrizes de paridade usadas no processo
de decodificagdo do codigo. Tomando as linhas da matriz de paridade 5.40 (Codigo de Hamming
C(7,4,3)), ndo na forma padrao, que pode ser encontrada em [31] e realizando uma comparagéo entre
os trés primeiros operadores do grupo estabilizador para o cdédigo de Steane: g1, g2, g3, nota-se que nas
posicoes em que se acham as matrizes de inversao de bit, nas linhas da matriz de paridade encontram-
se os niameros um, e onde se acham as matrizes de identidade, nas linhas da matriz de paridade
acham os numeros zeros. A mesma orientacdo de pensamento pode ser aplicada aos trés ultimos
estabilizadores: ¢4, g5, g, no entanto o que diferencia é que a matriz de paridade que é referenciada
¢ a matriz de paridade do codigo Cy-, contudo pela escolha do codigo de Steane C3- = (C+)+ = C,
ou seja a matriz de paridade para os operadores g4, g5, g¢ ¢ a matriz 5.40. Assim, nas posi¢gdes em
que se acham as matrizes de Pauli de inversao de bit, na matriz de paridade estao os nimeros um. O
grupo estabilizador referente ao c6digo e Steane apresenta ordem 26.

Dado um conjunto de geradores estabilizadores com cardinalidade n, a ordem do grupo estabi-
lizador é 2.

E relevante notar que a descricdo quanto ao formalismo estabilizador pode ser estendida aos
postulados da mecanica 3.1, 3.2, 3.3, 3.5, para um aprofundamento dessa relagao vide [7].

O formalismo estabilizador pode ser estendido para descrever as operacoes em portas logicas
quanticas também. O processo de dindmica desses espagos vetoriais diante das interagoes de outros
operadores é tutil na descricao dos efeitos dos ruidos sobre o espago de estados ao qual pertence o
codigo corretor de erros. Considere que um operador linear U seja posto a interagir com um estado
quantico que é estabilizado por um grupo S. Considerando que |1) seja um elemento qualquer do

espacgo vetorial estabilizado, tem-se que
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Tabela 5.3: Conjugacdo matricial para varias portas logicas quanticas - UO;UT = Og.
Operador de Conjugacao - U Operador de entrada - O; Operador de Saida - Og

Nao — Controlado X1 X1Xo
Nao — Controlado Xo Xo
Nao — Controlado Z Z
Nao — Controlado Zo Z179
H X Z
H 7 X
S X Y
S A Z
X X X
X 7 -7
Y X X
Y Z -7
Z X -X
Z 7 Z
Uly) = Ugly) = UgUTU). (5.41)

Pela equagao 5.41 é possivel concluir que o estado Uly) é estabilizado por UgUt. Isso pode
se estendido para todo o espago vetorial, ji& que nao se realizou nenhuma observacao que pudesse
afetar a generalidade das hipdteses, resultando em garantir que o espago UVg é estabilizado por
USUT = UgU'|g € S. Essa extensdo pode ser alcancada mesmo aos geradores, ja que o conjunto
g1,y Gn—i gera o grupo S, entdo Ug UT,...,Ug,_,U" gera o grupo USUT. A interpretacio é clara
quanto aos fatos, qualquer modificagao ocorrida nos estados quéanticos causado por ruido ou operagao
de portas logicas pode ser reaplicado aos geradores do grupo estabilizador para que a caracteristica
de invariancia seja mantida.

Na Tabela 5.3 estao referenciadas algumas operagoes de transformagao tuteis na interpretacao dos
codigos corretores.

Para exemplificar o processo de conjugacao quando uma porta logica é posta a interagir com um
estado quantico estabilizado pode-se calcular explicitamente o caso para as portas de Hadamard e a

Nao-controlada para o caso de X7,

1 00 0 0010 1 00 0 000 1
01 0 0 00 0 1 010 0 001 0

Ux,Ut = = = X1 Xo,
000 1 100 0 00 0 1 0100
001 0 0100 001 0 1 0 0 0

HXHT:L 11 0 1 i L1 =
2 1 -1 1 0 2 1 -1
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1 1 1 10 1 1 1 0 1
HZH' = — — = =X
V21 -1 0 -1 /v2\1 -1 10
Assim é possivel enunciar um importante teorema [7].

Teorema 5.2. Considere U um operador unitdrio sobre n gbits, com a propriedade de que, se g €
G, entio UgU' € G,,. Tem-se que, a menos de uma fase global, U pode ser construido a partir de

O(n?) portas Hadamard, de fase e Néao-controlado.

Quanto as medidas, o formalismo pode englobé-lo. Suponha que se realize uma medida de g e
que este elemento, g, pertence & G,, ao grupo de Pauli para n gbits. Isso pode ser feito, ja que
g é um operador linear e pode ser visto como um observavel. Como o caso em que se estuda é
relacionado as matrizes de Pauli, nao ha problema algum em supor que este elemento é formado por
uma multiplicagdo de matrizes de Pauli, sem inserir qualquer fator multiplicativo. Considere ainda
que o sistema quantico esteja no estado |1) que apresenta como grupo estabilizador S = (g1, ..., gn); €
possivel descrever as transformacoes as quais o grupo estabilizador é submetido apés a realizagao da

medida iniciando pela analise de dois possiveis casos:

1. g comuta com todos os geradores do estabilizador.

2. g anticomuta com um ou mais estabilizadores.

Analisando o primeiro caso, pode-se garantir que g faz parte do conjunto de geradores, pois
9i9|Y) = gg:i|v) = g|v). Isso implica que o estado g|y) faz parte do espago vetorial formado por
estados quanticos que sdo estabilizados por S. Assim, o estado g|t) é um multiplo de |¢), mas como g
€ G, tem-se que g> = I. Entdo, g|t)) = +|¢), implicando no fato de que g ou —g é um estabilizador do
estado [¢). Se g|) = |¢), entdo uma medida com g resultara, sempre, no valor 1 com probabilidade
1. Caso g|v) = —|¢), uma medida com g resultard, sempre, no valor —1 com probabilidade 1.

No segundo caso, o operador g anticomuta com g; e comuta com todos os outros geradores. Como
g € Gy, os seus possiveis autovalores sdo +1, os seus projetores para as medidas sdo (I +g)/2. Assim,
as medidas podem ter os resultados com as probabilidades

) =t (532l )

1) =tr (52wl )

Sabendo-se que g1|¢) = |) e gg1 = —g1g, é possivel expressar a probabilidade de resultado 1

comao:

) =t (5 a1,

) = (252w,

Através de manipulacdo matematica e usando para isso propriedades especificas relacionadas ao

trago matricial, tem-se que
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o) = tr (520l ) = ()

Assim, como p(+1) + p(=1) = 1 e p(+1) = p(—1), entdo p(+1) = p(—-1) = 1/2. No caso
do resultado da medida ser de valor 1 o estado quéntico é modificado com a medida e o conjunto
estabilizador é modificado de modo acrescentar novo estado quéntico.

Apos essa breve introducéo sobre o formalismo estabilizador é possivel avancar de modo a conseguir
construir os cédigos corretores de erros quanticos baseados no formalismo estabilizador. Considere
um codigo quantico estabilizador [n, k] que é definido como o espago vetorial Vg estabilizado por um
grupo S € G, esse codigo é referenciado por C(S). Suponha que um erro E atue sobre o sistema e
que esse erro F € G,. Dois possiveis fatos podem ocorrer. O erro pode comutar com o operadores
de S ou anticomutar. Para um compelto entendimento do processo de decodificagdo é necessério a
introdugao de duas definigbes que serao necessarias.

Defini¢ao: Chama-se de normalizador de G, referenciado por N(G,,), o conjunto de operadores
U, tal que UG, UT = G,,.

Definigao: O centralizador Z(S) de S em G,, é um conjunto de operadores F; tal que F; € G,
e E;g=gFE;,em que g € S.

Para que seja mais didatico apresentar o poder de descrigao do formalismo estabilizador aplicado
aos codigos corretores de erros, considere que um estado quantico seja codificado conforme o codigo
C(S) estabilizador [n, k], o qual tem como estabilizador (g1, ..., gn—k). Um erro E, E € G,, afeta o
estado quantico codificado danificando os dados do estado. Como o erro faz parte do conjunto das
matrizes de Pauli de n gbits, dois possiveis casos podem ocorrer: ou o erro comuta com todos os
geradores ou comuta com pelo menos um dos geradores. No caso em que F anticomuta com todos
os geradores, o espaco de estados do codigo é transportado para um espaco vetorial ortogonal que
acarreta numa possibilidade de identificaggo do erro por medidas projetivas. Outro possivel caso
ocorre quando o erro comuta com todos os elementos do estabilizador. Pode acontecer de o erro fazer
parte do préprio conjunto de estabilizadores e isso nao é danoso ao estado codificado. Pode acontecer
que o erro comute com os estabilizadores, mas nao é parte desse conjunto. Isso ocorre porque o erro
pode fazer parte do centralizador do codigo, Z(S). Para os casos de estudo desse texto é possivel

considerar que o conjunto centralizador ¢ idéntico ao conjunto normalizador.

Teorema 5.3. (Condi¢des para correcdao de erros para cédigos estabilizadores): Considere
S o conjunto estabilizador de um cddigo estabilizador C(S). Considere também E; wm conjunto de
operadores em G, tais que E}Ek ¢ N(S)— S para todo j e k. Esse conjunto de erros que apresenta

essa caracteristica pode ser considerado como o conjunto de erros corrigiveis para o cédigo C(S).

A demonstragao desse teorema pode ser vista em [7].

N(S) — S é o conjunto de matrizes que fazem parte do centralizador, N(S), porém nao fazem
parte de S.

Apesar da beleza matemética deste enunciado, seria mais interessante propor uma maneira sis-
tematica de detecgao e corregao de erros. Para isso é possivel utilizar a interpretacao dos diagramas
de Venn aplicados aos resultados das medidas.

Suponha que um grupo estabilizador S = (g1, ...,gn—k) seja o conjunto de operadores que esta-

bilizam os estados quanticos referentes aos codigo C(S) [n,k| e que E; seja um conjunto de erros
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que podem ser corrigidos pelo codigo em questao. Para que haja detecgao do erro, caso este tenha
interagido com o estado codificado, é necessario realizar medidas em cascata tendo como observaveis
os geradores. Associa-se a cada observavel g;, um valor de medicgo b;, formando assim um padrao
de sindrome para cada erro possivel, pois F; glE;r = byg;. Através dos padroes de sindrome identifica-
se o erro I; resultando que para corrigir o efeito desse erro ¢ suficiente aplicar EJT Pode ocorrer
de dois erros distintos apresentarem o mesmo padrao de sindrome E; e E;. Neste caso ocorre que
EjPE]T- = Ej/PEJT-,, em que P é o projetor sobre o espago do c6digo. Como E;Ej/PE;, E; = P tem-se
que EJTE]-/ € S, assim basta que seja aplicado o operador E]Jr mesmo apds a ocorréncia de K/, para
que o efeito deste operador sobre o estado codificado seja corrigido.

Assim, em sintese, apos a identificacdo do operador linear de erro pelo padrdao de sindrome,
aplica-se o conjugado hermitiano do mesmo para que o efeito deste sobre o estado quéntico seja
corrigido. Para que os cédigos estabilizadores sejam considerados verdadeiros codigos analogos aos
codigos de bloco classico, seria interessante apresentar algum conceito analogo ao conceito de distancia
de Hamming do codigo. Para os codigos estabilizadores define-se o conceito de peso de Hamming
como sendo a quantidade de matrizes diferentes da identidade na forma extensa deste operador. Por
exemplo, um erro do tipo E = X;X4, para 7 g¢bits tem peso igual a 2. Assim para um cddigo
estabilizador C'(S)[n, k], define-se a distancia deste codigo de forma congénere ao caso classico. No
caso cléssico, o célculo da distancia minima de um cédigo pode ser adaptada para ser calculada como
o peso da palavra-codigo de menor peso, no caso quantico temos o menor peso de um elemento de
N(S)—S. Também semelhante ao caso classico, um coédigo quantico com uma distancia minima 2¢+ 1
pode corrigir erros arbitrarios em até t qbits.

Uma possivel interpretacao para o processo de decodificacao é a utilizagao dos diagramas de
Venn, tendo em mente a idéia apresentada por McEliece para codigos classicos [33]. No caso da
decodificacao é possivel apresentar uma configuracao padrao baseada nos diagramas de Venn para cada
erro corrigivel possivel e através desse padrao identifica-lo e corrigi-lo. Seria interessante no decorrer
das apresentagoes de coédigos quanticos estabelecidos apresentar os diagramas de Venn correspondentes

aos padroes de decodificagao.

5.8.1 O codigo quantico [3,1] para inversao de bit

Para o codigo de inversdo de bit é conhecido que o estado padréo de informagdo |1)) = «|0) +
B|1) é transformado em |¢c) = «|000) + §|111). Para este estado codificado, os operadores Z;Z
e ZyZs3 sdo os estabilizadores considerados. Os possiveis erros que podem interagir com o estado
codificado sao I, X1,X5, X5, X1Xa, X1X3, XoX3. E facil verificar que todos os erros apresentados,
a menos da identidade, anticomutam com os geradores estabilizadores. Isso significa que o conjunto
{I, X, X2, X3} & um conjunto de erros corrigiveis para o codigo de inversdo de bit. As equagoes a

seguir mostram a relagao de comutatividade entre X, e os operadores geradores Z1Z5 e Z3Z3.
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X2

Figura 5.9: Diagrama de Venn para o padrao de sindrome dos erros para o codigo de inversao de bit.

0 -1 0 0 0 0 O
0 0 1.0 0 0 O
1 0 0 00 0 0 O
Xy Zols = 0O -1 0 O0O0 O 0 O 7
o 0 o0 00 O -1 20
o 0 o0 00 0 o0 1
0o 0 0 01 0 0
0o 0 0 0 0 -1 0
01 0 0 00 O
00 -1 0 00 O
-1 00 0 0 0 O0 O
DT Xy = 0 1.0 0 O OO0 O
o 00 O 0 01 O
o 00 0 0 00 -1
o 00 0 -1 00 O
0o 00 0 0 1 0

(Xg . ZQZQ) = —(ZQZB : X2)

Para a deteccao do erro é possivel formar o padrao de sindrome através das medidas utilizando
como observavel os geradores dos estabilizadores. Considere que um erro do tipo Xs ocorreu e que
0s observaveis utilizados sdo os operadores Z1Z5 e ZsZ3. Assim, o estabilizador sera modificado para
(—Z17Z4,—Z573). O diagrama de Venn para os possiveis casos de erros é apresentado na figura 5.9,
em que os simbolos H; fazem referencia aos operadores geradores do codigo, Hy = Z3Z3 e Hy = Z1Z5.

O processo de codificagao e decodificacao é bastante interessante quando abordado pelo formalismo
estabilizador, pois este formalismo possibilita compacta e de facil entendimento do mesmo. Assim, um
método de codificagao e decodificagao pode ser elaborado tendo em mente todos os pontos abordados.

Os circuitos de codificagao e decodificagao sao apresentados nas figuras 5.2 e 5.3. Pode ser visto na
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Tabela 5.4: Operadores geradores estabilizadores para o Codigo de Shor [9,1].

Referéncia Operador

g1 ZZIIIIIIT

go I1ZZIIIIIT

gs IIIZZI111

g4 II11ZZI11

gs IIIII1ZZ1

96 IIIIIIIZZ

g7 XXXXXXIII

gs IITXXXXXX
|¥) J1 =
0) T J1 =

Ch
0) J1 =

Figura 5.10: Circuito de codificagdo para o cédigo de Shor

figura 5.2 a utilizagdo de um bloco C. Esse bloco representa uma matriz que se diz controlada por
um ¢bit especifico. O valor deste gbit ir4d perminitir ou nao a interagao da matriz sobre o estado

quéantico. A sua expressao ¢ C1 = (X2X3)"!.

5.8.2 Codigo de Shor [9,1]

Para o cédigo de Shor, existem oito geradores para o conjunto de operadores estabilizadores. Na
tabela 5.4 é possivel visualiza-los. Por motivos 6ébvios de quantidades de geradores estabilizadores, a
confec¢ao do diagrama de Venn de todos os padroes de sindromes de erros possiveis se torna imprat-
icavel. Considere como exemplo de decodificacao a ocorréncia de um erro do tipo X; e outro erro
do tipo Yy, todos para um gbit. O erro de inversao de bit X; anticomuta com o primeiro gerador
e somente este, apresentando assim um padrdo de sindrome bem especifico; o erro de inversao de
bit e fase Y, anticomuta com o terceiro, sétimo e oitavo geradores, também formando um padrao de
sindrome bem especifico. Consequentemente é possivel estabelecer que qualquer erro de um ¢bit pode
ser corrigido pelo cédigo, ja que todos os operadores de Pauli com peso menor ou igual a dois ou estao
em S ou anticomutam com algum elemento de S.

Os circuitos de codificagao, podem ser elaborados a partir de métodos sistematicos ja utilizados
nos coédigos de inversao de bit. No circuito de codificacao de Shor, as caixas Ji, sao os circuitos de
codificagao para o cédigo de repeticao, e no circuito de decodificagao as caixas H; representam os

geradores estabilizadores para o cédigo em questao.
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Figura 5.11: Circuito de decodificacao para o c6digo de Shor

Tabela 5.5: Operadores geradores estabilizadores para o Cédigo de 5 gbits.
Referéncia Operador

g XZ7ZXI
9 IXZZX
g XIXZZ
9 ZXIXZ

5.8.3 O codigo de cinco gbits [5,1]

Um estudo mais cuidadoso sobre o limite quantico de Hamming pode suscitar alguns question-
amentos quanto & possibilidade de existir algum c6digo que consegue verificar o limite quéntico de
Hamming em sua igualdade. E desta forma, qual a quantidade de gbits minima que essa codificagao
pode ser realizada de modo que qualquer erro de um g¢bit possa ser detectado e corrigido?

Na Tabela 5.5 estao expostos os operadores geradores estabilizadores para o coédigo de cinco gbits
que apresenta a propriedade de conseguir detectar e corrigir qualquer erro que atue sobre um q¢bit do
estado de informagao.

Considere o esquema de codificacao apresentado pelo circuito exposto na figura 5.12, em que as
matrizes Cy e T, representam uma matriz controlada de preparacao do estado pré-codificado com

expressao C7 = (X4 X3X5X7)% e uma matriz de transformagao do estado pré-codificado para o estado

4 1
1 .
codificado com expressao 71 = — H? 3, respectivamente.
sl
Todo o processo de codificacao e decodificagao pode ser expresso através de um método sistemaético,

um algoritmo que, para o caso do cddigo de cinco gbits, é descrito a seguir:

Informagao [) = ag |0) + aq |1)
Acoplamento de 4 gbits [10) = [¢) ® |0000) = g |00000) + cv3 [10000)
Preparagao da Matriz Controlada C Cy = (X4 X3X2X4)%s
Aplicagdo da Matriz Controlada Cy [¢1) = C1 |¢o) = ap |00000) + a4 [11111)
) . i 1A 1 )
Preparacao da Matriz de Transformacao T} T 73 11:11 jzo H;
Aplicagao da Matriz de Transformagao T Y1) = |Ye)
Estado Codificado [ve)y = oo |0L) + a1 |1L)
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Figura 5.12: Circuito de codificagao para o codigo de 5 gbits

Na figura 5.13, estao referenciados todos os padroes de sindrome para todos os erros possiveis
que o codigo de cinco gbits é capaz de corrigir. Para se obter o padrao de sindrome que possibilita a
identificagao dos erros é necessario a medi¢ao em cascata utilizando os geradores. A seguir um método

sistematico de decodificagao.

Estado Recebido [Yr)Y = EYe)
Célculo da Sindrome Si = (Yr| H; |Yr)
Identificagdo do Erro (51525554) «— E
Corregao do Erro ET — ET|ygr) = [¢¢), pois ETE =1
Preparagdo da Matriz de Recuperacio P P = 1/8{|00000) (00000| + [11111) (11111}
Aplicagdo da Matriz de Recuperagdo P Ple) = |v1)
Acoplamento de 1 gbit [1) @ |0)
Preparacao da Matriz Controlada Co Co = (X;)*6TsPatar2
Aplicagao da Matriz Controlada Cs Cs |¢10)
Colapso do 5 primeiros gbits [) = ap |0) 4+ aq |1)

5.8.4 Os codigos CSS e o codigo de sete gbits

Tomando todos os codigos quanticos apresentados neste texto, o coédigo que pode expressar de
forma elegante a simplicidade de descricao do formalismo estabilizador, tornando a compreensao e
exposi¢ao dos elementos concernentes a ele clara, é a classe de codigos conhecida como cédigos CSS.

Por apresentar uma confec¢ao totalmente embasada pelos codigos classicos, a montagem dos o-
peradores geradores estabilizadores se torna relativamente facil. Considere C; e Cy codigos classicos
lineares com pardmetros [n, k1] e [n, k2], respectivamente. Esses codigos sao tais que Cy esta contido
em C e ainda Cj e C’; apresentam a caracteristica de corrigirem ambos ¢ erros. Para se conhecer
os operadores geradores estabilizadores é necessario tomar cada linha das matrizes de verificacao de
paridade dos codigos C; e C’;r e realizar a transformacao previamente descrita. Como exemplo da

abordagem via grupos estabilizadores para a classe de codigo CSS temos o codigo de Steane ou codigo
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Figura 5.13: Diagrama de Venn com os padroes de sindrome para o cédigo de 5 gbits

de sete gbits. Esse codigo foi formado pelo codigo de Hamming C(7,4,3) como o codigo C e o codigo
simplex, dual do cédigo de Hamming, com parametros C(7,3,4) como cddigo Cs. Para a identificacao
dos operadores, que sao elementos do grupo estabilizador, sao necessarias as matrizes de paridade de
C; e de Cy-. Ja foi mostrado que as matrizes procuradas sdo as mesmas, que nao estando da forma
padrao, esta expressa em 5.40 e os estabilizadores na Tabela 5.2. Nao foi colocado diagrama de Venn
para esse tipo de cédigo diante de possivel do elevado numero de conjuntos o que poderia resultar em

confusdo de entendimento.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES

O maior desafio para lidar com os cédigos quanticos é a dificuldade envolvida, desde conceitos
quanticos fundamentais até a notacao empregada. Mesmo aqueles que conhecem relativamente bem &
codificagao classica de canal, enfrentam dificuldades em compreender os principios e 0 mecanismo de
funcionamento dos cédigos quénticos. Particularmente, ao ler artigos publicados no assunto, hd um
sentimento pouco 6bvio de como os circuitos de codificagao e decodificagao operam.

Assim o objetivo desta dissertagdo foi tentar dar uma contribui¢do na abordagem da teoria de
detecgao e correcao quantica de erros, cujo escopo tedrico apresenta quase que em sua totalidade uma
abordagem mais proxima dos pesquisadores das ciéncias fisicas, uma visao propria de engenheiros seria
salutar diante das contribuigoes & esta area dos pesquisadores do segundo grupo. A predominéncia de
pesquisadores da area de ciéncias fisicas tras, como consequéncia, um ferramental mais familiarizado
a esta area, isso torna o entendimento da teoria basica algo dificil e relativamente confuso, ja que
no processo de formacao de dos engenheiros essas ferramentas nao sdo apresentadas com o mesmo
objetivo.

Uma forma bastante interessante de alcangar este objetivo foi usar-se de algo mais apropriado
aos engenheiros, como os processo relacionados & algoritmos, processos sistematicos de codificagao e

decodificacao classica e a interpretacao de diagramas de Venn introduzida por McEliece.

6.1 Contribuicoes

Apresenta-se aqui a codificagdo e decodificagdo quantica com uma visdo intuitiva e compreensivel
para os engenheiros que lidam com a codificagao classica. A idéia do decodificador é aclarada com base
no arranjo padréo, ndo abordada nesse trabalho contudo podendo ser vista em [31] [32], e no célculo de
sindromes, reinterpretando o uso de estabilizadores como modelos isométricos aos de equagoes cléssicas
de verificacao de paridade. O calculo das componentes da sindrome é resultado de uma medigao
quantica. A despeito de o exemplo apresentado ser ingénuo, os resultados podem ser extrapolados
para o caso geral. O objetivo, como mencionado, é tornar o mecanismo mais compreensivel, com

uma descricao em linguagem mais préoxima da teoria classica de cédigos, tentando nao se perder em



meandros da Fisica quintica.

6.2 Perspectivas de Investigacoes

e Para trabalhos futuros um possivel caminho seria abordar os diagramas de Venn para encontrar

um conjunto de operadores estabilizadores dado os padroes de sindrome.

e Possiveis aplicacoes da interpretacao dos diagramas de Venn a cédigos quanticos de treliga, entre

outros.

e Possiveis adaptagoes dos anti-codigos classicos, para maiores detalhes vide [49], para a teoria da
computagao e informagao quéntica, na tentativa de construgao de anti-codigos quanticos e sua

semelhanca com os codigos CSS.
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