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RESUMO 

A f i n a l i d a d e deste t r a b a l h o é uma aplicação do estima -

dor l i n e a r dos mínimos quadrados extensivo as variáveis aleatórias 

em Rn, no contexto de processamento de imagem. A idéia p r i n c i p a l 

é a p l i c a r esse f e r r a m e n t a l na predição da posição do b a r i c e n t r o de 

o b j e t o sobre uma região dado qúe f o i observado, com o auxílio de 

uma câmara, a p a r t e c e n t r a l desta região. A motivação p r i n c i p a l • 

f o i usar t a i s idéias no problema i n d u s t r i a l . 



RÉSUMÉ 

L ' o b j e c t i f de ce t r a v a i l e s t l ' a p p l i c a t i o n de 

l ' e s t i m a t e u r linéaire des moindres carres étendu aux vecteurs ' 

aléatoires dans Rn, dans l e domaine du t r a i t e m e n t d'images 

L'idée p r i n c i p a l e e s t d'appliquer c e t o u t i l à l a prédiction de. l a 

p o s i t i o n du barycentre d'un o b j e t placé sur un pl a n de t r a v a i l sa 

chant qu'une p a r t i e seulement de ce plan a été observée au moyen 1 

d'une caméra de télévision. La p r i n c i p a l e m o t i v a t i o n a été l a ré

s o l u t i o n de problèmes i n d u s t r i e l s . 



ABSTRACT 

The purpose of t h i s work is an a p p l i c a t i o n of the l e a s t 
squares e s t i m a t i o n f o r rondon vectores in e u c l i d i a n space R n , in 
the context of image processing. The p r i n c i p a l idea i s apply t h i s 
t o o l t o f i n d on a r e g i o n th* 3 center of mass of on o b j e c t w i t h the 
a i d of a TV camara, l o o k i n g a t the center of t h i s r e g i o n . The 
p r i n c i p a l m o t i v a t i o n i s the use o f these ideas i n i n d u s t r i a l problems 



Í N D I C E 

Pag. 

CAPÍTULO 1 - INTRODUÇÃO - 1 -

CAPÍTULO 2 - ESTIMAÇÃO LINEAR DE VARIÁVEIS ALEATÓRIAS.. -4-

2.1 - A Variável Aleatória Função de Y -6-

2.2 - Estimador dos Mínimos Quadrados.... - -8-

2.3 - Estimador Linear dos Mínimos Quadrados.... -9-

2.4 - Estimador Linear dos Mínimos Quadrados Extensivo as Va-

riãveis Aleatórias em R -12-

CAPÍTULO 3 - PROPOSIÇÃO DO EXPERIMENTO -18-

3.1 - Modelação do Experimento -19-

3.? - Forma].j-zação Matemática -30-

3.2.1 - Definição dos Vetores Aleatórios -30-

3.2.2 - O Estimador Linear dos Mínimos Quadrados -30-

3.3 - Pertubação no Canal de Transmissão -34-

CAPÍTULO 4 - RESULTADOS DA SIMULAÇÃO ' -44-

4.1 - 0 Vetor Observação -44-

4.2 - Estimação Considerando o Valor Médio -47-

4 . 3 - 0 Ruído "48-

CAPÍTULO 5 - CONCLUSÃO- -66-

REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS -6 3-

APÊNDICE A -70-

APÊNDIC^ B -72-



CAPÍTULO - 1 
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1 - INTRODUÇÃO 

tiste t r a b a l h o busca associar alguns fundamentos materna 

t i c o s , p a r t i c u l a r m e n t e na área de estatística usando o conceito 1 

de estimação, a aplicação'em um problema de engenharia, dando uma 

visão ao l e i t o r de como atacar um problema prático através da ma

temática, além de mostrar as p r i n c i p a i s d i f i c u l d a d e s do problema 1 

de estimação. 

Obviamente, cada problema encontrado era d i v e r s o s cara -

pos tem d i f e r e n t e s necessidades e podem ser tr a t a d a s d i s t i n t a m e n 

t e . I s t o permite, uma ampla liberdade na escolha dos ferramentais 

destinados â solução do problema. De f a t o , no nosso caso a ser es 

tudado propomos como solução o estimador l i n e a r dos mínimos qua -

2 

drados extensivo as variáveis aleatórias era R , embora se possa* 

contorná-lo de o u t r a maneira, como veremos mais a d i r n t e . 

Tal f e r r a m e n t a l matemático será destinado a estimação' 

da posição do b a r i c e n t r o de objetos planos parcialmente observa -

dos. I s t o é, dado que observado através de uma câmara uma região' 

que será designada como região a t i v a , aonde se encontra o b a r i c e n 

t r o desse o b j e t o sobre ura plano indicado como plano de ação, como 

mostra a Figura 1.1. 

Este é o nosso p r i n c i p a l i n t e r e s s e , i s t o é, t e n t a r de

d u z i r o b a r i c e n t r o de um o b j e t o sobre o plano através da observa

ção da câmara, usando o estimador l i n e a r dos mínimos quadrados ex 

t e n s i v o as variáveis aleatórias em R". 

Como mencionado anteriormente, existem outras maneiras 

de se determinar o b a r i c e n t r o , por exemplo, a câmara poderá var -

r e r o plano de ação até encontrar inteiramente o o b j e t o , conse

quentemente, i s t o poderia a c a r r e t a r em ura grande esforço computa

c i o n a l , além do tempo perdido na busca do o b j e t o . Naturalmente, é 
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plano de ação 

Fig.1.1 - REPRESENTAÇÃO DAS CONDIÇÕES DO EXPERIMENTO 

um t a n t o b r u t a l esta solução. Por o u t r o lado, a proposição de se 

usar um estimador como d e s c r i t o anteriormente possivelmente " a t i n 

girá" o b a r i c e n t r o de maneira mais rápida, usando menos recursos ' 

computacionais. 

Todo este t r a b a l h o será r e a l i z a d o por simulação era um 

computador- aonde teremos um modelo para o experimento de forma a 

obter um a l g o r i t m o simples de estimação da posição do b a r i c e n t r o . 

Atualmente, nas indústrias começam a s u r g i r , os mecanis 

mos capazes de i m i t a r os movimentos humanos, conhecidos como autô

matos. A rápida emersão desses mecanismos ê como consequência do 

grande desenvolvimento na indústria de computadores, microcomputa

dores e microprocessadores. É neste campo da robótica destinados a 

f i n s i n d u s t r i a i s que está a p r i n c i p a l motivação desse t r a b a l h o , i s 

t o é, usamos um autômato na realização de uma t a r e f a que se l i m i t a 

a pegar peças ou objetos sobre uma e s t e i r a , e dent r o deste contex

t o introduzimos a idéia da estimação da posição do b a r i c e n t r o de 
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objetos plano parcialmente observados. 

Os capítulos que seguem são uma sequência de todo mate 

r i a l necessário ao problema, e serão apresentados numa sequência' 

até a t i n g i r o t e r r a m e n t a l básico usado na estimação de variáveis' 

aleatórias. 

No capítulo I I I , nós colocamos o problema i n d u s t r i a l 1 

considerando um caso g e r a l , descrevendo todo o processo ate i n t r o 

d u z i r a idéia da estimação do b a r i c e n t r o . Em seguida impomos algu 

mas restrições ao problema, p r i n c i p a l m e n t e devido as limitações ' 

computacionais. Introduzimos o conceito de variáveis aleatórias ' 

associadas ao problema, e uma distribuição de p r o b a b i l i d a d e sobre 

o conjunto de posições, p o s s i b i l i t a n d o a aplicação do estimador 1 

l i n e a r dos mínimos quadrados. 

Discutiremos o problema re.t acionado cora a escolha do 

v e t o r observação l o c a l i z a n d o as p r i n c i p a i s d i f i c u l d a d e s quanto a 

esta escolha. 

Levaremos em consideração o v a l o r médio das grandezas 1 

envolvidas no problema, como sendo uma informação a mais na e s t i 

mação do b a r i c e n t r o . 

No parágrafo seguinte, consociamos o problema de e s t i 

mação com o ruído, i s t o é, admitimos que os s i n a i s de vídeo são 

tr a n s m i t i d o s por um canal com ruído a d i t i v o supondo conhecida ' 

suas propriedades estatísticas. 

No capítulo IV, serão mostrados os re s u l t a d o s de e s t i 

mação, para f i g u r a s d i f e r e n t e s evidenciando os re s u l t a d o s com f i 

guras de dupla l i m e t r i a e f i g u r a s não simétricas.' 

E finalmente no capítulo V, apresentamos a conclusão 1 

do t r a b a l h o . 

Os apêndices servem como complemento para o e s c l a r e c i 

mento de alguns r e s u l t a d o s ODtidos nos capítulos a n t e r i o r e s . 



CAPÍTULO - 2 

ESTIMAÇÃO LINEAR DE VARIÁVEIS ALEATÓRIAS 
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2 - ESTIMAÇÃO LINEAR DE VARIÁVEIS ALEATÕRIAS 

Há algum tempo devido ao grande desenvolvimento tecnoló 

gico dos c i r c u i t o s d i g i t a i s , e a grande v e r s a t i l i d a d e dos sistemas 

d i g i t a i s , vem-se dando ênfase ao estudo da matemática estatística* 

quanto a aplicação em problemas de engenharia. Nos mais d i v e r s i f i 

cados problemas encontrado em diversas áreas de i n t e r e s s e , notamos 

em p a r t i c u l a r que as pesquisas se voltam ao estudo de decisão e 

inferência estatística e estimação, como exemplo de aplicação des

t e f e r r a m e n t a l , e de grande importância prática, temos a u t i l i z a -

ção de autômatos, prin c i p a l m e n t e na i n d u s t r i a . Evidentemente e x i s 

te diversos problemas associados a criação de um autômato, que 

podem ser abordados através de um procedimento estatístico, t a i s 

como o estudo da mobilidade ou estudos de aparelhos s e n s i t i v o s da 

máquina, aonde se encaixam pesquisas sobre a visão do autômato que 

por sua vez está diretamente l i g a d o a análise de cenas e reconheci 

mento de padrões, e t c . Dentro de cada uma destas áreas de estudo 1 

e x i s t e uma vasta gama de variação do f e r r a m e n t a l matemático que po 

de ser usado em um determinado problema, vejamos, por exemplo, as 

aplicações relacionadas ao reconhecimento de formas, donde o f e r r a 

mental básico envolvido do ponto de v i s t a estatístico t r a t a - s e da 

t e o r i a da decisão e inferência estatística, logo é possível a abor 

dagem deste determinado problema por diversas técnicas de decisão. 

Ê importante notar que não e x i s t e apenas uma única maneira de se 1 

t r a t a r um dado problema, sendo, p o r t a n t o , necessário apresenta.' • 

que reara ou critério estão sendo propostos para r e s o l v e r o proble 

ma em questão. Em todos os casos, a escolha de uma regra ou crité

r i o para solucionar um problema, naturalmente deve t e r uma razão , 

que sempre, nestes casos, estão voltados ao ponto de v i s t a de o t i 

mização, e por o u t r o lado a f a c i l i d a d e de se obt e r um a l g o r i t m o 1 



-5-

siraples e e f i c i e n t e . 

P articularmente no nosso estudo, estimação da posição 1 

do b a r i c e n t r o de o b j e t o s planos parcialmente observados; o f e r r a -

mental que será usado é r e l a t i v o ao estimador l i n e a r dos mínimos 1 

2 

quadrados extensivo as variáveis aleatórias em R . Evidentemente' 

e x i s t e razões pelas quais o estimador l i n e a r dos mínimos quadrados 

f o i usado neste t i p o de aplicação. I n i c i a l m e n t e a classe dos e s t i 

madores l i n e a r e s não envolve o conhecimento completo da l e i conjun 

ta de X e Y, mas apenas os momentos de p r i m e i r a e segunda ordem , 

e daí a construção de um a l g o r i t m o de estimação baseado simplesmen 

t e sobre a classe dos l i n e a r e s tornam-se simples e fáceis de serem 

aplicados. 

Por o u t r o lado, nõs estamos interessados no melhor pre-

d i t o r ou estimador possível. Quando falamos em melhor possível es

tamos d i a n t e do problema fundamental da predição ou estimação, i s 

t o e, como podemos determinar uma possível forma f u n c i o n a l para um 

p r e d i t o r , t a l que nos dê o melhor p r e d i t o r da variável de i n t e r e s 

se? Para resolvermos t a l problema é necessário d e f i n i r o que signo, 

f i c a o melhor p r e d i t o r possível. De f a t o , na solução deste p r o b l e 

ma é p r e c i s o i g n o r a r as implicações filosóficas de "o melhor poss_í 

v e l " e daí e s p 3 c i f i c a r o p r e d i t o r ou estimador que tenha certas 1 

propriedades, t a n t o com relação a sua importância por razões i n t u i , 

t i v a s , ou quanto a sua comprovada u t i l i d a d e dentro de diversas 1 

aplicações. 

Eni v i r t u d e desses f a t o s , nõs usamos como medida de "o 

melhor possível" a media quadrática da diferença e n t r e a variável' 

aleatória X e o seu estimador X, pois o melhor estimador neste 

caso será aquele que minimize esta diferença. Logo, as razões pe -

l a s quais nós escolhemos o critério dos mínimos quadrados deve-se' 

ao f a t o de ser um critério já bem estudado em várias situações, ve 
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ja por exemplo, O p t i m i z a t i o n by Vector Space Methods de David G . 

Lucnberger.e além disso os e r r o s grande de estimação são severamen 

t e penalizados, e os pequenos erros.de estimação serão i n s i g n i f i -

cantes. 

Desde que o t r a b a l h o aqui a ser apresentado, t r a t a - s e 1 

da aplicação do estimador l i n e a r dos mínimos quadrados extensivo 1 

as variáveis aleatórias em Rn a um problema i n d u s t r i a l na área 

da robótica, apresentaremos a seguir todo o desenvolvimento teóri

co ao estudo desse estimador. 

2.1. - A Variável Aleatória Função de Y 

Sendo o nosso problema de predição, ou s e j a , um caso 1 

p a r t i c u l a r de estimação de variáveis aleatórias, é importante i n -

t r o d u z i r algumas propriedades e conceitos matemáticos, t a i s como , 

a caracterização de uma variável aleatória função de Y, p o i s , do 

problema r e l a t i v o a estimação, temos que do r e s u l t a d o de um e x p e r i 

mento que associa um v a l o r x a variáve*L aleatória X e um v a l o r 

y a variável aleatória Y. E n t r e t a n t o , apenas cs v a l o r e s de Y 

são possíveis de ser observados, e na re a l i d a d e o que nos i n t e r e s 

sa são os valores de X, então é necessário que passamos a caracte 

r i z a r um conjunto de variáveis aleatórias apenas função de Y, e 

dal escolher os estimadores de X dentro desse conjunto. 

O problema de estimação é colocado matematicamente da 

seguinte forma: 

Sejam Q e S conjuntos quaisquer, e X: £HS e 1 

Y: , duas aplicações conhecidas. Se a realização do experimento 

f o r IÚZQ e o v a l o r observado de Y f o r Y (u) = y, então, o que 

podemos d i z e r com relação a X ( u ) , ou s e j a , nós estamos i n t e r e s s a 

dos em procurar a melhor avaliação possível de X(LÚ) a p a r t i r da 

http://erros.de
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observação Y(co), segundo um critério a ser d e f i n i d o . Desse r e s u l 

tado da avaliação é associado um v a l o r x que será v i s t o como o 

v a l o r assumido pela variável aleatória X função de Y, designado 

como estimador de X dado que a observação f o i Y. 

y 

Denotaremos U como sendo o conjunto de todas as va -

riáveis aleatórias que são funções de Y, e daí finalmente carac

terizaremos as variáveis aleatórias funções de Y para o caso par 

y 

t i c u l a r d e U f i n i t o . 

As variáveis aleatórias funções de Y deve s a t i s f a z e r 1 

a pelo menos uma das seguintes propriedades, pois elas são equiva

le n t e s : 

i ) ü E U Y 

i i ) U = g(Y) com p r o b a b i l i d a d e um, aonde g é uma f u n 

ção mensurável. 

i i i ) U = I u 1 A com p r o b a b i l i d a d e um aonde: 
y y 

1 Ay_: Q {0,1} 

1 A (Ü>) = 

y 

1 se CU e A 

0 se nao 

e u, é uma aplicação mensurável de S em S. 

A s propriedades dos i t e n s " i " e " i i " são bem e v i d e n t e s , 

no entanto o item " i i i " é um t a n t o obscuro, sendo fácil de ser en

tendido pelo diagrama abaixo: 
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do diagrama nos observamos què: 

se u e Ay^ 

U(co) = 1 se co £ Ay 

se co e Ay 

ou s e j a , U(CÜ) = uy(co), que em uma representação mais compacta t e 

mos: 

U(co) = uy 1 
Ay (co) 

2.2. - Estimador dos Mínimos Quadrados 

Neste parágrafo faremos um breve estudo sobre o estima 

dor dos mínimos quadrados. 

Considerando X e Y variáveis aleatórias r e a i s e de 

segunda ordem. Damos a seguinte definição para o estimador. 

Definição: X-̂  é o estimador dos mínimo^ quadrados de X dado Y 

se r e somente se, é o estimador de Bayes de' X dado Y r e l a 

t i v o a função custo: 

C 

( u ^ v ) C 1(u,v) = (u-v) . 

Desde que X^ é o estimador de Bayes r e l a t i v o a fun -

ção custo C, , então deve s a t i s f a z e r as seguintes condições: 

i ) X e U Y 

i i ) EC,(X,X) < EC.(X,U) tf U e U Y 

Como U representa o conjunto de toda6 as variáveis' 
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aleatórias funções de Y, então a condição ( i ) é s a t i s f e i t a desde' 

que pela própria colocação do problema de estimação, apenas a va -

riável aleatória Y é observada, ou s e j a , dedui-se X a p a r t i r ' 

de Y. Por o u t r o lado a condição em ( i i ) nos garante que X^ é a 

variável aleatória que leva ao menor custo envolvido na estimação, 

daí o nome de mínimo quadrado. 

Um f a t o altamente importante, é que X, e o estimador' 

dos mínimos quadrados de X e não "um dos estimadores dos mínimos 

quadrados". 

A razão da unicidade vem do f a t o que X̂  s a t i s f a z a 

condição: 

EXU = EXXU Y U e UY 

que é uma condição equivalente da propriedade ii do estimador de 

Bayes quando a função custe f o r • 

A seguir estudaremos uma classe p a r t i c u l a r de estimado

res dos mínimos quadrados que designamos como a classe dos "estima 

dores l i n e a r e s " . Esta classe de estimadores tem uma vantagem, sob 

ò ponto de v i s t a prático, não envolve o conhecimento completo da 

l e i conjunta de X e Y mas, somente os momentos de p r i m e i r a e se

gunda ordem como veremos maj s a d i a n t e . 

2.3. - Estimador Linear dos Mínimos Quadrados 

Agora não precisamos mais supor que X e Y assumem um 

número f i n i t o de val o r e s r e a i s (X(ft) e ¥(Í2) f i n i t o s ) / basta ape -

nas fazer as hipóteses que X e Y são variáveis r e a i s de segunda' 

2 2 

ordem, ou s e j a , os momentos EX e EY sao f i n i t o s . Naturalmente' 

pela desigualdade de Schuwarz, podemos g a r a n t i r a existência do va 

l o r esperado do produto XY, ou s e j a , a correlação en t r e duas va -
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r i a v e i S / ; :sto e: 

EXY < .EX2 EY 2 

Seja H y um subconjunto p a r t i c u l a r de U y que possui' 

todas as variáveis aleatórias dependendo de Y linearmente, i s t o ' 

i , numa notação mais compacta temos: 

H Y = L(Y) = {a Y; a e R) 

Definição: X ê o estimador l i n e a r dos mínimos quadrados de X da 

do que a observação é Y se, e somente, X é a solução do seguin

te problema: 

• 

i ) X e H y 

i i ) E(X-X) 2 < E(X-U) 2 V U e H Y 

Notemos que este estimador também ê único, pois o sub -

conjunto L(Y) está c o n t i d o em U y. 

Logicamente, da definição de X e das propriedades an

teriormente c i t a d a s , podemos enunciar o u t r a definição para o e s t i 

mador, ou s e j a : 

(Definição Equivalente de X) : X ê o estimador l i n e a r dos mínimos 

quadrados de X dado Y <?P. , e somente se, X ê a solução do se -

guinte problema: 

i ) r. G H y 

ÜJ EXU = EXü V u e H Y. 

Com essa nova definição conseguimos mostrar f a c i l m e n t e 1 

a unicidade do estimador, pois se considerarmos que existem duas 
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soluções possíveis e e H y, chegaremos ao inevitável r e s u l t a 

do que : 
2 2 

EU-Z^ = E(X-Z 2) 

E ( Z 2 ~ Z 1 ) 2 = °* 

Donde garantimos que = % 2

 c o m Probabilidade 1. 

Daremos agora uma rápida explanação do ponto de v i s t a 1 

geométrico, pois o mesmo ajuda na interpretação do estimador. 
2 

Consideremos H = L(X,Y) = {aX+3Y; (a,B)e.R }, com esta 

definição de H o mesmo representará um espaço v e t o r i a l , e p o r t a n t o , 

uma variável aleatória, UsH será v i s t a como um v e t o r de H, Sendo 

H um espaço v e t o r i a l , daremos algumas definições r e l a t i v a s a este* 

espaço, por exemplo, como a medida de distância, dando um s e n t i d o ' 

geométrico aos momentos de segunda ordem, a correlação e a c o v a r i -

ância entre variáveis aleatórias. 

Definimos: 

a) O produto e s c a l a r : U,VsH; <U,V> = EUV 
i i i i2 2 

b) A norma de um v e t o r : UeH; | jU | | = <U,U> = EU 

c) A distância e n t r e v e t o r e s : | |U - v| | 

como podemos perceber o produto e s c a l a r , representa a correlação ' 

en t r e as duas variáveis U e V; no item b, vemos que a norma de um 

ve t o r nos dá como res u l t a d o o desvio padrão de uma variável aleatõ 

r i a se EX e EY f o r zero, e f i n a l m e n t e o item c, que dá uma medida' 

de distância entre as variáveis aleatórias U e V. 

Nota-se que neste contexto o estimador X elemento de H^, 
tf y 

aparece como sendo o v e t o r mais proximo de X d e n t i c da classe H , 
pois da p r i m e i r a definição temos : 

I \2 < I l X ~ U l I2 U E HY 

ou s e j a : E(X-X)U = 0 U e H Y. 

I s t o nos i n d i c a que X-X é um vetor perpendicular ao 



-12-

espaço H y, pela própria definição ae produto i n t e r n o . 

Com este novo tratamento, podemos encontrar uma d e f i n i 

ção explícita de X. 

tDefinição Equivalente de X): X i o estimador l i n e a r dos mínimos 

quadrados üe X dado Y se, e somente se. 

K X Y > 
X = '- p— Y com p r o b a b i l i d a d e um. 

I I Y I I 

Através desta definição e dos comentários a n t e r i o r e s , nõs podemos' 

dá uma interpretação geométrica, mostrada" na Figura 2.3.1, desse • 

estimador. Observando a f i g u r a notamos então que para algum v p t o r 

X em H, e x i s t e um ünico v e t o r X em H Y, t a l que X-X J_ H y, ou 

se j a , X é o estimador l i n e a r que minimiza a distância e n t r e X e 

Y. 

Fig.2.3.1. - REPRESENTAÇÃO GEOMÉTRICA DO FSTIMADOR 

LINFAR DOS MÍNIMOS QUADRADOS. 

2.4 - Estimador Linear dos Mínimos Quadrados Extensivo as Variáveis 

Aleatórias em Rn 

Agora neste ponto daremos p a r t i c u l a r ênfase a este pará 

g r a f o , pois será constituído do m a t e r i a l oãsico usado no a l g o r i t m o 

de estimação da posição do b a r i c e n t r o de objetos planos parcialraen 

te observados. 
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Expressao Geral do Estimador: 

Em g e r a l , do ponto de v i s t a prático, quando ê r e a l i z a d o 

um experimento, a observação pode se apresentar como r e s u l t a d o de 

diversas medidas. Além d i s s o , em muitas aplicações, como no nosso' 

caso, estamos interessados em mais de uma grandeza a ser estimada. 

Daí, e x i s t e a necessidade de se estender o conceito da estimação ' 

l i n e a r dos mínimos quadrados ao caso das variáveis aleatórias em 

Rn, ou s e j a , o que se pode d i z e r ou p r e d i z e r a r e s p e i t o de uma va 

riável aleatória X em Rn dado que observamos Y em K • 

Como no capítulo a n t e r i o r , basta apenas supor que os mo 

mentos de segunda ordem sejam f i n i t o s (E | X j <«> e E|Y| < °°,aon-

de|X| =X'X e |Y| =Y'Y, em que o índice "'" representa o ve

t o r transposto) para g a r a n t i r a existência do estimador. 

O estimador l i n e a r dos mínimos quadrados do v e t o r X 

dado que observamos um v e t o r Y, apresenta-se como uma variável 1 

aleatória da forma. 

X = 

x. 

*2 

n 

aonde paia cada i = 1 , . . . , n 

x; é o estimador l i n e a r dos mínimos quadrados de X dado o v e t o r ' 

observação Y. Desta-forma 2 torna-se um elemento de ( H y ) n , aon 

de: 

( K y ) n = H Y x x H* = ÍGY: G E R 

n vezes 

rY _ n x m } 
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é H — L(Y, / Y , ... , Y ) = {aY:. a e R } 1 2 m 

Agora daremos uma definição do estimador l i n e a r dos 1 

m.q. extensivo as v.a. em Rn, baseado em algumas propriedades de 

y n 

um dado v e t o r do cojunto (H ) . 

Definição: X é o estimador l i n e a r dos mínimos quadrados de um ve

t o r X dado o v e t o r observação Y se, e somente se, X é s o l u -

ção de um dos seguintes problemas. 

i) E |X-X| < EJX-U| ̂  U e ( H Y ) n 

ü ) EX'U = EX'U V u e ( H Y ) N 

i i i ) EXU' = EXU' V U e ( H Y ) n 

O s problemas e m i , i i e i i i são todos equivalentes (veja 

(2) mas a condição em i ê a que nos dá uma melhor visão do pon

t o de v i s t a de mínimo quadrado. 

Naturalmente, quando usamos o estimador l i n e a r dos m i n i 

mos quadrados, é necessário colocá-lo de forma mais compacta, ou 1 

s e j a , estabelecer uma expressão explícifa para o estimador, permi

t i n d o que seja possível a construção do algoritmo.- De f a t o uma ex

pressão e x p l i c i t a do estimador, i s t o ê, colocar X em função de 

Y, nada mais é do que encontrar uma m a t r i z G e R n X m, t a l que 1 

^ = GY, satisfazendo as condições encontradas na definição a n t e r i 

or . 

CDefinição Equivalente de X): X é o estimador l i n e a r dos mínimos 

quadrados de X dado Y se, e somente se: 

X = EXY 1(EYY 1) _ 1Y com p r o b a b i l i d a d e um se 1 

(EYY) * f o r não s i n g u l a r . 

Como re s u l t a d o acima é de extrema importância para nós 

então apresentaremos a v a l i d a d e dessa definição e q u i v a l e n t e no 1 
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no Apêndice A. 

Se EYY1 f o r s i n g u l a r i s t o s i g n i f i c a d i z e r que H Y é 

de dimensão menor que m, em outras palavras podemos d i z e r que pe

l o menos uma l i n h a ou coluna da m a t r i z de correlação de Y são l i 

nearmente dependentes. Ainda que X seja único, a expressão ex -

plícita de X função de Y não será única, pois neste caso subs

t i t u i - s e (EYY1) ^ por uma m a t r i z pseudo-inversa de EYY'. 

Nós falamos anteriormente da unicidade do estimador, en 

t r e t a n t o , não fizemos nenhum comentário com relação a este f a t o 

Do ponto de v i s t a de estimação, a unicidade é uma propriedade ex -

tremamente f o r t e , p o i s , i s t o garante que dentro da classe destes' 

estimadores, e x i s t e apenas um capaz de minimizar o e r r o médio qua

drado, ou s e j a , para cada observação teremos a certeza de estarmos 

trabalhando com uma condição ótima, caso contrário, teríamos de 

averiguar dentro de um subconjunto desta classe, aquele ou aqueles 

que fornesce a melhor estimação para cada caso p a r t i c u l a r de obser 

vação. I s t o do ponto de v i s t a computacional s e r i a extremamente i n 

viável, devido ao esforço c o m p u t a c i o n a l * s o l i c i t a d o a máquina. 

Dada a importância da existência de um único estimador, 

no apêndice A apresentaremos a prova da unicidade. 

- No tocante ao estimador l i n e a r dos mínimos quadrados 1 

extensivo as variáveis aleatórias em Rn, e x i s t e uma série de pro

priedades, bem d e f i n i d a s , que vem f a c i l i t a r o seu usó em d i v e r s a s ' 

aplicações que por sua vez o t o r n a mais acessível quanto a sua aná 

l i s e dentro do problema estudaao. 

No próximo parágrafo, nos deteremos ao estudo, de a l g u 

mas das p r i n c i p a i s propriedades, nas quais algumas delas serão usa 

das no problema de estimação da posição do b a r i c e n t r o . 

- Se EY^Y^ = O então o estimador l i n e a r dos míni_ 

mos quadrados de X dado x, e Y (vetores aleatórios) v e r i f i c a : 
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Ê(X/Y 1Y 2) - Ê(X/Y ) + Ê(X/Y ) aonde O repre 

senta a m a t r i z nula e Ê{X/Y^Y^) o estimador l i n e a r . 

Suponha que realizamos um dado experimento e fa 

zemos a observação Y =. ( Y ^ .Y^ ,Y^, . .. ,Y^ .Y^, Y^ Y ^ ) e 

u t i l i z a m o s o estimador l i n e a r dos m.q. para p r e d i z e r sobre uma 

grandeza X, ou seja : 

X = EXY 1 (EYY ' )~^~ Y com p r o b a b i l i d a d e um. 

Note-se então, que se a observação s a t i s f a z a 

P^, nos poderíamos t r a t a r o problema independentemente, sem cons-

s i d e r a r toda a observação, d i v i d i n d o a observação em dois vetores 

d i s t i n t o s . 

P~ - Se. £ é não s i n g u l a r então: 

Ê(X/Y,Y) = X + E X Y £~ (Y-Y) com p r o b a b i l i d a d e 

um. 

Aonde X representa a média da variável aleató 

r i a a ser estimada E X V a m a t r i z de covariância cruzada e S T 

a m a t r i z de a u t o c o v a r i a n c i a . 

Do ponto de v i s t a de aplicação, a estimação da

do que a média é também levada em consideração, apresentará COÍUO 1 

r e s u l t a d o um melhor estimador, desde que EX / 0 e EY / 0, pois 1 

nestes casos a média é uma informação a mais. E n t r e t a n t o , em al -

guns casos o uso de P^ ® j u s t i f i c a d o s , pois Ê(X/YY) pode 

ser bastante próximo a Ê(X/Y) s i g n i f i c a n d o um maior esforço com 

p u t a c i o n a l . 

Finalmente, nós apresentaremos uma última pro -

piiedade aonde é possível estabelecer uma maneira mais fácil de 

computar o e r r o de estimação. 

P_ - Se £ é não s i n g u l a r então a covariân-
3 Y 

c i a do e r r o de estimação ê dada por: 



x x xy y xy 

Este r e s u l t a d o é extremamente útil, desde que permite'' 

o c a l c u l o do e r r o médio quadrado, dado pelo traço de E~' apenas 

através do conhecimento das matrizes de correlação e a u t o c o r r e l a -

ção envolvidas no problema. 

Observe que o c a l c u l o do e r r o pode..ser f e i t o por o u t r o ' 

caminho, i s t o é, para cada u e Q fazemos a observação Y(OJ) , com 

essa observação determinamos o v a l o r X(OJ), se X(ÜJ) f o r conheci-
2 

do, então podemos f a c i l m e n t e determinar ( X - % ) para toda posição 

p a r t i c u l a r co se f i n i t o . Logo desta forma, poderemos det e r m i 

nar E ( X - X ) . No entanto, poderá acontecer que a cad=» posição p a r t i , 

c u l a r de u e a variável aleatória X(w) assuma um único v a l o r 

mas a observação Y (OJ) poderá assumir alguns valores d i s t i n t o s , 

que por sua vez, do ponto de v i s t a computacional o c a l c u l o do e r r o 

através de E~ é muito mais coerente, que o cálculo do e r r o para 

cada posição p a r t i c u l a r com estes vetores observação, ou s e j a , o 

cálculo dado pelo traço E~ resultará num menor esforço computa

c i o n a l . 



CAPÍTULO - 3 

PROPOSIÇÃO DO EXPERIMENTO 
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3 - PROPOSIÇÃO DO EXPERIMENTO 

Será abordado neste capítulo, a aplicação do ferramen-

t a l matemática em um problema específico destinado a aplicações 1 

i n d u s t r i a i s . 

Toda nossa idéia de estimação da posição do b a r i c e n t r o 

de objetos planos parcialmente observado ê motivado pelo a t u a l de 

senvolvimento na indústria de autômatos destinados a r e a l i z a r cer 

tas t a r e f a s . 

O p r i m e i r o parágrafo deste capítulo se r e s t r i n g e a i n 

t r o d u z i r o problema p r i n c i p a l começando pela utilização do autôma 

t o na realização da t a r e f a de r e t i r a r peças de uma e s t e i r a . 

Usaremos para o medeio de autômato uma mão mecânica , 

acoplado por uma unidade de c o n t r o l e a um sensor óptico, uma cama 

r a de televisão que f o c a l i z a a região c e n t r a l da e s t e i r a , i s t o e, 

do plano de ação que d i v i d e a e s t e i r a em regiões idênticas. A 

preocupação a princípio será a localização da peça sobre o plano' 

pela observação da região c e n t r a l , e camo solução para este pro -

blema, é proposto a localização do b a r i c e n t r o da peça, ou o b j e t o 1 

sobre a e s t e i r a . A p a r t i r deste ponto, todo nosso t r a b a l h o é con

centrado em como determinar a posição do b a r i c e n t r o sobre o plano 

de ação, de qualquer o b j e t o sem mais a preocupação do procedimen

t o de como realizará a t a r e f a . 

A seguir introduzimos o problema do ponto de v i s t a ge

r a l tratando de ce r t a s d i f i c u l d a d e s práticas associador com a mo

delação do experimento. 

Finalmente, aprpsentamos o modelo adaptado, para a 1 

aplicação dos resultados teóricos obtidos no capítulo a n t e r i o r 

A p a r t i r do parágrafo 3.1, formalizaremos matemática -

mente o problema d e f i n i n d o as variáveis aleatórias, no s e n t i d o de 
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p o s s i b i l i t a r a aplicação da definição do estimador l i n e a r dos mí

nimos quadrados, t a n t o sem l e v a r em consideração o v a l o r médio 1 

das variáveis, quanto a consideração do v a l o r médio destas vari a - " 

v e i s aleatórias que d e f i n e o v e t o r observação, como fonte de i n -

formação para. predição do b a r i c e n t r o . 

No último parágrafo, apresentaremos o problema de est_i 

mação, na qual consideramos que os s i n a i s de vídeo são t r a n s m i t i 

dos por um canal r u i d o s o , aonde o modelo para ruído é gaussiano e 

branco. 

Neste parágrafo, trataremos apenas da estimação c o n s i 

derando o v a l o r médio das variáveis associados ao problema, e men 

cionamos alguns comentários a r e s p e i t o da escolha das grandezas ' 

observadas. 

3.1. - Modelação do Experimento 

Para a estimação, é n a t u r a l que haja uma observação, é 

necessário que antes de i n f e r i r ou p r e d i z e r sobre alguma coisa 1 

precisamos de alguma informação a u x i l i a r . Evidentemente, a i n f o r 

mação desejada dependerá do t i p o de problema estudado, e além d i s 

so, o mecanismo pelo qual colhemos estas infromações, também esta 

rã intimamente l i g a d o ao problema, i s t o é, qual mecanismo que se

rá usado para colher as informações, por o u t r o lado, quais as i n 

formações. Vejamos alguns exemplos, colocando estas idéias. O 

próprio homem em s i , é capaz d? usar a intuição tentando p r e d i z e r 

sobre algum evento, t a l como, se v a i chover ou se não v a i chover. 

0 senso i n t u i t i v o com algum critério de estimação na inferência 1 

do evento será baseada a princípio sobre as observações ligadas 1 

ao verdadeiro estado da natureza. Naturalmente as observações,aon 

de estão contidas as informações desejadas deve t e r alguma c o r r e -
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lação com o que se quer p r e d i z e r , sendo assim, o homem usando do 

seu bom senso, usara como mecanismo de observação o seu sensor óg 

t i c o , ou s e j a , a visão na observação das nuvens, tendo como i n f o r 

mação p r i n c i p a l a sua cor e dimensão. Outra maneira de se c o l h e r 1 

as informações s e r i a através dos sensores de temperatura, em que 

por meio da temperatura ambiente, se está quente ou f r i o , poder -

se-ia i n f e r i r sobre a possível ocorrência do evento. Os mecanis -

mos usados podem ser os mais d i v e r s i f i c a d o s possíveis, sendo r a -

zoáveis aqueles que nos dêm a ruaior quantidade de informação na 

extração de grandezas p e r t i n e n t e s , que neste caso, s e r i a a u t i l i 

zação dos sensores ópticos, pois haveria uma maior correlação en

t r e o evento e a grandeza observada. Vejamos em o u t r o t i p o de pro 

blema, associado a uma aplicação i n d u s t r i a l . Em uma indústria no 

setor de estocagem ou embalagem, tem-se uma e s t e i r a que conduz pe 

ças idênticas a este s e t o r . Um operário é destinado a executar a 

t a r e f a de embalar ou estocar as peças, i s t o é, o operário r e t i r a 1 

as peças da e s t e i r a , coloca-os na embalagem, ou simplesmente con

duz as peças ao estoque. Tal t a r e f a podará ser r e a l i z a d a por um 

mecanismo, ou s e j a , através de um autômato. Naturalmente, e x i s t e ' 

diversas razões quanto ao emprego desse mecanismo, e n t r e estas ra 

zões podemos c i t a r p a r t i c u l a r m e n t e a eficiência e consistência no 

tr a b a l h o . Por o u t r o lado, a máquina não terá problemas de f a d i g a , 

nem tão pouco a perda de i n t e r e s s e pelo t r a b a l h o . Ele poderá t r a 

balhar v i n t e e quatro horas por d i a se necessário, tendo-se o 

cuidado de reservar algumas semanas por ano, tendo em v i s t a a ma

nutenção do mecanismo. 

De f a t o , o problema prcposto, envolve áreas de estudos 

independentes, t a i s como, o problema do c o n t r o l e do autômato, as 

partes mecânicas, as partes elétricas, e t c . Aqui neste t r a b a l h o , 

nós imaginamos que a t a r e f a de r e t i r a r as peças da e s t e i r a é r e a -



l i z a d a por uma mao mecânica e o nosso problema se r e s t r i n g e a se

guinte questão: Como f a z e r a mão pegar a peça sobre a e s t e i r a ? Na 

turalmente, se é possível p r e d i z e r a posição do o b j e t o sobre a es 

t e i r a através da observação da câmara, então a t a r e f a de pegar o 

o b j e t o torna-se mais fácil. 

Evidentemente neste ponto, f i c a c l a r o o t i p o de p r o b l e 

ma que queremos abordar, tendo como, ferram e n t a l p r i n c i p a l o em -

prego de um estimador, que no caso será o estimador l i n e a r dos mí_ 

nimos quadrados extensivo as variáveis aleatórias em Rn. Com a 

utilização da câmara para a observação, resta-nos agora modelar o 

problema e colher as informações necessárias da observação e daí 

pr e d i z e r ou i n f e r i r sobre a posição do o b j e t o na e s t e i r a . 

Descrição do Experimento: 

Voltando ao problema em questão, consideramos que so r 

bre uma e s t e i r a em movimento, com uma velocidade constante, peça 

idênticas sejam colocadas de forma aleatória. A e s t e i r a é d i v i d i 

da em semiplanos, designados "planos de ação", e através de um de 

.terminado mecanismo a câmara passa a observar uma região c e n t r a l , 

denominada região a t i v a de cada semiplano conforme mostra a F i g . 

3.1. 

F i g . 3.1. - REPRESENTAÇÃO DO EXPERIMENTO A UMA APLI
CAÇÃO INDUSTRIAL, 
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F e i t a a observação uma instrução,- através da unidade 1 

de c o n t r o l e é enviada a mão mecânica para agarrar a peça, supondo 1 

executada a t a r e f a , a câmara é desligada voltando a observar so -

bre a região a t i v a , somente no próximo plano de ação, e assim su -

cessivamente. 

O que i n t e r e s s a é a questão de como enviar a mão mecâ

ni c a uma indicação da posição do o b j e t o , apenas observando uma par 

te do o b j e t o , como mostra a Fig.3.1. Entre diversas p o s s i b i l i d a d e s 

de enviar esta informação, a maneira mais adequada que encontramos 

f o i através das coordenadas do b a r i c e n t r o do o b j e t o , ou s e j a , dado 

que observamos uma p a r t e do o b j e t o , aonde se encontra o b a r i c e n -

tro? Conhecendo a posição do b a r i c e n t r o dentro do plano é possível 

executar a t a r e f a pois a forma é conhecida, i s t o é, as dimensões ' 

do ob j e t o e o contorno geométrico t a n t o como a orientação são da -

dos como informação a p r i o r i . 

Quanto, como i n d i c a r a posição do o b j e t o sobre o plano 

de ação, o problema está r e s o l v i d o , basta conhecer as coordenadas' 

do b a r i c e n t r o do o b j e t o com relação a a*lguma referência. Agora sur 

ge o u t r a questão, a saber, como encontrar estas coordenadas apenas 

pela observação da região c e n t r a l do plano de ação? A propósito , 

este é o nosso p r i n c i p a l o b j e t i v o , donde faremos uso do ferramen -

t a l do capítulo a n t e r i o r no desenvolvimento de um a l g o r i t m o , mas 

precisamente, o estimador l i n e a r dos mínimos quadrados extensivo ' 

2 

as variáveis aleatórias em R . 

Eara usarmos aquele ferr a m e n t a l ê necessário d e f i n i r ' 

as grandezas envolvidas no problema ajustando-as aos resultados ma 

temáticos obtidos anteriormente. Neste caso, nós consideraremos 

primeiramente o conjunto de todas as posições do o b j e t o sobre o 

plano de ação. designado ft, e sobre este c o j u n t o , definimos uma 

densidade de p r o b a b i l i d a d e uniforme. Poder-se-ia imaginar um o u t r o 
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t i p o de densidade sobre o conjunto em questão, como por exemplo , 

uma do t i p o p i r a m i d a l b i d i m e n s i o n a l , dando maior p r o b a b i l i d a d e de' 

ocoirência aos eventos que se encontram próximo do centro do plano 

de ação, i s t o por sua vez g a r a n t i a que a f o n t e destinada a colocar 

as peças sobre este plano dava uma maior concentração em t o r n o da 

região a t i v a . E n t r e t a n t o , não fizemos nennura levantamento e x p e r i -

mental afim de determinarmos uma distribuição de p r o b a b i l i d a d e pa

ra este conjunto, sendo, p o r t a n t o , perfeitamente aceitável a repre 

sentação da ignorância que temos com relação a f o n t e , supor uma 1 

densidade de p r o b a b i l i d a d e uniforme, equivalendo a d i z e r que o ob

j e t o poderá c a i r em qualquer posição sobre o plano. Alem d i s s o , es 

t a suposição trás algumas vantagens, pelo lado da f a c i l i d a d e de im 

plementação do a l g o r i t m o destinado a estimação. 

Como r e s u l t a d o da observação f e i t a pela câmera teremos 1 

uma imagem que será fundamentalmente um conjunto de pequenas áreas 

escuras e luminosas, aonde cada uma dessas pequenas áreas contêm ' 

alguma informação v i s u a l da cena. Essa imagem é explorada pela câ

mera numa s e r i e sequencial de l i n h a s h o r i z o n t a i s , t a l exploração 1 

faz cora que um s i n a l de vídeo tenha p o s s i b i l i d a d e de i n c l u i r todos 

os elementos da imagem. Desde que, nos^a imagem é ura t a n t o simples, 

ou s e j a , apenas constituída de uma par t e da peça, ou toda peça so

bre a região a t i v a , não interessando os níveis de c i n z a , mas ape -

nas, a área coberta pela peça sobre c p l a n o , i s t o porque o importan 

t e ê a posição ao b a r i c e n t r o , cuja localização depende da forma da 

peça, cu o b j e t o , i s t o é, do contorno traçado pela peça, então neste 

t i p o de aplicação basta que o s i n a l de vídeo seja constituído de 

dois níveis de tensão, um indicando a presença do o b j e t o represen

tando pontos de massa unitária, e o o u t r o indicando a ausência do 

o b j e t o , representando pontos de massa nula naquela região, confor

me mostra a t i g u r a 3.2. 
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nível informação de imagem 

Fig.3.2. - EXPLORAÇÃO HORIZONTAL. 

Geralmente o número de l i n h a s de exploração para uma ' 

imagem completa é grande afim de fornecer detalhes da imagem, en

t r e t a n t o , no nosso caso é necessário, que a quantidade de pontos' 

amostrados no s i n a l de vídeo, e o número de l i n n a s h o r i z o n t a i s oJb 

t i d o s na exploração da imagem sejam reduzidos ao mínimo apenas pa 

ra dá detalhes do contorno aa peça, pois i s t o , permite na recons

tituição da imagem a formação do p e r f i l da peça era qualquer ângu

l o pela rotação da peça em t o r n o do b a r i c e n t r o . Por exemplo, a 

quantidade de l i n h a s e as «.unostras Fig.J.3a e 3.3b são s u f i c i e n t e 

para representar o contorno da peça em qualquer uma das posições ' 

mesmo navendo uma rotação de 90° em torn o do B a r i c e n t r o . O mesmo' 

ocorre com a f i g u r a 3.4a e 3.4b, embora o número de l i n h a s e pon

tos amostrados em cada l i n h a sejam menores. 
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Fig.3.3 - PONTOS AMOSTRADOS SALIENTANDO O CONTORNO DA 

PEÇA PARA UMA POSIÇÃO PARTICULAR co(b) MESMA 

QUANTIDADE DE PONTOS,SALIENTANDO O CONTORNO 

APÔS UMA ROTAÇÃO DE 90° EM TORNO DO BARICEN

TRO NO SENTIDO ANTI-HORÃRIO. 

Fig.3.4 - (a) UMA MENOR TAXA DE AMOSTRAGEM SUFICIENTE 

PARA SALIENTAR O CONTORNO DA PEÇA. (b) ROTA 

ÇAO DA PEÇA DE 90 EM TORNO DO BARICENTRO. 

Percebemos que nossa imagem é constituída por pontos 1 

elementares, e p o r t a n t o , forma um conjunto f i n i t o de pontos, por 

outro lado o número de posições da peça forma um conjunto não enu-

merãvel, desde que podemos deslocar o ob j e t o sobre o plano c o n t i -

nuamente, ou seja podemos dá um deslocamento tão pequeno quanto se 

pode imaginar, i s t o do ponto de v i s t a teórico, s i g n i f i c a que par a 1 

um mesmo b a r i c e n t r o observado e x i s t e uma quantidade não enumerável 



-26-

de posições. Diante deste f a t o será conveniente imaginar o plano' 

de ação como um conjunto de pontos f i n i t o s formado por uma malha* 

de l i n h a s v e r t i c a i s e h o r i z o n t a i s de t a l forma que a quantidade ' 

de pontos por l i n h a ou coluna na região a t i v a seja ímpar como mos 

t r a a f i g u r a 3.5, donde podemos perceber que o plano de ação cor

responde a uma área nove vezes maior que a área correspondente a 

região a t i v a , e i s t o independentemente da escolha do número de 

pontos n da região a t i v a que no caso é i g u a l a 21. Além disso , 

forçamos a amostragem do s i n a l de vídeo ser f e i t a em i n t e r v a l o s 1 

correspondentes com a divisão do plano de ação. 
x 2 

PLANO DE AÇÃO 

L 

21 Região A t i v a 

Fig,3.5 - DISCRETIZAÇÃO DO PLANO DE AÇÃO. 

Com esta representação do plano de ação sob a forma de 

uma m a t r i z , impomos a p r i m e i r a restrinção ao problema. 0 desloca

mento do o b j e t o sobre o plano de ação será d i s c r e t o num movimento 

de translação correspondendo a uma separação en t r e l i n h a s v e r t i -

cais ->u h o r i z o n t a i s e a rotação em torn o do b a r i c e n t r o de grau em 

grau, com i s t o limitaremos o número de posições, como a peça deve 

rá c a i r sobre o plano, a um conjunto f i n i t o , em consequência tam

bém teremos para um único b a r i c e n t r o um número f i n i t o de posições, 

i s t o devido a rotação. Naturalmente sobre este conjunto d i s c r e t o , 
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existirá uma distribuição de probabilidade d i s c r e t a . 

As coordenadas do b a r i c e n t r o dc o b j e t o sobre o plano , 

terá como referência o ponto c e n t r a l do plano de ação, por onde r 

passam os eixos e / e cada divisão ent r e l i n h a s representa 1 

uma unidade de comprimento. 

A p a r t i r deste ponto nós poderíamos dar continuidade 1 

com o tratamento matemático necessário, no entanto, perceberemos 1 

que mesmo trabalhando com conjuntos d i s c r e t o s e f i n i t o s a quantida 

de de pontos ainda ê muito grande e e x i g i r i a na construção das ma

t r i z e s de correlação e autocorrelação relacionado com o problema ' 

de estimação uma área de memória relativamente grande e um enorme* 

esforço computacional. Este problema poderá ser contornado impondo 

o u t r a restrição, que por sua vez também facilitará na construção ' 

do a l g o r i t m o . Tal restrição está relacionada com a rotação do obje 

t o em torn o do b a r i c e n t r o , ou s e j a , não será p e r m i t i d o r o t a -

cionar o o b j e t o , após uma posição pré-estabelecida. Além disso f o r 

çamos que o o b j e t o e s t e j a contido i n t e i r a m e n t e dentro de uma área 

correspondente a região a t i v a . * 

Quando nos referimos a uma posição pré-estabelecida que 

ríamos d i z e r que na construção do a l g o r i t m o , o nosso sistema compu 

t a c i o n a l contém todos os pontos da f i g u r a numa posição determinada, 

como consequência a colocação da f i g u r a sobre o plano da ação só 

poderá ser naquela posição pré-estabelecida, v e j a f i g . 3 . 6 . I s t o * 

acarretará na i m p o s s i b i l i d a d e de se r o t a c i o n a l a f i g u r a p e r m i t i n d o 

apenas que haja deslocamento no sentido v e r t i c a l ou h o r i z o n t a l . 

fi importante ainda f r i s a r que dentro dos recursos compu 

t a c i o n a i s disponíveis (área de memória) teremos que l i m i t a r o nume 

ro de l i n h a s e colunas do plano de ação, i s t o nos permite apresen

t a r alguns resultados mesmo trabalhando com nossas restrinções com 
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Alocação no arquivo 

âos pontos amostrados 
o o b j e t o 

Posição p e r m i t i d a 

Posição não p e r m i t i d a 

Plano de Ação 

Fig.3.6. - INDICAÇÃO DAS POSIÇÕES PERMITIDAS E NÃO 

PERMITIDAS. 

pu t a c i o n a i s . Este l i m i t e de l i n h a s e colunas não t i r a a validade ' 

do a l g o r i t m o para outros casos, podendo e s t e n d i - l o de conformidade, 

com os recursos disponíveis. 

Diante dessas limitações, faz-se necessário i n t r o d u z i r ' 

no mecanismo do autômato, um o u t r o mecanismo de a j u s t e da peça, ou 

o b j e t o , as posições p e r m i t i d a s , ou s e j a , imaginemos que em um a r 

quivo a peça ê colocada conforme a f i g u r a 3.7a. Naturalmente a pe

ça não poderia seguir diretamente para a área de visão da câmera ' 

como colocado ao lado d i r e i t o das palhetas de a j u s t e , pois alem de 

não se t e r mais i d e i a do contorno, devido ao número l i m i t a d o de l _ i 

nhãs e colunas do plano de ação, essa posição não f o i considerada' 

na determinação das matrizes, tornando necessário a colocação da 

peça para uma posição p e r m i t i d a conforme mostra a f i g u r a 3.7b. 
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Fig.3.7. - REPRESENTAÇÃO DO EXPERIMENTO SUJEITO A 

RESTRIÇÕES. 

Observe que com n ponto por l i n h a ou coluna na r e g i -

ão a t i v a com n ímpar, o plano de ação é formado por um c o n j u n t o 1 

de pontos, aonde o número de elementos desete conjunto ê dado por 

2 

T = (3n-2) pontos, e o cojunto ti de posição possíveis ê f i n i t o 

e a p r o b a b i l i d a d e de ocorrência de um evento {cu} será dada por: 

P({u>}) = l / k 

donde k representa o número de elementos do c o j u n t o ti dado por: 

k = (4n - 4 n + l ) . 
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3.2.- Formalização .Matemática 

3.2.1. - Definição dos Vetores Aleatórios 

Para introduzirmos o r e s u l t a d o da estimação l i n e a r pre

cisamos do conceito de variáveis aleatórias, no caso vetores a l e a 

tórios d e f i n i d o s em nosso problema. 

Observamos que as coordenadas do b a r i c e n t r o do o b j e t o , 

numa base l i g a d a ao plano de ação são funções da posição do o b j e t o , 

d ai podemos d e f i n i r o v e t o r aleatório X = (X^,X^), aonde X^ e X̂  

são duas variáveis aleatórias cujas realizações X^(to) e X2(to) re 

presentam a abscissa e ordena do b a r i c e n t r o do o b j e t o quando o mes 

mo se encontra na posição u. 

Consideremos agora um ve t o r Y, designado como v e t o r ob 

servação. 

Do r e s u l t a d o da observação da câmera, obtemos uma ma 

t r i z de pontes binários, u de dimensão nxn para uma posição par 

t i c u l a r w e ft. Seja U a m a t r i z aleatória binária cuja r e a l i z a -

ção U(w) é a m a t r i z u. 

Dessa observação formamos um v e t o r Y = (Y^/Y^/...,Y^ ) 

cujas as m componentes Y. são funções de m a t r i z aleatória U, 
1

 n2 
ou s e i a , Y. = f.(U) donde os f . são funções de {0,1} em R , 

2 1 1 

em que { 0 , 1 } n designa o espaço das matrizes binárias de dimen -

são nxn. 

3.2.2 . - O Estimador Linear dos Mínimos Quadrados 

Neste ponto estamos em condições de a p l i c a r os r e s u l t a 

dos obtidos no desenvolvimento de estimação l i n e a r estensivo as va 

riáveis aleatórias em Rn. 
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A colocação aleatória do o b j e t o sobre o plano de ação 1 

i 

na posição co faz o v e t o r aleatório X = ( X ^ X ^ assumir o v a l o r 

(x n/X ) A observação de câmara nos dá como res u l t a d o uma m a t r i z 1 

u que está associada a uma m a t r i z aleatória U, e através'das fun 

ções de transformação f. associamos ao v e t o r aleatório Y o ve

t o r (ywS^f • • • #Ym') ' •
 C o m o podemos perceber apenas os v a l o r e s de 

Y são accessíveis e d a l tentaremos deduzir os v a l o r e s de X. Para 

este propósito, i s t o é, deduzir X pelo v e t o r observação Y usa

remos a definição explícita do estimador l i n e a r , i s t o é, 

X = EXY'(EYY')"1Y (com probabilidade 1 ) . 

Com este r e s u l t a d o o problema está praticamente r e s o l v i 

do, desde que possamos determinar as raatrizes de correlação cruza

da EXY1 e a m a t r i z de auLo-correlação EYY', sendo necessário 1 

que EYY' admite inversa 

Das hipóteses f e i t a s anteriormente sobre o espaço de 1 

p r o b a b i l i d a d e , as expressões para os momentos são dados por: 

EXY' = E X(co) Y'(a>)P{u>} = l / k E XM Y' (ü>) 

e 

EYY' = E Y(u>) Y'(ÜJ)P{U)} = l / k Z Y(w) Y'(co) 

Um detalhe que podemos observar, è que devido a d i s t r i 

buição de pr o b a b i l i d a d e uniforme, i s t o é, i g u a l para todo tu , po-^ 

demos colocar em evidencia a p r o b a b i l i d a d e de ocorrência do evento 

que em consequência representa uma diminuição do esforço computa -

c i o n a l . 

Em algumas aplicações é mais sensato usarmos o estima -

dor l i n e a r dos mínimos quadrados considerando os valo r e s médio das 
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grandezas observadas, desde que a m a t r i z de covariância seja não 

s i n g u l a r , i s t o porque a média das grandezas envolvidas é mais uma 

informação, podendo representar um melhor r e s u l t a d o na estimação . 

Neste caso a expressão para o estimador será dada por: 

Ê(Y/Y,Y) = X + E^E (Y-Y) com p r o b a b i l i d a d e um 

Aonde: 

X = EX 

Z = E(X-X) (Y-Y) 1 

xy 

Zyy'= E (Y-Y) (Y-Y) 1 

Além de fornecer esta vantagem o emprego do estimador 1 

considerando a média, f a c i l i t a do ponto de v i s t a computacional o 

cálculo do e r r o de estimação dado por traço * 

Agora, neste ponto, surge o problema mais s i g n i f i c a t i v o 

relacionado com a estimação, que se r e f e r e quanto a escolha do ve

t o r observação, i s t o ê, que classe de funções " f " devemos esco -

l h e r , t ? l que com um subconjunto dessa classe o menor possível, o 

e r r o de estimação e s t e j a dentro de l i m i t e s e s p e c i f i c a d o no p r o b l e 

ma. Em outras p a l a v r a s , estamos interessados nas funções que em mé 

d i a dê como r e s u l t a d o da ejtimação o v a l o r mais próximo possível 1 

da grandeza estimada p e r m i t i n d o que a mão mecânica possa pegar a 1 

peça no plano de ação. 

Para termos uma idéia da gravidade do problema, vejamos 

o seguinte exemplo. Seja U. a variável aleatória binária que r e 

presenta o i-êsimo elemento da matr i z U. Seja ü1 o conjunto 

das posições t a i s que: 

2 
n 

ic e G1 i u. (w) 7* o 
1=1 1 
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seja Y a: a variável aleatória d e f i n i d a por 

"* 2 n 2 

Y a: Q - R 

CU -> Y ((o) 
a 

E U. (to) X./ I U. (to) se Ü) e fi* 
1=1 1=1 

0 se to ̂  ft' 

com aeR e x^ representando a abscissa do i-êsimo ponto da região 1 

a t i v a . 

Logo, observe a existência de uma quantidade não enume-

rável de funções desse t i p c , pois podemos a t r i b u i r a a qualquer va 

l o r n o r e a l . 

No caso g e r a l não dispomos de um método que ajude na es 

colha dessas funções, i s t o é, nos dê as melhores possíveis dentro' 

de uma classe segundo algum critério. Diante disso nós procuramos' 

contornar o problema com o auxílio da simulação, ou s e j a , através 

da simulação i d e n t i f i c a r e m o s funções que quando associadas para 

formar o v e t o r observação nos dê o menor e r r o entre aquelas fun 

ções escolhidas a p r i o r i . Quanto a escolha da classe de funções a 

mesma é f e i t a heuristicamente u t i l i z a n d o apenas o bom sendo, p o i s , 

é de se perceber, que a cada aplicação«nas amis d i v e r s i f i c a d a s á -

reas, t a l escolha está relacionada com o problema em questão. En -

t r e t a n t o / vale recordarmos que uma vez escolhido o v e t o r observa -

ção o a l g o r i t m o é ótimo no sentido do e r r o quadrado médio. 

Quanto a aplicação i n d u s t r i a l , sob as condições a n t e r i o 

r e s , não se faz necessário o emprego de um computador de grande ' 

po r t e no comando do autômato. Com sistemas baratos é possível r e a 

l i z a r t a l mecanismo, pois basta apenas o conhecimento da m a t r i z re 

s u l t a n t e do produto (EXY') (EYY 1) " 1 .Logicamente conhv-:cida a m a t r i z , 

o problema não passa de uma multiplicação de uma m a t r i z por um ve

t o r . Evidentemente é importante fazermos o melhor uso possível da 

informação de forma que a câmara " a t i n j a " o b a r i c e n t r o da 
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maneira mais rápida possível usando o mínimo .de recursos computa -

c i o n a i s , implicando num menor custo de operação. 

Evidentemente, em outros setores de uma i n d u s t r i a , por 

exemplo numa l i n h a de montagem podemos u t i l i z a r autômatos. Os s i s 

temas de c o n t r o l e das diversas máquinas podem ser independentes , 

um para cada autômato, ou apenas uma unidade c e n t r a l de c o n t r o l e 1 

responsável pelo comando desses autômatos. A estação c e n t r a l de 

c o n t r o l e poderá se s i t u a r a uma c e r t a distância das instalações 1 

dos autômatos, sendo então necessário algum meio de comunicação 1 

através, do qual as informações são t r a n s m i t i d a s . 

A medida que os s i n a i s são t r a n s m i t i d o s por este meio 1 

ou canal mais frequentemente chamado, podem s o f r e r distorções devi 

do a presença de ruídos e interferências que serão somados ao si -

n a l . 0 canal estabelecido e n t r e a unidade c e n t r a l de c o n t r o l e e as 

instalações aonde se encontram os autômatos podem ser por cabos , 

f i o s telefônicos ou o próprio espaço para a transmissão de s i n a i s 1 

de rádio. 

No parágrafo seguinte introduziremos ruído no canal des_ 

t i n a d o a transmissão de informações e estudaremos o problema da es 

timação com os mesmos critérios adotados anteriormente. 

3.3. - Pertubação no Canal de Transmissão 

A p a r t i r de agora, consideraremos que os s i n a i s são 1 

t r a n s m i t i d o s por um meio ru i d o s - ) . Na qual a mensagem é t r a n s m i t i d a 

sob a forma de dados d i g i t i a s , tendo em v i s t a que esta maneira de 

transmissão de s i n a i s , já aparece na forma d i g i t a l , como os dados 1 

de um computador. 

A f i g u r a 3.8 mostra basicamente o sistema usado na comu 

nicdção de um autômato e a unidade c e n t r a l de c o n t r o l e . 
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Fig.3.8. - REPRESENTAÇÃO DO SISTEMA BÁSICO NA 

COMUNICAÇÃO. 

O s i n a l do vídeo e t r a n s m i t i d o sob a forma d i g i t a l , q u e 

leva informações da ausência ou presença do o b j e t o em uma dada re 

gião do plano de ação. 

O e f e i t o do ruído sobre o s i n a l t r a n s m i t i d o é como mos 

t r a a f i g u r a 3.9. 

•* S i n a l t r a n s m i t i d o 

Cb) 

(c: 

\ 

S i n a l mais ruído 

Amostragem 

Reprodução 
da mensagem 

Fig.3.9. - INFLUÊNCIA DO RUÍDO SOBRE O SINAL TRANSMITIDO 



Observando a f i g u r a , a pertubação. no canal i n t r o d u z ruí 

do somando-se ao s i n a l , se f o r de magnitude comparada com o s i n a l , 

tende a mascará este s i n a l . Finalmente a reprodução da imagem o r i 

g i n a l se faz mediante a amostragem e uma tomada de decisão sobre a 

amostra, decidindo se f o i enviado um "zero" ou um "um". Como pode

mos perceber houve equívocos na decisão, pois o ruído mascarou com 

pletamente o símbolo c o r r e t o . Estes equívocos na decisão trará co

mo consequência erros na predição da posição do b a r i c e n t r o , e daí 

nós através de simulação procuraremos i n v e s t i g a r o desempenho do 

estimador l i n e a r , levando em consideração a relação entre a potên

c i a do s i n a l e a potência do ruído, ou s e j a , tentaremos a v e r i g u a r 1 

se sob as condições mais simples, é possível colocar em operação o 

mecanismo destinado a pegar a peça sobre o plano. 

Em v i r t u d e do que- f o i d i t o , imaginemos que a m a t r i z U 

r e s u l t a n t e s da observação, é t r a n s m i t i d a através do canal ruidoso' 

por l i n h a s h o r i z o n t a i s consecutivas e reconstruída na recepção 1 

afim de que possamos formar o v e t o r observação usado na estimação. 

A idéia é mostrada basicamente na f i g u r a 3.10. 

k UCÜJ) V'(ÍO) = U(tü) + Z(ÜJ) V(a>) 
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Aonde supomos que a m a t r i z U(co) é t r a n s m i t i d a de uma sõ vez pelo 

canal, donde cada ponto indicado na malha é atacado por ruído a d i 

t i v o em consequência teremos na saída do canal uma matri z de pon -

tos V(co) = U(co) + Z(io) , que no caso é fortemente atacada pelo ruí̂  

do. O critério de decisão na reconstrução da matri z é p a r t i c u l a r -

mente simples, pois considera como 1 as tensões maiores que A/2 ' 

v o l t s e zero as tensões menores que A/2 v o l t s . Evidentemente nes

t e ponto surge a seguinte questão: que t i p o de ruído será conside

rado no problema? Nos admitiremos que o ruído seja Gaussiano de me 

d i a nula, ECz) = 0. I s t o s i g n i f i c a d i z e r que se amostrarmos o ruí

do em um i n s t a n t e de tempo t , a função de densidade de p r o b a b i l i 

dade dessa variável aleatória será da forma. 

f (z) e" 2 ^ 
r z ( t ) " 

/2 n a 

Esse modelo estatístico para o ruído parece ser i n t u i t i 

vamente bom, pois i n d i c a que o ruído ocorre com mais frequência pa 

ra valores pequenos, tem a mesma pr o b a b i l i d a d e de ser p o s i t i v o ou 

negativo e além disso a p r o b a b i l i d a d e decresce rapidamente, a medi. 

da que em nódulo ou seu v a l o r aumenta. 

Outro detalhe é q*ianto ao nível de tensão em que a d e c i 

são é tomada. Por que A/2 e não out r o v a l o r ? De f a t o a decisão ' 

está baseada apenas nas amplitudes das amostras do s i n a l de vídeo, 

tr a n s m i t i d o s por l i n h a s h o r i z o n t a i s , mais o ruído, logo é n a t u r a l ' 

que devemos escolher um nível de tensão "ótimo" para tomar a d e c i 

são. A maneira de se fazer i s t o é pelo a j u s t e da p r o b a b i l i d a d e de 

e r r o P . Da f i g u r a 3.11. 
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Fig.3.11. - DENSIDADES DE PROBABILIDADES GAuSSIANA 

CENTRADAS EM 0 e A. 

Verificamos que a p r o b a b i l i d a d e t o t a l de e r r o do sistema é dado 1 

por: 

P = P P + P, P * 
e o eo 1 e l 

donde P e P, são as pr o b a b i l i d a d e s a p r i o r i da -ocorrência de 
o 1 

um zero e de um 1 respectivamente. 

A melhor escolha para um nível de decisão "d" é aque

le que minimize a p r o b a b i l i d a d e de e r r o do sistema, e o r e s u l t a d o 1 

para este v a l o r ótim'~ ê dado por: 

d . = ^ — + Zn - Í 2 _ 
2 A P x 

donde podemo^ perceber da equação que este v a l o r ótimo depende das 

probabilidades a p r i o r i da ocorrência de zeros e de uns. 

O nível escolhido em A/2 aparentemente não f e r i a sen-
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t i d o , mas a parcela responsável peio deslocamento desse nível, ou 
2 

sej a , o /A Zn ^Q^-L

 e u m a quantidade pequena mesmo em condições1 

extremas, t a l como P Q = 3/4 e = 1/4, desde que a relação si -' 

n a l ruído na comunicação seja confiável por exemplo A/a = 5. 

A suposição do ruído gaussiano alem de e s t a r a p r o p r i a 

do ao problema em questão, tem sua importância quando nos r e f e r i 

mos ao problema da amostragem. Pois, de f a t o se considerarmos o 

ruído atacando independentemente cada amostra, i s t o acarretará nu 

ma simplicidade quanto ao desenvolvimento do a l g o r i t m o de estima

ção. Agora o problema é contornar esta situação, i s t o é, com o mo 

delo estatístico de ruído no problema qual a condição que nos ga

rante esta independência. 

Se examinarmos a onda de ruído v e r i f i c a m o s que, a medi 

da que o i n s t a n t e tomado para a amostra em se aproxima do • 

i n s t a n t e t ^ a variável aleatória z{t^), torna-se mais próxima* 

de z ( t ^ ) i n t u i t i v a m e n t e podemos s e n t i r uma dependência e n t r e es 

t a s variáveis aleatórias, i s t o ê, z ( ^ 2 ^ começa a ser previsível* 

por z ( t j j . No entanto, se as amostras corem tomadas em i n t e r v a -

los de tempo AT maior que l/B, donde B representa a l a r g u r a 

de banda do ruído i s t o nos g a r a n t i a essencialmente a não c o r r e l a 

ção entre as amostras e como o modelo de ruído é gaussiano o nos

so problema e s t a r i a praticamente r e s o l v i d o , pois duas variáveis ' 

aleatórias gaussianas não correlacionadas são independentes. 

Por outr o lado, na prática a l a r g u r a de banda do ruído 

ê relativamente grande e o ruíc"o aparecerá como sendo branco,pois 

as frequências mais s i g n i f i c a t i v a s do sistema é bem i n f e r i o r que 

a l a r g u r a de banda do ruído. Daí nós poderemos modelar o ruído co 

mo sendo branco. I s t o s i g n i f i c a d i z e r que a densidade e s p e c t r a l * 

de potência Gz Cf) é constante, digamos i g u a l a n

Q/2 sobre t o -

dai» as frequências. Como consequência dessa suposição a função de 
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autocorrelação é um impulso nã origem. Logo as amostras tomadas 1 

são sempre não correlacionadas por menor que seja o i n t e r v a l o de 

tempo entre e l a s . Finalmente supondo um ruído gaussiano branco ga

rantimos a independência e n t r e as amostras do ruído. 

Agora retornaremos ao problema de estimação da posição' 

do b a r i c e n t r o , considerando a presença do ruído. I s t o é dado que 

observamos Y, cujas componentes agora são funções da m a t r i z a l e a 

tória V e não de U desejamos deduzir o v e t o r aleatório X(co) ' 

através do estimador l i n e a r dos mínimos quadrados extensivo as va-

r i a v e i s aleatórias em R . 

I n i c i a l m e n t e vamos considerar o emprego da expressão ex 

plícita para o estimador sem considerar o v a l o r médio,ou seja/ 

X = EXY ' 

EYY ' 

afim de fazermos alguns comentários sobre as componentes do v e t o r ' 

observação, e posteriormente estender o a l g o r i t m o , levando em con-

sideração o v a l o r médio das grandezas d e f i n i d a s no problema. 

Imaginemos o nosso v e t o r observação constituído apenas 1 

* * ~ _ 

por duas componentes Y^ e na q u d sao transformações nac l i 

neares da m a t r i z V ( w ) , por exemplo representando as coordenadas ' 

do b a r i c e n t r o da f i g u r a formada na m a t r i z V(OJ) . 

D e f i n i d o o v e t o r r e s t a agora determinar as matrizes de 

autocorrelação e correlação cruzada, EYY' e EXY'. Para a c o n s t r u -

ção da m a t r i z EXY', temos que c a l c u l a r cada elemento da m a t r i z , 

ou s e j a , os valores EX^Y? , p o i s : 

EXY = E 

X. 

X. 

Y* Y* 

EX. Y* EX_Y* 1 l 1 2 

EX2Y* EX2Y* 
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por definição sabemos que: 

EX.Y* = Z S X Y* pj*X. = X , Y* = y * , | / i , j 

Para cada co e Q existirá um v a l o r de x ^ k ' e n t r e t a n t o a quantida 

de de v a l o r e s assumido por Y. dependerá da dimensão da m a t r i z 1 

correspondente a região a t i v a , i s t o é, para uma .matriz de dimensão 
2 

n , existirá uma quantidade L de possíveis resultados dado por: 

k=0 

que por sua vez representa a quantidade de possíveis f i g u r a s forma 

das por esta m a t r i z . 

Naturalmente, a cada o b j e t o formado teremos um par de 

números representando o b a r i c e n t r o podendo haver ou não coincidên

c i a entre algumas abscissa ou ordenadas para objetos em posições 1 

d i s t i n t a s . Logo, além de c a l c u l a r as coordenadas do b a r i c e n t r o pa-

ra os possíveis objetos formados precisamos também de c a l c u l a r a 

probabilidade conjunta de ocorrência de X. e Y. e i s t o para todo 

i , j . Pelo que parece o a l g o r i t m o de estimação levando em conta ve

t o r e s observação desse t i p o , torna-se mais complicado, e o esforço 

computacional s o l i c i t a d o a máquina no cálculo das m a t r i z e s , não se 

j u s t i f i c a a nossa aplicação. Portanto, desde que estamos empenhado 

na construção de um a l g o r i t m o simples, i n e v i t a v e l m e n t e desprezamos 

a idéia de usarmos funções não l i n e a r e s da m a t r i z V(cu) . Nesto ca 

so o que nos r e s t a a fazer é tomar como v e t o r observação, a pró 

p r i a m a t r i z V(co) ou pontos dessa m a t r i z . 

Sendo o ruído do t i p o gaussiano branco, e o v e t o r obser 

vação os próprios elementos da m a t r i z V(LO) basta estabelecer as 

equações destinados ao cálculo das matrizes de correlação e auto -
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correlação. Em vez de nos limitarmos ao cálculo dessas matrizes , 

estenderemos o problema de estimação considerando a média das • 

grandezas, i s t o é, usaremos o seguinte r e s u l t a d o 

X = X + Z z" 1 (V-v) com p r o b a b i l i d a d e um. xv v r 

Pois é um caso mais g e r a l . 

Finalmente apresentaremos a forma computacional das 1 

equações destinada ao cálculo das diversas grandezas da expressão 

a n t e r i o r . 

O v a l o r médio da grandeza a ser estimada, corresponde' 

exatamente as coordenadas do b a r i c e n t r o do o b j e t o , com relação * 

aos eixos de referência. Quando o o b j e t o está no centro do plano 

de ação. Representadas por X g A e Y B A ou s e j a : 

X = 

X-, X 
1 BA 

*2 
YBA 

Os elementos da m a t r i z de covariância ^ x v i
 s a o c a l c u 

laJos separadamente pelas sequintes expressões: 

EX.V! = 
i 3 

•r £ X.(o)){CK +(I-2CK)P[Z > A/2]} 
k 1 u -

aonde: 

CK = 

se 

se 

U. (a)) 
D 

U. (w) 
3 

= 1 

= 0 

para todo i =1,2 e j = l,2,...,m. 

EVj = { n+P [Z > A/2] (k-2n) }/k j = l,...,m. 
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Aonde n representa a quantidade de pontos de massa unitária que 

formou o o b j e t o . 

Note-se que Ev,_, = E (X-X) (V'-V') = EXV - X V'. 

Os elementos da m a t r i z de autocovariância ^ v v «
 s a o 1 

calculados com o auxílio da sequinte expressão: 

v i v j k 
- { [z U. ( )ü. (o) !q2+ Z U. (w) U. (CJ) 

ü 1 D 

Dq + 

+ Z U.(to) U. (w) jx pq + 
3 J 

1 2 

Z U^u) U. (a)) p } 
J 

Í * j 

aonde: 

p = P [z > A/2] e q = 1-p 

ü. representa o complementar binário do i-ésimo 

ponto da m a t r i z U (w). m 

2 
Se i = j, então; EV. = EV. i = l,...,m. 

Todas estas equações serão demonstradas no Apêndice B. 



CAPÍTULO - 4 

RESULT?DOS DA SIMULAÇÃO 
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4 - RESULTADOS DA SIMULAÇÃO 

Apresentaremos neste capítulo os resultados o b t i d o s na 

simulação. I n i c i a l m e n t e faremos alguns comentários com relação a 

observação, ou s e j a , o que se pode observar da matri z r e s u l t a n t e 1 

do experimento. Introduziremos várias funções dessa m a t r i z para 1 

compor o v e t o r observação e dentro dessas funções escolhidas a 

p r i o r i , c l a s s i f i c a r e m o s por simulação aquelas que dão os melhores' 

resultados quanto ao e r r o de estimação. Mostraremos alguns exem -

p i o s , tudo i s t o não considerando o v a l o r médio das grandezas obser 

vadas. Em seguida comentaremos sobre os exemplos, quando aplicamos 

o estimador l i n e a r , dado que a média das grandezas são levadas em 

consideração, e finalmente apresentaremos o r e s u l t a d o da simulação 

abordando o problema com ruído. 

4.1. - O Vetor Observação 

Do capítulo a n t e r i o r , v e r i f i c a m o s que o r e s u l t a d o do ex 

perimento é uma m a t r i z binária U constituída de zeros e uns. O 

que se faz necessário é justamente a definição das componentes do 

v e t o r observação funções dessa m a t r i z , i s t o é, escolher cada compo 

nente do v e t o r observação. As componentes desse v e t o r podem ser 

os próprios elementos da m a t r i z , transformando a m a t r i z observada' 

2 _ 

num v e t o r de dimensac n , aonde n e o numero de l i n h a s ou c o l u 

nas de região a t i v a , ou o u t r o v e t o r cuja dimensão seja menor que 1 

2 

n , representando uma transformação l i n e a r da m a t r i z U, expressa' 

matematicamente da seguinte forma: 
2 

f : { O f l } n - v { 0 , l } m 

2 
U f(U) = (u, U ) com m < n 

1 m -
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donde cada componente e um elemento da m a t r i z U. 

Outra maneira de d e f i n i r é através de transformações 1 

não l i n e a r e s que associa a matr i z um número r e a l . 

Quanto as transformações l i n e a r e s , podemos perceber, de 

imediato, alguns incovenientes, pois sendo a m a t r i z U, binária cor 

remos um maior r i s c o de obt e r uma m a t r i z de autocorrelação EYY' 1 

s i n g u l a r . Por o u t r o lado, a quantidade de componentes c o n s t i t u i n d o 

o v e t o r observação não pode ser pequena, i s t o porque para muitas 1 

observações o v e t o r assumirá o v a l o r zero, mesmo que a intersecção 

do objeto com a região a t i v a seja não vazia. 

As transformações não l i n e a r e s , d i m i n u i o r i s c o de s i n 

gularidade e a quantidade de componentes poder ser muito menor que 

2 
n . 

Devido as limitações computacionais não é possível usar 

as funções l i n e a r e s de U como componentes do ve t o r observação , 

sendo inevitável o problema de s i n g u l a r i d a d e . Neste caso, nosso ve 

t o r observação será formado por funções não l i n e a r e s de U. 

O r e s u l t a d o da simulação mosffrou que do conjunto das 1 

funções escolhidas h e u r i s t i c a m e n t e , os que apresentam os melhores' 

r e s u l t a d o s , para diversos o b j e t o s , foram as sequências abaixo: 

2 2 

Y 2 j - 1 -J V l ^ ^ U i 

n 2

 j n 2 

Y 9. = l Ü.XJ(Í)/ I U 
Z J i = l 1 * i = l -

j = 1,2,3,... 

sobre Í21, t a l que £u\ ¥ 0 

aonde X^íi) e X^d) s a o a s c o o r d e n a d a s d o i-ésimo ponto da r e g i 

ão a t i v a . 

Observe que o r e s u l t a d o da estimação com essas componen 
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tes apresentam o menor e r r o de estimação e n t r e aquelas funções es

colhidas a p r i o r i , e n t r e t a n t o não é possível g a r a n t i r que represen 

tam as melhores escolhas. 

As f i g u r a s 4.11 a 4.12 mostram alguns exemplos da e s t i 

mação quando não consideramos o v a l o r médio das grandezas e n v o l v i 

das no problema. Para todos estes casos usamos para as p r i m e i r a s 1 

o i t o funções das sequências a n t e r i o r e s / ^ as re s t a n t e s funções das 

mesmas sequências m u l t i p l i c a d a s por um v a l o r constante por razões 1 

numéricas, ou s e j a : 

2 2 

Y l = * U i X l ( Í ) / J l U i 

2 2 

Y 2 = t U. X ( i , / ? 0 
1=1 1=1 

2 2 n ~ n 
Y- = l U. x f ( i ) / Z U. 3 . , í 1 . T í 

i = l 1=1 
2 2 

n .j n 
Y = Z U. X . ( i ) / Z U. 

4 i = l 1 2 i = l 1 

2 
3 n 

Y c - Z U. X. ( i ) / Z U. 5 í 1 . i í 
1=1 

2 
n 

Y = Z U. X ^ ( i ) / Z J. 
6 i 2 . = 1 i 

2 
4 n 

Y- = Z U. X. ( i ) / Z U. 
7 í 1 . , i 

1=1 
2 2 

n 4 n 
Y R = Z U X / Z U 

8 i = l 1 2 i = l 1 

2 2 
n 5 n 

Y 9 = 1 A ( í U ± X ^ ( i ) / Z Uj 
i = I i = l 

S n 2 

Y 0 = 1 A ( 2 ü 3Ç ( i ) / Z ü.) 
i=.1 i = l 
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Ê importante notar que as duas p r i m e i r a s funções r e p r e 

sentam o b a r i c e n t r o da f i g u r a formada em U. Qualquer função combi 

nada com estas duas apresentam melhores r e s u l t a d o que qualquer ou

t r a combinação. 

Aumentar as componentes do v e t o r estimação sempre dá um 

melhor r e s u l t a d o com relação ao e r r o médio quadrado. É conveniente 

notar na f i g . 4 . 1 . 1 que o mesmo não ocorre com f i g u r a de dupla sime 

t r i a com relação aos e r r o s , o e r r o de estimação permanece o mesmo' 

para as componentes de índice par. A combinação dessas componentes 

com as outras de índice ímpares também não acrescentam nenhuma i n 

formação sobre a posição do b a r i c e n t r o . Quando a f i g u r a não é simé 

t r i c a t a n t o com relação a apenas um e i x o , quanto aos dois eixos , 

v e i i f i c a m o s que as componentes de índices pares já nao se tornam 1 

mais i r r e l e v a n t e s , sendo mais s i g n i f i c a t i v a s que os de índices ím

pares, quando combinados com Y- e Y^, a medida que o b a r i c e n t r o ' 

se a f a s t a mais da origem com relação aos eixos X e Y, v e j a as 4.12, 

4.13 e 4.14. 

Nestas f i g u r a s também são mostrados exemplos do r e s u l t a 

do da estimação para um ÜJ p a r t i c u l a r , usando apenas as componen

tes mais s i g n i f i c a t i v a s Y± e Y 2. Observe que são f e i t a s duas ob -

servações, sendo que a segunda objervação toma como base as coor

denadas da p r i m e i r a estimação, deslocando a câmara para uma p o s i -

ção p e r m i t i d a dentro do plano de ação e daí fazemos uma segunda es 

timação. 

4.2. - Estimação Considerando o Valor Médio 

As f i g u r a s 4.21, 4.22, 4.23 e 4.24, mostram o r e s u l t a d o 

da estimação para um to p a r t i c u l a r quando o v e t o r observação é 

fcrmado pelas componentes Y, e Y , e o e r r o médio quadrado para 1 
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as componentes Y ] / Y 2 , Y 3 e Y4 * Q u a n c^° a f i g u r a ê de dupla s i m e t r i a , 

f i g . 4 . 2 1 , percebemos que o e r r o médio quadrado coi n c i d e com aque -

l e s da f i g . 4 . 1 1 , indicando que o conhecimento da média não trás ne 

nhuma informação neste caso. Quanto as f i g u r a s não simétricas, a 

média não mais representa uma quantidade i r r e l e v a n t e . 

Do ponto de v i s t a de aplicação, o conhecimento da média 

na maioria das f i g u r a s , dá como r e s u l t a d o valores próximo aqueles* 

qu.ar.do a média não ê considerada, p o r t a n t o é mais viável não consi 

derar a média"no desenvolvimento do a l g o r i t m o , i s t o a c a r r e t a um me 

nor esforço computacional. 

4.3. - O Ruído 

Quando consideramos a presença do ruído no canal de 1 

transmissão, o a l g o r i t m o de estimação considera a média das grande 

zas envolvidas no problema, e além disso o v e t o r observação é f o r -

mado por funções l i n e a r e s da matrizes U. 

As f i g u r a s 4.31 a 4.34 mostratn os gráficos da relação 1 

s i n a l ruído em dB versos o e r r o da estimação dado pelo traço E~, 

para os vetores observação de dimensão 9,17,29 e 37. Nestes exem -

pios o número de l i n h a s ou colunas da região a t i v a é i g u a l a nove. 

As componentes são escolhidas de t a l maneira a p e r m i t i r 

que se tenha uma melhor distribuição sobre os pontos observados na 

região a t i v a conforme mostra a f i g u r a 4.31. 

Os resultados indicam que o aumento da relação s i n a l 1 

ruído acima de 6dB não a c a r r e t a um melhor desempenho da estimação' 

para um mesmo v e t o r observação, i s t o é, o e r r o permanece quase o 

mesmo, embora, acrescentar componentes ao ve t o r observação nos dê 

um melhor r e s u l t a d o para o e r r o médio quadrado. 

O nosso v e t o r observação s e r i a constituído de no máximo 
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81 componentes,mas, devido as limitações dos recursos computacio

nais só f o i possível r e a l i z a r a estimação com 37 componentes. Ob

serve que a p a r t i r de s e i s dB com esse número de componentes, pa

ra estas f i g u r a s , houve problema de s i n g u l a r i d a d e da m a t r i z de co 

variância Z ,. 
yy 

Aparentemente se o v e t o r observação fosse constituído' 

de todos os elementos do r e s u l t a d o da observação, poder-se-ia ima 

g l n t r que o e r r o de estimação s e r i a o menor possível, t a l r e s u l t a 

do é impossível de ser o b t i d o , pois a medida que a relação s i n a l ' 

ruído aumenta, d i m i n u i a p o s s i b i l i d a d e de ocorrência de e r r o , par 

ti c u l a r m e n t e um zero poderá passar a ser um "um" na decisão, como 

consequência a m a t r i z de covariância ^yy« será s i n g u l a r . 

As f i g u r a s 4.36a e 4.37a são exemplos do r e s u l t a d o da 

estimação para um tü p a r t i c u l a r , com os componentes e Ŷ / mps_ 

trando também o e r r o médio quadrado com diversas componentes para 

o vetor observação, quando a média não é levada em consideração , 

em b a média ê considerada. 

O número de l i n h a s e colunas *3a região a t i v a para es -

tas f i g u r a s são reduzidas a 7 l i n h a s ou colunas. 

Tal redução p e r m i t i u que o v e t o r observação fosse cons 

tituído por todos os elementos da m a t r i z r e s u l t a n t e da observação. 

Al:rckvfés das f i g u r a s 4.38 e 4.39 podemos perceber que é inevitável 

o problema de s i n g u l a r i d a d e da m a t r i z de covariância ^yy • * 

A f i g u r a 4.39 mostra quais são as componentes usadas 1 

na estimação. 
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Objeto 1- Observação 

VALORES ESTIMADOS 

*** **** XBA = 0.000 (OBJETO) 
* k k 1; k k 

k k k 
• kkk.z k 

YBA = 0.000 (03JET0) 

Plano p/ação 

kkkkkV 
* * * kkkk 

k k k 
k k k 
k k k 

kk kk kkk 
kkkkkkk 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 XCH1 = -6 .367 
0 0 0 0 0 0 0 0 c XCH2 = -6 .194 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 

3 
2- Observação 

0 0 0 0 Û 0 0 0 0 

1 1 1 1 1 1 1 0 0 

1 1 1 1 1 1 1 0 0 XCHl = -7 .592 
0 0 JL 1 1 0 0 0 0 XCH2 = -6 .000 
0 0 1 I 1 0 c 0 0 

0 0 1 1 1 0 0 0 0 

1 1 1 1 1 1 1 0 0 

1 1 1 1 1 1 1 0 u 

0 0 0 0 0 0 c 0 0 

Coordenadas do b a r i c e n t r o sobre o plano ( X^' X2 

x± = -7.000 , 

- COMPONENTES 

y x y 2 

Y l y 2 y 5 Y6 
y l y 2 y 5 y6 
y l y 2 y 3 y4 

x~ = -6.000 
2 

y Q y 10 

y l Y 2 
y l y 2 
y 3 Y4 
y 3 Y4 
y 3

 y

4 

y 3 Y4 
y 3 y 4 

y7 y; 
y 7 y; 

y6 
y6 y 7 Y 8 y o y 

11 *12 

10 

19.4074 

19.2195 

19.1168 

19.4074 

19 .2195 

19.1168 

48.0000 

48.0000 

48.0000 

Fig.4.11 - RESULTADO DA FSTIMAÇÃO COM VETOR y=(yi/y 2)/NAO CCNSIDERAN 
DO O VALOR MÉDIO DAS GRANDEZAS. ERRO NÉDIO QUADRADO PARA 
DIVERSOS VETORES OBSERVAÇÃO. 
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x 
**• XBA=-0.071(OBJETO) 

YBA=-0.095(OBJETO) 

1- Observação 

000000011 
000000011 
000000000 
000000000 
000000000 
000000000 
000000000 
000000000 
000000000 

VALOFES ESTIMADOS 

XCH1 = 5.821 

XCH2 = 5.911 

* * * * * * * 
* * * * * * * 
* * * * * * 
* * * * * * 

+ — * * * * * 

* * * * * * * 

x. 2- Observação 

001111111 
001111111 
001100000 
001101111 
001101111 
001111111 
001111111 
000000000 
000000000 

XCH1 

XCK2 

7.473 

7.433 

Coordenadas do b a r i c e n t r o sobre o planc^ (x^/X 2> 

ERRO MÉDIO QUADRADO 

X1 = 5.929 x 2 = 5.905 

COMPONENTES 

y i y 2 
y i y 2 Y 5 y 6 
y i *2 y 5 y 6 y 9 y l 0 
y i ^2 y 3 Y4 
y i y 2 y 3 y4 y 5 y 6 
y . i y 2 y 3 Y4 y 5 y 6 y 7 
y 3 y4 

*3 y4 y 7 Y 8 

*3 y4 y 7 y 8 y i l Y12 

^8 Y 9 *10 

19.1433 

19.1328 

19.1260 

19.1391 

19.1287 

19 .1183 

47.9931 

47.9814 

47.9723 

Fig.4.12 - RESULTADO DA ESTIMAÇÃO COM O VETOR y = ( y , # y 9 ) , N 
SIDERANDO O VALOR MÉDIO DAS GRANDEZAS. ERRO MÉDIO 
DkADO PARA DIVERSOS VETORES OBSERVAÇÃO. 

NAO CON 
QUA -
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** khkk k} * * * I k k k t 
k k k k k k k T 

X XBA = 

YBA = 

0,000 

0.333 

1- Observação 

111100000 
113100000 
111100000 
110000000 
110000000 
110000000 
110000000 
110000000 
000000000 

VALORES ESTIMADOS 

XCH1 = -4.308 

XCH2 = 1.981 

PLANO P/AÇÃO 
x. 

* .• * k k k k 
•kkkkk k k 
k kkkkkk 

* k k 

k k k 
k k k 
k kk 

000000000 
000000000 
011111110 
011111110 
011111110 
000111000 
000111000 
000111000 
000111000 
000111000 

Coordenadas do b a r i c e n t r o sobre o plano (x^/X^ 

x-, = -4.000 

COMPONENTES 

x 2 = 1.333 

XCH1 

XCH2 

-4.000 

1.876 

y l y 2 
y l y 2 y5 Y 6 
y l y 2 y 5 y 6 

* i y 2 y 3 y 4 
y i y 2 y 3 y 4 

* i Y2 y 3 Y 4 
y 3 y4 
y 3 y4 V? y 8 
y 3 y 4 y 7 Y 8 

10 

Y 5 
Y 7 Y 8 y 9 Y10 

11 J12 

ERRO MÉDIO QUADRADO 

21.8134 

21.7012 

21.6983 

21.6101 

21.4978 

21.4769 

47.9421 

47.8023 

47.8893 

Fig.4.13 - RESULTADO DA ESTIMAÇÃO COM VETOR y = (YT/YO)' N Ã 0 C 0 N " 
SIDERANDO VALOR MÉDIO. ERRO MÉDIO QUADRADO PARA DIVER -
SOS VETORES OBSERVAÇÃO. 
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* :'. ;'c 

* * * 
"lÍff 

XBA = O.811(OBJETO) 

YBA = 0.324 (OBJETO) 

1- Observação 

VALORES ESTIMADOS 
000000011 
000000011 
000000000 
000000000 
000000000 
000000000 
000000000 
000000000 
000000000 

XCH1 = 4.6 32 

XCH2 = 5.117 

PLANO P/AÇÃO 

it •;; 

* * * * 
fe * * * * * * ft * * 

/.- A 
* k * 

4 _ _ * * * 
* * k 

2- Observação 

111111000 
l l l l l l O U O 
001111000 
000111000 
000111000 
OOOlllOüO 
000111000 
000000000 
000000000 

XCH1 

XCH2 

3.379 

8.159 

Coordenadas do b a r i c e n t r o sobre o plano ix.,x^) 

ERRO MÉDIO QUADRADO 

x± = 2.811 x 2 = 1:324 

COMPONENTES 

y l y

2 

* i v 
J 2 

y 5 y e 
y i Y2 y 5 y 6 

* i y 2 y 3 y 4 
y i Y 2 y 3 y4 
y i Y 2 y 3 y4 
y

3 

y4 
y 3 y 4 y 7 Y 8 
y 3 y4 y 7 

Y 8 

Yo y 10 

Yr y, 

Y 6 Y 7 Y 8 Y 9 Y10 

11 y12 

21.7055 

21.6416 

21.6413 

21.6031 

21.5358 

21.5307 

48.4495 

48.3777 

48.3746 

Fig.4.14 - RESULTADO DA ESTIMAÇÃO COM VETOR y = '.'J1'Y2

) ' E R R 0 

MÉDIO QUADRADO PARA DIVERSOS VETORES OBSERVAÇÃO.NÃO 

CONSIDERANDO VALOR MÉDIO. 
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PLANO P/AÇÃO 

A A A A 
* A A A A A A 

A 
A AA 
A A A 

A A A A A A A 
A A A A A A -V 

1- Observação 

000000000 
000000000 
000000000 
000000000 
000000000 
000000000 
000000000 
100000000 
100000000 

2 a Observação 

000000000 
111111100 
111111100 
001110000 
001110000 
001110000 
111111100 
111111100 
oooooooco 

VALORES ESTIMADOS 

XCH1 = -6.36 7 

XCH2 = -6.194 

XCH1 

XCH2 

-7.592 

-6.000 

COMPONENTES 

Yn Y • 

^3 

ERRO MÉDIO QUADRADO 

19.4074 

48.0000 

Fig.4.21 - RESULTADO DA ESTIMAÇÃO COM AS COMPONENTES y = 

RESULTADO DO ERRO MÉDIO COM OS VETORES (y 

( y r y 2 ) 

l F J R 2 

CONSIDERANDO'O VALOR MÉDIO DO VETOR OBSERVAÇÃO. 

Yo) / ( y 3 / Y 4 ) . 

PLANO P/AÇÃO i x. 

A A A A A A A 
A A A A A A A 
A A A A A A A 

A A A 
A A 

A A A 
A A A 

COMPONFNTES 

y x y 2 

1- Observação 
111100000 VALORES ESTIMADOS 
111100000 
11110C000 
110000000 
110000000 
110000000 
110000000 
110000000 
000000000 

2- Observação 
000000000 
000000000 
011111110 
011111110 
011111110 
000111C00 
000111000 
000111000 
000111000 

ERRO MÉDIO QUADRADO 

21.8107 

47.9278 

XCH1 = -4.30 8 

XCH2 = 2.312 

XCH1 = -4.000 

XCH2 = 2.210 

Fig.4.22 - RESULTADO DA ESTIMAÇÃO COM AS COMPONENTES(y,*Y2).RESULTADO 

DO ERRO MÉDIO COM OS VETORES ( v i FY?) ,(yr>,yá) .CONSIDERANDO O 
VALOR MÉDIO DO VETOR OBSERVAÇÃO. 
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Plano p/ação 

* * :'- :'c * 

. • . JL JL X 

k k k k k 
:': :'. k :': 

k k k 
k k k 

+ * k k 
kkk 

XCH1 

XCH2 

COMPONENTES 

y l Y 2 -

1- Observação 

000000011 
000000011 
000000000 
000000000 
000000000 
000000000 
000000000 
000000000 
000000000 

2- Observação 

111111000 
111111000 
001111000 
000111000 
000111000 
000111000 
000111000 
000000000 
000000000 

ERRO MÉDIO QUADRADO 

21 .2950 

47.5462 

VALORES ESTIMADOS 

5 . 342 

5.422 

XCH1 = 4.073 

XCH2 = 8.407 

Fig-4.23 -"RESULTADO DA ESTIMAÇÃO COM AS COMPONENTES y-, ,y 2 .RESULTADO 
DO ERRO MÉDIO COM OS VETORES(y1,y2),(y3,y^)CONSIDERANDO A 

PLANO P »/AÇA O 
MÉDIA. 

*kkkkkk 
kkkkkkk 
kk 
•kA kk k k 
k k k k k k 

-I ;-: .;. -/.- -A-
kk k kk kk 

XCH1 

XCH2 

COMPONENTES 

y± Y 2 

1- Observação 
000000011 
000000011 
000000000 
000000000 
000000000 
000000000 
000000000 

' 000000000 
000000000 

2- Observação 
001111111 
001111111 
001100000 
001101111 
001101111 
001111111 
001111111 
000000000 
000000000 

ERRO MÉDIO QUADRADO 
19.1369 

47.9875 

VALORES ESTIMADOS 

5. 748 

5.814 

XCH1 = 7.401 

XCH2 = 7.337 

y 3 y 4 

Fig.4.24 - RESULTADO DA ESTIMAÇÃO COM AS COMPONENTES y ±,Y 2- RESULTADO 

DO ERRO MÉDIO COM OS VETORES(y1,y2),(y3,Y^)CONSIDERANDO A 
MÉDIA. 
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• © • 
9 Componentes 

f(ü) - ( u 1 u 2 u 3 , . . . / u 9 ) 

. . © . . . 

. . . © . . 

. . . . © . 
© 

e © 
• © © • 

• • © • • • © • • 

• © • • © • © » 

17 Componentes 

© . © . . . f(ü) = ( V ...,u 9u 1 0,...,u 1 7) 

. . . . © . . . . 

. . . © . © . . . 

. . © . . . © . . 
• © © • 
0 © 

0 . . . . 0 . . . © 
. 0 . © . © . © .

 2 9 Componentes 

f(U) = ( ü r . . V l O - ü l 7 ' W 

0 . . . 0 . . . 0 

0 . 0 . 0 . 0 . 0 

• © . © • © • © • 3 7 Componentes 
© • © • • • © • © 

• © • © • © • © • f(U) = (u,-..u qu ...U U ...U 
© . . , © . . . © x v x u 

• © • © • © • © • 
© . © . . . © . © 
. 0 . 0 . 0 . 0 . 

0 . 0 . 0 . 0 . 0 

Fig.4.31 - COMPONENTES DO VETOR OBSERVAÇÃO n = 9. 
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OBJETO 

* * 

* * 

* * 

* * 

* * 

* * 

* * 

* * 

XBA=0.000(Objeto) 

YBA=0.000(Objeto) 

Plano p/Ação 

* * * * * 
* * * * * 
* * * * * 
* * * * * 
* * * * * 

I 
I 
i X 

Coordenadas do baricentro(0.000.0000) 

Componentes 

Y l Y2 

Y ! Y2 Y 5 Y 6 

Y 3 Y4 Y 7 Y 8 

Y l Y2 Y 3 Y4 

Y3 Y4 

Componentes 

Y l Y 2 

1- Observação 

(a) 

Erro Médio Quadrado 

13.8251 

13.7717 

28.0000 

13.8251 

28.0000 

Erro Médio Quadrado 

13.8251 

Valores Estimados 

XCH1 = 3.111 

XCH2 = 4.667 

1- Observação 

0 . 0 . 0 , 0 . 1 . 1 . 1 . 

0 . 0 . 0 . 0 . 0 . 0 . 0 . 

0 . 0 . 0 . 0 . 0 . 0 . 0 . 

0 . 0 . 0 . 0 . 0 . 0 . 0 . 

0 . 0 . 0 . 0 . 0 . 0 . 0 . 

0 . 0 . 0 . 0 . 0 . 0 . 0 . 

0 . 0 . 0 . 0 . 0 . 0 . 0 . 

VALORES ESTIMADOS 

XCH1 = 3.111 

XCH2 = 4.667 

2- Observação 
o. 0. 0, 0. 0. 0. 0. 

0. 1. 1, 1. 1. 1. 0. 

0. 1. 1. 1. 1. 0. 

0, 1, 1, i . 1. 0. 

0, 1. 1, 1, 1, 1. 0, 

.0, 1. 1, 1, 1« 1. 0. 
<• 

Q, 0, o. 0, 0. 0, 0, 
VALORES ESTIMADOS 

XCH1 = 3.000 

XCH2 = 5.000 

0a ~ XCHl = 3.00 0 2- Observação 
(b) XCH2 = 5.000 

Fig.4.36-EXEMPLO DA ESTIMAÇÃO,VETOR Y=(Y l fY 2)SEM CONSIDERAR A 
(b)-CONSIDERANDO A MÉDIA. n=7 

MÉDIA 
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OBJETO 
1- Observação 

I 
I * * 
I. * * 
I * * 
I * * 
I * * 
I 

y 
- - i 
* * i 
* * i 

í*. 
•k * I 
* * I 

I 

XBA = -0.130(OBJETO) 

x YBA = 0.00 0(OBJETO) 

x. 

Coordenadas do b a r i c e n t r o = 

COMPONENTES 

yx y 2 

y l y 2 y 5 Y 6 
y 3 y 4 

y 3 Y4 Y 7 y 8 
y x y 2 y 3 Y4 

a) 

COMPONENTES 

y± y 2 

1- Observação 

2- Observação 

(b) 

1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
-í* 
1 
I 
T 
1 
I 
I 
I 
I 
(2 

0000111 
0000000 
0000000 
0000000 
0000000 
0000000 
0000000 

VALORES ESTIMADOS 

XCHl = 3.096 

XCH2 = 4.758 

2- Observação 

0000000 
0011111 
0011111 
0011100 
0011111 
0011111 
0000000 

VALORES ESTIMADOS 

XCHl = 4.216 

XCH2 = 5.000 

870, 5.000) 

ERRO MÉDIO QUADRADO 

13.8473 

13.8127 

27.99u8 

27.9873 

13.8437 

ERRO MÉDIO QUADRADO 

13.8416 

VALORES ESTIMADOS 

XCHl = 2.954 

XCH2 = 4.758 

XCHl = 4.084 

XCH2 = 5.000 

F i g . 4 .37-(a)-EXEMPLO DA ESTIMAÇÃO, VETOR Y=(Y-L,Y2)SFM CONSIDERAR A MÉDIA 

(b)-CONSIDERANDO A MÉDIA. n=7 
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© • 

. ©...».. 

. . © . . . . 

. . . © . . . 

© • 
© 

© 

G 
© 

G © © B © 

G © G G © © © 

© © © 0 © © G 

G © G G © G 

G © G © © © G 

© © © G © © © 

e G G G G G © 

7 Componentes 

f(u) ^ W s W e V 

13 eomronentes 

f(u) = (u 1 , , u 7 u 8 , . . . , u 1 3 ) 

49 Componentes 

f ( u > " < V 2

U 7 U 8 - - - U 1 3 - - - U 2 0 - * - U 1 9 ) 

Fig.4,30 - COMPONENTES DO VETOR OBSERVAÇÃO, n = 7. 
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CONCLUSÃO 
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5 - CONCLUSÃO 

Naturalmente o a l g o r i t m o de estimação apresentado nes-' 

te t r a b a l h o , ainda não é operacional sob o ponto de v i s t a de apl_i 

cações em processos i n d u s t r i a i s que e n v o l v e r i a uma maior complexi_ 

dade, e n t r e t a n t o , nos dá uma boa idéia das d i f i c u l d a d e s e n v o l v i i -

das neste t i p o de problema, fornecendo subsídeos servindo como um 

ponto de p a r t i d a na obtenção de algoritmos de estimação mais so -

f i s t i c a d o s . 

Além das d i f i c u l d a d e s com relação aos cálculos numéri

cos e x i s t e n t e s e limitação dos recursos computacionais, f i c a e v i 

denciado que a grande d i f i c u l d a d e associada com a estimação l i n e 

ar é justamente quanto as escolhas das componentes que formam o 

ve t o r observação no sentido de e x t r a i r informações da m a t r i z pro

veniente da observação. 

A composição dos vetores observação por componentes 1 

que são funções l i n e a r e s da matr i z ü(ü>) é descartada, quando 1 

tratarmos do problema na ausência do ruído em consequência da s i n 

gularidade das matrizes de autocorrelação ou autocovariância do 1 

v e t o r observação, prin c i p a l m e n t e por serem estes vetores c o n s t i 

tuídos por apenas, zeros e uns. Logo, neste caso é conveniente 

usarmos como componentes funções não l i n e a r e s da matr i z U(to) e 

a ocorrência da s i n g u l a r i d a d e pode ser eliminada por uma escolha' 

apropriada desses vetores apenas isolando os componentes redundan 

t e s . 

Na presença do ruído o problema é um t a n t o d i f e r e n t e , 

pois passamos a t r a b a l h a r com uma m a t r i z r e s u l t a n t e de uma deci -

são sobre a ocorrência de zeros ou de uns. As componentes usadas' 

nestes casos são apenas. As funções l i n e a r e s da m a t r i z V(to) , i s 

to porque associado ao modelo do ruído permite uma fácil computa-
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çao dos elementos da m a t r i z de autocovariância, o que não ocorre -

r i a se as funções das componentes fossem não l i n e a r e s . Percebemos' 

dos resultados obtidos a i m p o s s i b i l i d a d e de se d i z e r algo com r e l a 

ção ao desempenho do a l g o r i t m o neste caso, pois caímos no p r o b l e 

ma de s i n g u l a r i d a d e quando a relação s i n a l ruído aumenta. 

Decorrente desse f a t o , f i c a r i a mais simples se em vez 

de usarmos funções l i n e a r e s passaríamos a compor o v e t o r observa -

ção por funções não l i n e a r e s , e a transmissão dos dac^os seriam co

d i f i c a d o s através de códigos c o r r e t o r e s de e r r o e o procedimento ' 

da estimação do b a r i c e n t r o permaneceria o mesmo como se não houves 

se ruído. 
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APÊNDICE - A 

Al - DEFINIÇÃO EQUIVALENTE DE X 

X = EXY (EYYr )• Y com p r o b a b i l i d a d e um 

Demonstração: 

Sejam X e U duas variáveis aleatórias pertencentes ao 

espaço ( H ^ ) n , então X e U podem ser e s c r i t o s na forma: 

X = ÔY e U = GY 

Da definição do estimador vem; 

EX (GY) 1 = E (GY) (GY) 1 

ou seja 

EXY1G' = EGYY1G1 

i s t o é: 

(EXY 1 -GEYY1) G1 '= O Ge R R X m. 

Logo: 

EXY1 - GEYY1 = O => G = EXY* (EYY 1)" 1 

se det EYY1 + 0. 

Portanto: 

X = EXY 1 (EYY')~1Y 

A2 - UNICIDADE DO ESTIMADOR 

Sejam e dois estimadores l i n e a r e s dos mínimos' 

quadrados, então: 



E |X-Z1 I = E |X-Z2 + Z 2-Z 1 I 

= E{ |X-Z2 I
2 + 2(X-Z 2)

 1 (Z 2-Z ]) + |Z 2-Z 1 |
2 } 

= E |X-Z2 |
2 + 2E(X-Z 2)

 1 (Z 2~Z ) + E |Z -Z |2 

Logo : 

E l x - z - j j 2 = E|X-Z 2|
2 + E | Z 2 - Z 1 |

2 (*) 

Pois E(X-Z 2)
 1 (Z 2-Z 1) =0 aonde (Z^-Z^ E ( H y ) n 

Da definição sabemos que: 

2 2 
E I X - ^ | < E |X-U | U E ( H Y ) n 

E|X-Z 2|
2 < E|X-V| 2 v e ( H y ) n 

Ern p a r t i c u l a r para U = Z9 e V = Z-, temos 

,2 , ,2 
E \X-11 I < E |X-Z2 i 

<* 

2 2 
E |X-Z2 I < E |X-Z I 

logo a igualdade se v e r i f i c a , ou seja 

.2 ,2 
E IX-Z^^ I = E |X-Z2 I 

Consequentemente de (*) temos: 

2 

E l z 2 "
z

1 I = 0 logo Z 2 = Z 1 
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APÊXDICZ - B 

- Expressões usadas no cálculo das matrizes de covariância e auto-

covariância. 

BI - O VALOR ESPERADO DE X 

Consideremos um o b j e t o cujas coordenadas do b a r i c e n t r o ' 

são representada por X e Y como mostra a f i g a r a abaixo. 

Para todo ueft e x i s t e um par (x^^x^) que fornece a po 

sição do b a r i c e n t r o no plano de ação. 

Por definição temos: 

EX = 

EX. 

EX. 

e EX. = Z x.. P !x.=X.. 1 
1 K i k L i i k j 

ou simplesmente 

EX. = Z x. (Ü>) P |{Ü3> I 
1 n 1 

Observe que X^ (w) representa uma ordenada ou abscissa 

do b a r i c e n t r o do o b j e t o na posição u nc sistema de eixos l i g a d o 1 

ac centro do plano de ação, então: 

E X i • 1 / k l X i ( u ) = XBA O U YBA 
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B2 - CORRELAÇÃO ENTRE Xe V 

Por definição: 

EXV* = 

EX, V., EXV 
1 1 1 m 

EX„V EXV 
2 1 2 m 

O que nos i n t e r e s s a é estabelecer uma expressão que nos 

dê o v a l o r esperado do produto X^ e V_. para todo i / j . 

Sabemos que 

EX.V. = E ZX._v.vP fx.=X._ /V.=V., 1= Z Zx. (Ü))V., PL,V.=V., 1 
1 3 L k l L 3 . 1 l L 3 3 J Çl k 3 L 3 3 k J 

Expandindo a expressão sobre todos os v a l o r e s em ti, e K 

temos: 

E X i V j = x i ( . - ) p [ c , R V . = l j + X I ( . 2 ) P ^ 2 / V J = l j + . . . ^ ^ 

= x. ( Ü J J P ÍÍÜ, ,U.=A,Z>-A/2l+x. ( u j p [oi , U.=0,Z>A/2"] + 
i 1 L 1 3 i 1

 . 1 3 

+ X í ( O J 2 ) P jo32/U_.=A,Z>-A/2j+xi ( o ) 2 ) P rco 2 /U^.=0,Z>A/2 | + 

+ . . , + X 1 ( ^ K ) P jwk,ü\=A,Z> -A / 2 J+X i (co k) P J w k,Uj= 0 ,Z>A / 2 | 

A ocorrência de X. (OJ) = x. (co ) e U. assuma o v a l o r 0 
í í n í 

ou A independe do ruído, então: 

P |~X.=x. (ü)) ,U.=A,Z>-A/2" =P ix.=x. (CÚ) ,U.=A"P |Z>-A/2" 

P |X i=x i(o)) ,Ü\=0,z>A/2*|=p X i=x i ( a j ) ,Uj=0 P í Z> A /2 

Então para todo coefi temos : 
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EX. V. = Z X. (to) {P 
1 3 1 

ü),U.-A P |Z>-A/2 -fP p Í. Z>V2]} 

EX. V. = Z X. (ü>) {P 
1 3 cocfi 1 

já que P JÜJ,U_.=A 

co , U. =A (1-P [z>A/2])+P fco,V..=o"jP |Z>A/2"J 

U. (co) 
ck 

Então: 

EX.V. = qA Z X. (co)U. (co)+qA £ X.(co)U.(co) aonde p=p Z>A/2 

q-l-p 

ou ainda 

EX.V. = IA ^ X. (co ) {Ck+(l-2Ck)P [z>A/2]} V i, j 
coeft 1 

aonde 

Ck = _ < 

1 se o evento U. (co) = 1 
3 

0 se o evento U. (co) = 0 
3 

B3 - O VALOR ESPERADO DE Vi « 

Por definição: 

p [v.=i = p V. 
1 1 

EV. = O.P |V. =0*1 + 1. 
1 L 1 J 

= P j"Ui=A,Z>-A/2 ~j+P |U±=0, Z> A/2' 

Como o ruído, pela própria natureza do problema é inde 

pendente da ocorrência de um A ou um zero temos: 

V± = P füi=A"|P |Z>-A/2"J+P ÍU^O^P [Z>A/2*| 

|^UÍ=A"|+{P |"U\=OJ-P J"U\=AJ}P |Z>A/2 = P |Ui=A 
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A p r o b a b i l i d a d e de ü\=A corresponde a p r o b a b i l i d a d e 1 

que o ob j e t o caia nas posições wefí t a i s que Ü. =A. O número de po 

sições aonde se v e r i f i c a a ocorrência de ü\=A corresponde exata

mente ao número de pontos n de massa unitária. Logo 

P rb i=Aj = nA 

EV. = n/k + 
í 

k-n - n/k P I Z > A/2 

Então: 

ou ainda: 

EV. 
1 

= l / k {n+(k-2n)p[z > A/2"J} 

EV. = p/k E U. (oi) + q A Z U. (co) 
1 n 1 n 1 

B4 - AUTOCORRELAÇÃO EV±V_. PARA TODO i ^ j 

O v a l o r esperado do produto ê dado por: 

EV.V. = P ÍV. =1 ,V. = l l pois V assume apenas os valores 0 ou 1. 
1 D L i 3 J 

A ocorrência de V. = 1, e V. - 1 i n c l u i quatro possi

b i l i d a d e s mutualmente e x c l u s i v a s , como mostra a tabe l a abaixo: 

u. 
1 

Z. 
1 

ü. 
D 

A >-A/2 A >-A/2 

0 >A/2 A >-A/2 

A > -h/2 0 >A/2 

0 >A/2 0 >A/2 

Então: 
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V.=l,V.=l| = P U.=A,Z. > -A/2,ü.=A,Z. > -A/2 + 

+ P U.=0,Z. > A/2,U.=A,Z. > -A/2"|+ P U.=A,Z. > -A /2,U .=0,Z. > A / 2 ' 
. 1 1 - 3 3 J _ i i 3 3 " 

+ p|U.=0,Z. > A /2,U .=0,Z. > A / 2 l 
I. i 3 - 3 3 - J 

Como o ruído ataca cada ponto da m a t r i z independente -

mente entre si temos: 

p |V i = l /V_.=l'| = P |üi=A#ü;.=A'|p |Zt> -A/2~|p|V> -A /2J + P jü ±=0 ,ü\-A Ĵ 

P fc± >
 A / 2"| P [ Z j > _ A / 2 j + P JUÍ=A,UJ=0"JP ĵ Z±> -A / 2 J P j"Zj > A / 2 J + P JU ±=0 

,ü\ = 0'jP ĵ Z± > A/2jPJ^Z_. > A / 2 l 

Sem perda da generalidade fazendo-se A = l , temos: 

P [ü. = A,U. = A ] = l / k Z U. (to) U. (w) 

% P [u. = A,U. = 6 ] = l/k l U (w) Ü (to) 
L i 3 J o 1 3 

então: 

EV.V. 
i 3 

= q 2/k Z U. (o))u • (w) + q.p/k [EU (a)) U. (to) + ZU. (ü))ü.(u)l + 

+ p A E U.(u) U.(u) i 7* j 
(2 

Quando i = j temos: 

E V Í V Í = £ V ? - p [ v i = 1 ] 

ou s e i a : 

EV = p A £ U. (w) + q/k I U (w) 
1 n 1 n 


