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R E S U M O 

Nos últimos anos tem havido ura c r e s 

cente i n t e r e s s e n a decodificaçao probabilística d e códigos l i 

neares, i s t o £, na utilização de sistemas para deteção e c o r 

reção de e r r o s que usam decisão suave. O que se pretende, e 

e v i t a r a degradação em desempenho que r e s u l t a quando se empre 

gam d e t e t o r e s de apenas duas regiões de quantização antes da 

decodificaçao, em comparação com os procedimentos ótimos de 

deteção. 

Neste t r a b a l h o e f e i t a uma descrição 

g e r a l da decodificação probabilística de códigos de blo c o l i 

neares. Nos três p r i m e i r o s capítulos são apresentados os con

c e i t o s básicos r e l a t i v o s a est e t i p o de código. No capítulo 4 

intr o d u z i m o s a noção de decisão suave e analisamos o desempe

nho de alguns a l g o r i t m o s de decodificação subõtimos. Um a l g o 

r i t m o ótimo é então apresentado e seu desempenho e o b t i d o 1 

através de^ simulação em computador. No capítulo 5, os r e s u l t a 

dos o b t i d o s por simulação são a n a l i s a d o s , em comparação com 

procedimentos que não empregam decisão suave, e algumas suges 

toes para f u t u r a s investigações são f e i t a s . 



ABSTRACT 

I n the l a s t few years t h e r e has been a 
growing i n t e r e s t i n t h e p r o b a b i l i s t i c decoding o f l i n e a r codes, 
i . e , i n the u t i l i z a t i o n o f e r r o r d e t e c t i n g and c o r r e c t i n g sys 
terns t h a t use s o f t d e c i s i o n . The i n t e n t i o n i s t o a v o i d the degra 
d a t i o n i n performance t h a t r e s u l t s when hard d e c i s i o n q u a n t i s a -
t i o n precedes decoding, i n comparison w i t h optimum d e t e c t i o n 1 

procedures. 

T h i s work p r e s e n t s a g e n e r a l d e s c r i p t i o n 
o f p r o b a b i l i s t i c decoding f o r l i n e a r b l o c k codes. I n the f i r s t 
t h e r e e c h a p t e r s t h e b a s i c concepts of such codes are presented . 
In chapter 4 we i n t r o d u c e the idea of s o f t d e c i s i o n and analyse 1 

t h e performance o f some suboptimum decoding a l g o r i t h m s . An o p t i 
mum a l g o r i t h m i s t h e n discussed i n d e t a i l and i t s performance i s 
o b t a i n e d by computer s i m u l a t i o n . In chapter 5 the computer sim -
u l a t e d r e s u l t s are analysed, compared w i t h procedures t h a t do 1 

n o t use s o f t d e c i s i o n , and suggestions f o r : f u t u r e research are 
made. 
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CAPITULO I 

1 

ALGUNS ASPECTOS DA TEORIA MATEMÁTICA DA COMUNICAÇÃO 

A t e o r i a da Comunicação deu seus p r i m e i r o s pas 

sos em 1924 quando N y q u i s t ̂  mostrou que a t a x a de transmissão 

de p u l s o s em um c a n a l de banda l i m i t a d a é p r o p o r c i o n a l â l a r g u 

r a de f a i x a do c a n a l . A p a r t i r d a l , com exceção de alguns pou

cos t r a b a l h o s , as contribuições mais i m p o r t a n t e s s u r g i r a m cora 

(21 

N o r b e r t Wiener e Claude Shannon nos anos 40. Wiener em 1942, 

conseguiu r e s o l v e r o problema da f i l t r a g e m l i n e a r ótima, i s t o 1 

é, determinou o f i l t r o l i n e a r c u j a salda râ(t) é a melhor e s t i 

m a t i v a para m ( t ) , no s e n t i d o de m i n i m i z a r o e r r o médio quadrá

t i c o . O diagrama s e g u i n t e mostra a configuração a n a l i s a d a por 

Wiener,. 

RUÍDO 

FONTE 
m(t) 

FONTE 

Shannon , s e i s anos mais tarde,mostrou que 1 

sob c e r t a s condições , as limitações em desempenho impostas pelo 

ruído podi-am s e r superadas. Desde então, a t e o r i a da comunica

ção teve um grande desenvolvimento,chegando ao estado avançado 

em que se e n c o n t r a hoje-Neste, c a p i t u l o faremos uma descrição ' 

g e r a l dos problemas que afetam o desempenho dos sistemas de co 



municaçao e i n t r o d u z i r e m o s o 

bem como os p r i n c i p a i s t i p o s 

caçoes. 

2 

c o n c e i t o de codificação de c a n a l , 

de códigos e algumas de suas a p l i 

1.1 SISTEMAS DE COMUNICAÇÃO DIGITAIS 

A t e o r i a da comunicação t r a t a dos sistemas des

t i n a d o s â transmissão de informação. O diagrama de blocos da fi 

gura 1.1 r e p r e s e n t a , de uma maneira g e r a l , um sistema desse 1 

t i p o . 

RUÍDO 

FONTE 
TRANS
MISSOR 

CANAL 
* : * 

f 
RECEPTOR 

*> 

• 

DESTINA
TÁRIO 

CANAL 
* : * 

f 
RECEPTOR 

• 

DESTINA
TÁRIO 

FIG.1.1 - DIAGRAMA DE BLOCOS DE UM SISTEMA DE COMUNICAÇÃO 

A f o n t e de informação pode s e r , por exemplo, a voz humana, ou 

um computador que gera -dados binários, ou ainda um míssil era 

um sistema de deteção por r a d a r . O b l o c o t r a n s m i s s o r r e p r e s e n t a , 

na verdade, o c o n j u n t o de d i s p o s i t i v o s e/ou c i r c u i t o s destinados 

a produção de um s i n a l ^elétrico correspondente a mensagem da f o n 

te de informação, adequado para transmissão sobre o c a n a l . Em ura 

sistema telefônico , e s t a operação c o n s i s t i r i a basicamente em 

se t e r s i n a i s elétricos p r o p o r c i o n a i s ãs ondas de 
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pressão produzidas p e l a voz humana. Em um sistema de m u l t i p l e 

xagem por divisão de tempo CTDM] que u t i l i z a modulação por có 

digo de p u l s o CPCM]/ cada s i n a l elétrico associado a uma dada 

mensagem deve ser sucessivamente amostrado, comprimido, quan-

t i z a d o e c o d i f i c a d o ; em seguida o c o n j u n t o de mensagens é g r u 

(4) 
pado adequadamente de modo a c o n s t r u i r o s i n a l PCM/TDM 

O canal ê o meio físico usado para se en

v i a r o s i n a l do transmissor ao r e c e p t o r . E l e pode ser, por 

exemplo., um par de f i o s , um cabo c o a x i a l , ou mesmo o espaço ' 

l i v r e , como i o caso de um enlace de r a d i o frequência. Duran

t e a transmissão através do c a n a l , o s i n a l s o f r e d i v e r s a s per 

turbações(desvanecimento s e l e t i v o , ruído, distorção, etc} de 

modo que a forma de onda que alcança o r e c e p t o r não é a mesma 

enviada p e l o t r a n s m i s s o r . Sendo assim, o b l o c o r e c e p t o r r e p r e 

senta o c o n j u n t o de d i s p o s i t i v o s e/ou c i r c u i t o s destinados a 

processar o s i n a l recebido de modo a e n t r e g a r ao destinatário 

uma réplica da mensagem gerada p e l a f o n t e de informação. 

Nos últimos anos tem havido um rápido 1 

crescimento na utilização de sistemas de comunicação d i g i t a i s , 

i s t o é, sistemas onde a mensagem já está em forma d i g i t a l ou 

ê c o n v e r t i d a para este f o r m a t o , como no caso dos sistemas PCM/ 

TDM. Um diagrama de blocos típico, r e p r e s e n t a t i v o de um s i s t e 

ma de comunicação d i g i t a l está mostrado na f i g u r a 1.2. 
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FONTE 

DESTINA
TÁRIO 

CONVERSOR 
A/D 

CONVERSOR 
D/A 

MODULADOR 

RUlDO 

DETETOR DETETOR DEMODULADOR 

FILTRO 

CANAL 

FIG. 1.2—DIAGRAMA DE BLOCOS DE UM SISTEMA DE COMUNICAÇÃO DIGI -

TAL. 

Para compreendermos melhor os problemas p e r t i n e n t e s a um s i s t e 

ma desse t i p o , passemos a a n a l i s a r d e tidamente as formas de on 

da p r e s e n t e s em alguns estágios do diagrama de blocos da f i g u 

ra 1.2- Consideremos que a s a l d a do c o n v e r s o r analõgico/digi -

t a l , i s t o ê, a forma d i g i t a l da mensagem f ( t ) é a que está mos 

t r a d a na f i g u r a 1.3a. Os b i t s de informação ocorrem a cada i n 

t e r v a l o de R segundos de modo que R r e p r e s e n t a a taxa de 

transmissão, em b i t s por segundo. Durante a f i l t r a g e m do s i n a l , 

s e j a por necessidade ou p e l a própria r e s p o s t a em frequência do 

c a n a l , a e n e r g i a de cada p u l s o tende a se e s p a l h a r , de modo 1 

que p u l s o s a d j a c e n t e s tendem a se s u p e r p o r . I s t o provoca o que 



é denominado interferência e n t r e símbolos (FIG.1.3b), a q u a l 

deve ser 

FIG-1-3-FORMAS DE ONDA PRESENTES NO DIAGRAMA DA FIG.1.2(TRANSMIS 

SOR) . 

mantida a um nível mínimo, de modo a e v i t a r interpretações errô

neas dos b i t s na recepção, Na f i g u r a 1.3c está representada a 1 

forma de onda que t e r i a o s i n a l se o mesmo so f r e s s e uma modula -

ção de f a s e , antes de ser t r a n s m i t i d o ^ ^ . Dependendo da n a t u r e z a 

do meio t r a n s m i s s o r e s t a operação (modulação) pode se t o r n a r f u n 

damental para o desempenho do siste m a , como é o caso de um e n l a 

ce de HF, onde os s i n a i s sao enviados através de antenas para o 

espaço l i v r e . 
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Durante sua passagem p e l o c a n a l o s i n a l 1 

s o f r e perturbações de d i v e r s o s t i p o s . O termo ruído re p r e s e n 

t a , em um s e n t i d o amplo, qualquer s i n a l presente no canal que 

nao s e j a o desejado. Na m a i o r i a dos casos sua ocorrência ê um 

fenômeno do t i p o aleatório, como mostra a f i g u r a 1.4a. Se o 

mesmo soma-se a mensagem, então a sa l d a do b l o c o demodulador 1 

é como a da f i g u r a 1.4b e o ruído é d i t o a d i t i v o . Uma maneira 

de r e c u p e r a r a informação na sua forma d i g i t a l o r i g i n a l , se -

r i a amostrar o s i n a l r e c e b i d o como se vê na f i g u r a 1.4b. O s i 

n a l recuperado está na f i g u r a 1.4c. 

FIG-1.4-F0RMAS DE ONDA PRESENTES NO DIAGRAMA DA FIG.1.2(RECEP 

TOR) . 
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Para que a decisão sobre a ocorrência de um 

p u l s o s e j a confiável é p r e c i s o que a relação sinal/ruído no de 

t e t o r permaneça acima de um c e r t o nível. Por o u t r o l a d o , d e v i 

do a limitação e x i s t e n t e na relação sinal/ruído (a potência do 

tr a n s m i s s o r não pode ser a r b i t r a r i a m e n t e grande) .é uma t a r e f a 1 

b a s t a n t e difícil e l i m i n a r completamente a ocorrência de e r r o s 1 

no sistema, de modo que e s t e s sempre tenderão a o c o r r e r , em 

maior ou menor quantidade- Na f i g u r a , observe que o s e x t o d l g i 

t o detetado n l o está c o r r e t o . 

O o b j e t i v o de qualquer sistema de comunica

ção ê t r a n s m i t i r "informação de um ponto a o u t r o , de maneira 1 

e f i c i e n t e , sim ples e b a r a t a . O compromisso i n e r e n t e a e s t a 1 

afirmação ê o b v i o de modo que é p r e c i s o d e f i n i r - s e um critério 

para qxie se possa afirmar--que um dado-sistema é ótimo. Conside 

rando apenas o aspecto da eficiência, a questão que surge na tu 

ralmente é se, para um dado canal de comunicação, ê possível 1 

t r a n s m i t i r informação com uma ocorrência de e r r o s t a o b a i x a 1 

quanto se q u e i r a . — E s t a é uma questão fundamental, uma vez que 

se a r e s p o s t a f o r n e g a t i v a , não haverá s e n t i d o em se t e n t a r ' 

c o n s t r u i r sistemas mais complexos. Apresentada de forma mais 

p r e c i s a , o que se quer saber exatamente é: Sendo f i x a d a s a po

tência disponível (P , em w a t t s ) e a t a x a de transmissão(R, em 
av 

b i t s / s e g ) , é possível, para um dado c a n a l , r e d u z i r a t a x a de 

e r r o s a um v a l o r a r b i t r a r i a m e n t e pequeno? A r e s p o s t a a e s t a ' 

pergunta f o i dada p o r Claude Shannon, em 1948, em um t r a b a l h o 1 

que r e p r e s e n t a um marco no estudo das Comunicações^"^ . Shannon 

desenvolveu uma t e o r i a matemática da comunicação, depois chama 

da T e o r i a da Informação, destinada "a l i d a r com os aspectos 
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mais fu n d a m e n t a i s dos sistemas de comunicação. As c a r a c t e r l s t i 

cas p r i n c i p a i s d e s t a t e o r i a são (1) a abordagem estatística da 

transmissão da informação (os fenômenos que afetam o desempe -

nho de um s i s t e m a de comunicação são essencialmente d e s t a n a t u 

reza) e (2) um grande destaque ao problema da existência de 

técnicas de codificação capazes de r e d u z i r a p r o b a b i l i d a d e de 1 

e r r o s na recepção. E n t r e o u t r o s r e s u l t a d o s , Shannon mostrou 1 

que, p a r a mensagens de duração T segundos, enviadas através 

de um c a n a l binário simétrico gaussiano,-a probabiliôade õe er 

r o está l i m i t a d a s u p e r i o r m e n t e através de 

Pe < e - ^ ^ J (1.1) 

onde E (R) , uma função chamada expoente de e r r o , tem a forma ge 

r a l mostrada na f i g u r a 1.5 e C r e p r e s e n t a a mais a l t a taxa de 

transmissão p a r a a .qual E(R) é não n e g a t i v o . 

FJG. 1-5 - FUNÇÃO EXPOENTE DE ERRO 
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Da expressão vemos <jue P pode ser f e i t a tão pequena ' 

quanto se q u e i r a , p a r a um dado K t a l que E(R)>Q, aumentan

do a duração T do s i n a l . 

Neste t r a b a l h o não trataremos da T e o r i a ' 

da Informação e o l e i t o r p a r t i c u l a r m e n t e i n t e r e s s a d o no assun 

t o deve d i r i g i r - s e às referências ( 3 ] , ( 6 ) , (7} e ( 8 ) . O que 

queremos e n f a t i z a r t o d a v i a , ê a existência de r e s u l t a d o s como 

o da expressão ( 1 . 1 ) , baseados em uma t e o r i a matemática bem 

e s t a b e l e c i d a , e a p o s s i b i l i d a d e de se v i s l u m b r a r a l g o r i t m o s , 

passíveis de implementação prática, para obtenção de t a i s r e 

s u l t a d o s . Os códigos c o r r e t o r e s de e r r o s representam uma t e n 

t a t i v a extremamente i m p o r t a n t e neste s e n t i d o e a abordagem 1 

p r o p o s t a neste t r a b a l h o r e p r e s e n t a , em muitos casos, uma me — 

l h o r a em relação aos r e s u l t a d o s o b t i d o s até agora. 

1.2 CANAIS DISCRETOS SEM MEMORIA 

Para que se possa a n t e c i p a r o desempenho 1 

de um sistema de comunicação e e n c o n t r a r técnicas que permi -

tam aumentar'sua eficiência é de fundamental importância que 

se tenha informação p r e c i s a sobre o canal de transmissão. Sen 

do assim, ê necessário'se e s t a b e l e c e r um modelo matemático 1 

que simule as características do c a n a l , o que i m p l i c a na espe 

cificaçao dos s e g u i n t e s elementos: 

(1) - O conjunto das possíveis entradas do canal. 

(2) - O c o n j u n t o das possíveis saídas do c a n a l . 
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(3) - As p r o b a b i l i d a d e s de transição r e l a c i o n a n d o os c o n j u n 

t o s acima. 

Modelos das mais d i v e r s a s complexidades e x i s 

(9) 

tem para d i f e r e n t e s t i p o s de canais , porem a r e a l i d a d e f1 

s i c a nunca é tão simples de modo que possa ser exatamente r e 

presentada p o r um modelo matematicamente tratãvel. E n t r e os 

modelos de c a n a i s largamente u t i l i z a d o s no estudo das comuni 

cações estã o chamado Canal D i s c r e t o sem Memória (DMC), o 

q u a l será co n s i d e r a d o neste t r a b a l h o . Para e s t e t i p o de ca -

n a l , as possíveis entradas e saídas pertencem a um a l f a b e t o ' 

f i n i t o de símbolos e cada par de entrada e saída está e s t a -

tísticamente r e l a c i o n a d o através de uma p r o b a b i l i d a d e de 1 

transição. Consideremos, por exemplo, um canal d i s c r e t o sem 

memória c u j o ' a l f a b e t o de entrada A c o n s i s t a dos L i n t e i -

r os 0,1....L-l e c u j o a l f a b e t o de saída B c o n s i s t a dos M 

i n t e i r o s 0,1,....M-l. O canal é então c a r a c t e r i z a d o por um ' 

c o n j u n t o de p r o b a b i l i d a d e s de transição {P(m|.£.)}, 0 < £ <1>~1 

e 0 < m < M-l. Por definição, P(m|£) s i g n i f i c a a p r o b a b i l i d a 

de de se t e r , na s a l d a do c a n a l , o i n t e i r o m , dado que o 

i n t e i r o £ ê a e n t r a d a do c a n a l . Um canal d i s c r e t o sem memõ 

r i a é r e p r e s e n t a d o esquematicamente como mostra a f i g u r a 1.6 
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A denominação sem memória s i g n i f i c a que as saídas no i n s t a n t e 

t dependem apenas das e n t r a d a s naquele i n s t a n t e , sendo i n d e 
o — 

pendentes de e n t r a d a s e saídas a n t e r i o r e s . D i t o de o u t r a f o r 

ma, se 7 ^ N = ( a 0 , a 1 , .
 E B N = ^ 0 ' b l ' * * " B N - l * r e p r e s e n t a m , 

r e s p e c t i v a m e n t e , sequências-de entrada e saída do c a n a l , en -

tão a p r o b a b i l i d a d e de se t e r B^ dado A^ é dada por 

P ( B N Í V " f f P ( b J a n J U * 2 ) 

iUO 

Um dos modelos de canais largamente usado 1 

na avaliação do desempenho dos sistemas de comunicação e que 

s a t i s f a z as condições acima, é aquele em que se tem 

A = B = {0,1} - (1.3) 

F I G . 1 . 7 — C A N A L B I N Á R I O S I M É T R I C O . 
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Os números q Q e p Q sao aa p r o b a b i l i d a d e s de recepção r e s p e c t i 

vãmente c o r r e t a e errônea, em relação ao símbolo t r a n s m i t i d o . 

A p r o b a b i l i d a d e de se tomar uma decisão e r r a d a na recepção de

pende das propriedades estatísticas do ruídòi que ocorre na 1 

transmissão. Em um canal binário simétrico, se as sequencias 1 

a e B d i f e r e m em d posições , a p r o b a b i l i d a d e de e r r o na 
N N 

recepção será dada por 

N-l 

Pe = 1 - M ^ n 1 ^ ( 1 - 3 ) 

onde 

n=0 

N-d , 
Pe = 1 " % Po ' ( 1 - 4 ) 

q , se h±=a± 

PCb. (a. ) - ° - (1.5) 
1 1 " P 0'

 s e b Í ^ a i 

Como em g e r a l p <q , então P cresce monotonicamente com d , 

de modo que escol h e r A ^ no s e n t i d o de maximizar P Í B ^ I A ^ ) é 1 

e q u i v a l e n t e a escol h e r aquela sequência que d i f i r a de B N no me 

nor número de posições. Se A^ é uma p a l a v r a de um dado código, 

este processo de decodificaçao ê chamado decodificação por se

melhança máxima. Esta e o u t r a s técnicas de decodificação serão 

d i s c u t i d a s no C a p i t u l o 3. 

1.3 CÕDIGOS CORRETORES DE ERROS . 

Desde o surgimento dos t r a b a l h o s de Shannon, 

um grande esforço tem sid o f e i t o nas pesquisas dedicadas ao 1 

problema de p r o j e t a r esquemas e f i c i e n t e s que permitam a t r a n s -
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missão de informação, de maneira confiável, através de canais 

de comunicação r e a i s , i . e c a n a i s s u j e i t o s aos problemas de 

ruído, distorção, interferência e n t r e símbolos, e t c . Neste 

s e n t i d o , a codificação de c a n a l r e p r e s e n t a , até agora, um dos 

esforços mais bem sucedidos. Por codificação de c a n a l , enten

de-se a adição c o n t r o l a d a de redundância a uma mensagem, no 

s e n t i d o de protegê-la de e v e n t u a i s distúrbios p r o v e n i e n t e s do 

c a n a l . A redundância a d i c i o n a d a p e r m i t e , em muitos casos, a 

proteção e mesmo a correção dos e r r o s que ocorreram na mensa

gem. Códigos que se destinam a r e a l i z a r t a i s o b j e t i v o s são 

chamados códigos c o r r e t o r e s de e r r o s . De um ponto de v i s t a 

prático, a p r i n c i p a l limitação destes t i p o s de códigos tem s i 

do a complexidade dos c i r c u i t o s d e c o d i f i c a d o r e s , o que tem 1 

o r i e n t a d o as pesquisas no assunto para a obtenção de esquemas 

de fácil implementação. E n t r e t a n t o alguns f a t o r e s tem c o n t r i 

buído de forma s i g n i f i c a t i v a para a utilização cada vêz maior 

de códigos c o r r e t o r e s de e r r o s em sistemas de comunicação. En 

t r e eles poderíamos c i t a r : 

(1) - O grande desenvolvimento na t e c n o l o g i a de c i r c u i t o s in 

tegrados d i g i t a i s , o que t o r n o u possível a implementação de 

esquemas c o d i f i c a d o r e s / d e c o d i f i c a d o r e s que seriam p r o i b i t i v o s 

hã alguns anos atrás. 

(2) - O rápido c r e s c i m e n t o de sistemas de comunicação c u j a ta 

xa de e r r o s tolerável é m u i t o b a i x a (computadores-e satélites, 

p . e x . ) . 

(3) - 0 desenvolvimento da própria t e o r i a de códigos cora a 

descoberta de técnicas de codificação e~decodificação e f i c i e n 

t e s como. p o r exemplo,_a d e c o d i f icação de l i m i a r ̂ .í^ ,o algorít 
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mo para d e c o d i f i c a r códigos BCH de Berlekamp , a d e c o d i f i c a 

(12) 

çao sequencial de Wozencraft , o procedimento de V i t e r b i pa 

ra códigos c o n v o l u c i o n a i s ^ ^ , e t c . 

(4) - A comprovação, através de, simulação em computador e de 

t e s t e s em c a n a i s r e a i s , de que sistemas que u t i l i z a m códigos 1 

apresentam uma sensível m e l h o r i a em desempenho, com uma menor' 

p r o b a b i l i d a d e de e r r o para uma dada relação sinal/ruído. V a l o 

r e s típicos da redução o b t i d a sobre P e são da ordem de 10 ^. 

A idéia da utilização de redundância no com

bate aos e f e i t o s p r o d u z i d o s p e l o ruído pode ser en t e n d i d a de 

forma simples através do exemplo dado a s e g u i r . Consideremos o 

seguinte t e x t o r e c e b i d o , em língua portuguesa, correspondente' 

a uma mensagem enviada por telegrama: 

"VOCE FOI ACEETO PARA O PROGLAMA DE 

DOUTORAMELLO DA NOSSO UNEBIRSIDADE 

VG QUE SE IMICIA EM 25 DE SETELDRO 

PROXIRO." 

Percebe-se que os e r r o s e x i s t e n t e s na mensagem receb i d a podem' 

ser f a c i l m e n t e d e t e t a d o s e c o r r i g i d o s , tornando i m e d i a t a a com 

preensão do t e x t o . I s t o se deve â a l t a redundância p r e s e n t e na 

língua portuguesa, no s e n t i d o de que muitas combinações de l e -

t r a s simplesmente não ocorrem, tornando possível sua i d e n t i f i 

cação e consequente correção. Surge, porém, uma dúvida em r e l a 

ção ao número 25. E s t a r i a o mesmo c o r r e t o ? Ou a data o r i g i n a l 

mente t r a n s m i t i d a f o i 15? Ou 24? Claro que não p o d e r i a ser 35, 

e n t r e t a n t o a dúvida não pode ser prontamente e s c l a r e c i d a , uma 
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vez que combinações numéricas do t i p o acima usam pouca ou ne

nhuma redundância e assim qualquer número i n t e i r o 1 < M < 30 

p o d e r i a / t e r o c o r r i d o . Se, em vez de apenas 2_5 tivéssemos, por 

exemplo, SEGUNDA-FEIRA 25 DE SETEMBRO, então a redundância 1 

acrescentada p e r m i t i r i a a deteçao de e r r o s e t a l v e z a c o r r e — 

ção dos mesmos. 

Em um sistema de comunicação d i g i t a l , as 

sequências binárias de informação nao possuem, por si própri

as , nenhuma redundância, de modo que é impossível d e t e t a r a 

presença de e r r o s que possam t e r o c o r r i d o d u r a n t e a t r a n s m i s 

são. Para que i s t o s e j a conseguido, é necessário a c r e s c e n t a r -

se à mensagem b i t s e x t r a s que, embora nao conduzindo- nenhuma 1 

informação nova, permitem a deteção e/ou localização dos er -

r o s . Para e s c l a r e c e r melhor as afirmações acima c o n s i d e r e , p o r 

exemplo, o s e g u i n t e c o n j u n t o de mensagens binárias: 

0 0 0 1 0 0 

0 0 1 1 0 1 

0 1 0 1 1 0 

0 1 1 1 1 1 

Vê—se que o mesmo nao contém redundância desde que estão p r e 

sentes todas as p a l a v r a s formadas por três c a r a c t e r e s binári

os. Se d e f i n i r m o s a eficiência de uma mensagem como sendo a 

relação e n t r e a informação c o n t i d a na mesma e a máxima i n f o r 

mação possível de ser t r a n s m i t i d a e consideramos que as 8 

mensagens sao igualmente prováveis, então teremos: 

l o g 8 
E = ? = 100% (1-6) 

31og 22 
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e a redundância 

1 - E = 0% (1.7) 

O r e s u l t a d o Çl-7) s i g n i f i c a cjue não hã nenhuma p o s s i b i l i d a d e 1 

de deteçao/correção de e r r o s pára as 8 mensagens. De f a t o , a 

ocorrência de qualquer configuração de e r r o s sobre alguma pa

l a v r a , converte-a em o u t r a p a l a v r a igualmente válida. Conside 

re agora que um b i t e x t r a é adicionado a cada mensagem de 

acordo com a s e g u i n t e r e g r a : Se o número de l * s da p a l a v r a é 

par, então o b i t e x t r a é 0 (zero) e em caso contrário é 1; ou 

s e j a , o q u a r t o b i t i c a l c u l a d o através da soma módulo 2 dos 

c a r a c t e r e s da p a l a v r a . Procedendo assim, formaríamos o seguin 

te c o n j u n t o de mensagens: 

0 0 

0 o 

0 1 

0 1 

0 o 

1 1 

0 1 

1 o 

1 o 

1 o 

1 1 

1 1 

0 1 

1 o 

0 o 

1 1 

Admitamos que a p a l a v r a 0 0 1 1 , tendo s i d o t r a n s m i t i d a , so

f r e u uma alteração na segunda posição e f o i r e c e b i d a como * 

0 1 1 1 . Recalculando o b i t redundante vê-se que o mesmo deve 

r i a ser 0 e nao 1 , de modo que assim detetamos a presença ' 

de um e r r o . Observe que sempre que o c o r r e r um número par de 

e r r o s , e s t e s não poderão ser detetados. Por o u t r o l a d o , a não 

verificação do b i t de paridade acrescentado i m p l i c a apenas na 

ocorrência de um número impar de e r r o s . 0 preço pago por es t a 

capacidade de deteção está na diminuição da eficiência, p o i s 

agora 



E = 
. .log.8 
•• z_ 

41og2 
2 

= 75% Cl-10) 

1 — E — 25% (1-11) 

Hã então um compromisso e n t r e eficiência de transmissão e ca

pacidade de c o n t r o l e sobre os e r r o s , c u j a solução õtima é f u n 

ção das características p a r t i c u l a r e s de cada problema. O cõdi 

go d e s c r i t o acima e um -código de um b i t de p a r i d a d e (redundân 

c i a ) e p e r t e n c e â c l a s s e dos códigos de b l o c o l i n e a r e s , des -

c r i t o s n o c a p i t u l o 3 . 

O diagrama de b l o c o s da f i g u r a 1.8 1 

descreve um s i s t e m a de comunicação d i g i t a l que f a z uso da co

dificação de c a n a l . 

F O N T E I N V E R S O R 
A/D 

CODIFI
CADOR 

^ MODULADOR 

RUIDO 

C 
A 
N 
A 

DESTINA

TÁRIO 
C O N V E R S O RU-

D/A 
DECODIFI
CADOR 

DETETOR c pEMODULADOR 
FILTRO 

FIG.l-S - SISTEMA DE COMUNICAÇÃO DIGITAL COM CODIFICAÇÃO DE CANAL, 
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A escolha do t i p o de código a ser usado é função 

de muitos f a t o r e s e nem sempre é uma decisão fácil de ser 

tomada. De uma maneira g e r a l , e n t r e t a n t o , códigos de a p l i — 

cação prática devem t e r uma boa capacidade de deteçao e ' 

correção de e r r o s , ser e f i c i e n t e s ( i . e . usar pouca redun -

dãncia) e de fácil implementação. A obtenção destas carac

terísticas tem s i d o a meta dos pesquisadores nesta área, 1 

c u j o t r a b a l h o teve início há quase três décadas. Em 19 50 , 

(14) 

Richard Hamming, em um a r t i g o p i o n e i r o da t e o r i a da co

dificação , encontrou um código capaz de c o r r i g i r um e r r o 

ou d e t e t a r d o i s e r r o s por p a l a v r a . Durante e s t a década ou

t r o s códigos foram construídos, porém quase sempre para 1 

propósitos específicos. Uma c l a s s e i m p o r t a n t e de códigos 1 

capazes de c o r r i g i r mais de um e r r o por p a l a v r a f o i desco

b e r t a em 1959/60 de maneira independente, por Bose/Chaud -

h u r i ̂ ^ n o s Estados Unidos da América do Norte e Hocquen -

ghem ^ ^ , na França. O surgimento de o u t r a s classes de có

digos capazes de c o r r i g i r t e r r o s por p a l a v r a seguiu-se 1 

imediatamente, o que r e p r e s e n t o u um grande impulso na a — 

bordagem algébrica da t e o r i a da codificação. Nesse aspecto 

os t r a b a l h o s de Reed e Solomon (1960), Bose e Chaudhuri ' 

(1960), Hocquenghem (1959), G o r e n s t e i n e Z i e r l e r (1961), * 

Peterson (1961) e Berlekamp (1963) , desempenharam um papel 

extremamente i m p o r t a n t e . Desde então a t e o r i a da c o d i f i c a 

ção de canal desenvolveu-se b a s t a n t e sendo atualmente r e s 

ponsável por uma v a s t a área de pesquisa. A l i t e r a t u r a no 1 

assunto é b a s t a n t e ampla e a r t i g o s a t u a i s sobre códigos 1 

podem ser encontrados nas r e f e r e n c i a s c i t a d a s no p r e s e n t e ' 

t r a b a l h o . 
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1.4 TXPOS DE CÓDIGOS 

Dependendo da maneira como se a d i c i o n a r e -

dundância a uma mensagem, d o i s t i p o s básicos de códigos c o r r e 

t o r e s de e r r o s podem r e s u l t a r . Se o ; c o d i f i c a d o r processa a i n 

formação em b l o c o s , i s t o é, secciona a sequência de dígitos 1 

de informação em p a l a v r a s de um dado comprimento e opera de 1 

modo independente com esta s p a l a v r a s , o código r e s u l t a n t e é 

chamado código de b l o c o . Neste caso, a redundância acrescenta 

da a cada b l o c o serve para c o r r i g i r e/ou d e t e t a r e r r o s apenas 

naquele b l o c o . A operação de um c o d i f i c a d o r de blo c o está mos 

t r a d a na F i g u r a 1.9. 

...100110010101 CODIFICADOR 
. . .1001110101011010 
— 

DE BLOCO 

(a) 

ENTRADA 
DE 
DADOS 

REDUNDÂNCIA 

-o 

SAÍDA 

CODIFICADA 
-o 

(b) / 

F l G . l . 9 - ( a ) Procedimento de um c o d i f i c a d o r de b l o c o 

- ( b ) Versão s i m p l i f i c a d a de um c i r c u i t o c o d i f i c a d o r . 
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A o u t r a classe, de códigos, denominada códigos 1 

de a r v o r e , é aquela onde a redundância adicionada a cada b l o c o 

é função -de mais de um b l o c o de informação, de modo que e s t e s ' 

não são t r a t a d o s de forma independente. A subclasse mais impor 

t a n t e destes códigos ê a dos "códigos c o n v o l u c i o n a i s , que são 

mais simples e de mais fácil implementação que o u t r o s t i p o s de 

códigos de a r v o r e . A operação de um c o d i f i c a d o r c o n v o l u c i o n a l ' 

está mostrada na f i g u r a 1.10 

. ..11101 
CODIFICADOR 

01111011 
CON VOLU CIONAL s 

Ca) 

ENTRADA 

DE _ 
DADOS 

à REDUNDÂNCIA SAÍDA 

CODIFICADA 

(b) 

FIG.1-10- (a) Procedimento de um c o d i f i c a d o r c o n v o l u c i o n a l . 

- (b) Versão s i m p l i f i c a d a de um c i r c u i t o c o d i f i c a d o r . 

Destes d o i s t i p o s de códigos, os códigos de 
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b l o c o tem uma t e o r i a mais bem d e s e n v o l v i d a e a razão para i s t o 

ê a existência de e s t r u t u r a s matemáticas bem compreendidas as

s o e i adâs a e l e s . Dessa forma, os mesmos tem si d o responsáveis1 

por um maior volume de" l i t e r a t u r a que os códigos de a r v o r e . En 

t r e t a n t o , ambos tem capacidade de correção e deteçao de e r r o s 1 

semelhantes e apresentam c e r t a s limitações básicas, de modo 

que a decisão em f a v o r de um d e l e s é função de f a t o r e s como o 

formato dos dados, o r e t a r d o p e r m i t i d o n a decodificação, o t i 

po de c a n a l , a complexidade r e q u e r i d a pára um dado desempenho, 

e t c . 

Neste t r a b a l h o l i d a r e m o s apenas com códigos de 

b l o c o , de modo que não consideraremos os códigos de arv o r e 1 

alem das definições acima. O l e i t o r i n t e r e s s a d o n e s t e t i p o de 

códigos deve d i r i g i r - s e âs referências (13) e (17) . 

1.5 APLICAÇÕES 

Técnicas de codificação de c a n a l , usando códi

gos c o n v o l u c i o n a i s ou de b l o c o , vem sendo a p l i c a d a s com suces

so a sistemas de comunicação já há vários anos. Em situações 1 

onde a p r o b a b i l i d a d e de e r r o tolerável p e l o sistema é bastante 

b a i x a , a transmissão de informação de forma confiável muitas ' 

vezes só ê economicamente viável quando se u t i l i z a m códigos 1 

c o r r e t o r e s de e r r o s . A p a r t i r de 1970, experiências com canais 

de HF, c a n a i s telefônicos e enlaces de microondas, vieram com

provar a v i a b i l i d a d e da utilização dos códigos c o r r e t o r e s de 

e r r o s em m u i t a s situações de i n t e r e s s e prático. Nesta seção 
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apresentaremos algumas de suas p r i n c i p a i s aplicações. 

1.5.1 -•TRANSMISSÃO DE DADOS 

Segundo as recomendações do CCITT, a 

ta x a de e r r o s em transmissão de dados na rede pública deve 1 

ser i n f e r i o r a 10 ~*, i s t o ê, em média um b i t errado em 10^ 

t r a n s m i t i d o s . Em sistemas que u t i l i z a m modems de a l t a v e l o c i 

dade, com t a x a s de transmissão s u p e r i o r e s a 9600 bits/seg,têc 

n i c a s de deteção e retransmissão (ARQ) dos dígitos errados 1 

tornam-se impraticáveis, de modo que as taxas de e r r o s admis

síveis só podem ser alcançadas, sem que o custo e a complexi

dade do sistema aumentem em demasiado, através do uso de cõdi 

gos c o r r e t o r e s de e r r o s . Códigos para correção de e r r o s a l e a 

tórios e e r r o s em blocos ("bursts") ..tem -sido usados em s i s t e 

mas de comunicação por t e l e g r a f i a , t e l e x e computadores. Exem 

p i o s típicos de códigos u t i l i z a d o s são ASCII, o código de Ham 

ming e códigos cíclicos. 

1.5.2 - ENLACES DE HF 

A f a i x a do e s p e c t r o correspondente 1 

ãs a l t a s frequências de 3 a 30 MHZ é normalmente u t i l i z a d a 

para transmissão de s i n a i s de voz e s i n a i s telegráficos v i a 

rádio. Estas transmissões sofrem os e f e i t o s de ruído f e i t o pe 

lo homem, de pertubações atmosféricas(variação nas condições1 

de propagação) e de interferência p r o d u z i d a pelos usuários da 

f a i x a , normalmente radioamadores. 
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Devido a e s t a d i v e r s i d a d e de f o n t e s de e r r o s , um s i s t e m a de 

transmissão de dados mesmo bem p r o j e t a d o e t r a b a l h a n d o na me

l h o r frequência disponível a p r e s e n t a t a x a s de e r r o da ordem 1 

-3 —2 
de 10 - 10 p o r períodos de 5 a 10 minutos. R e s u l t a d o s t e o 

(9) 

r i c o s e e x p e r i m e n t a i s mostram que a diferença e n t r e e s t a s 1 

t a x a s e a d e s e j a d a (da ordem de 10 "*) pode ser superada sem • 

que se p e r c a m u i t o em eficiência, com a utilização de códigos 

c o r r e t o r e s d e e r r o s . 

1.5.3 COMUNICAÇÃO VIA SATÉLITE 

D i v e r s a s razões j u s t i f i c a m a necessidade da 

utilização de códigos em s i s t e m a s de comunicação v i a satélite 

- Quando uma chamada telefônica a t i n g e o d e s t i n o e r r a d o , ha 

uma grande diferença se i s t o o c o r r e em uma rede urbana ou em 

um sistema de comunicação v i a satélite. 

- Devido âs limitações de l a r g u r a de f a i x a e potência, iê de 

extrema importância que se t r a n s m i t a informação a uma t a x a 1 

tão próxima q u a n t o possível da capacidade de c a n a l . Códigos 1 

de a l t a e f i ciência e complexidade de implementação medi a p e r 

mitem uma transmissão " l i v r e de e r r o s e são uma solução econô

mica para o p r o b l e m a . 

- Nas condições n c i m a i s de operação o canal de comunicação 1 

por satélite pode s e r inodelôâo.por um canal binário simétrico 

o qual é o mais s i m p l e s • para c o n t r o l e de e r r o s 

Códigos típicos para este t i p o de enlace ' 

são códigos cíclicos, BCH e c o n v o l u c i o n a i s . 
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CAPÍTULO XI 

CÕDrGOS LINEARES 

Neste c a p i t u l o , serão apresentados os 

conceitos básicos que definem a e s t r u t u r a dos códigos l i n e a — 

res binários de b l o c o . Estes códigos possuem uma formulação ' 

matemática bem e s t a b e l e c i d a , o que t o r n a sua implementação 1 

mais fácil, na. m a i o r i a dos casos, em comparação com os cõdi -

gos do t i p o não l i n e a r . Examinaremos alguns t i p c s simples de 

códigos de b l o c o , bem como sua subclasse mais i m p o r t a n t e , que 

são os códigos cíclicos. 

2.1 CÓDIGOS DE BLOCO 

Um código C(n,k,d) ê um c o n j u n t o de 2l 

n-uplas binárias, chamadas p a l a v r a s código, as q u a i s d i f e r e m 1 

e n t r e sí p e l o menos em d posições e formam um subespaço do es 

paço v e t o r i a l - V de todas as n-uplas. O processo de c o d i f i c a 

ção c o n s i s t e basicamente de duas etapas: 

(1) - Os dígitos de informação sãò segmentados em blocos de 

comprimento k. 

(2) - Cada b l o c o de informação ê transformado em o u t r o bloco 

de comprimento n ( n > k ) . Os (n-k) dígitos acrescentados ' 

ao b l o c o de comprimento k são chamados dígitos de t e s 

te de p a r i d a d e e representam a redundância que v a i per 

m i t i r a deteção e/ou correção de e r r o s que venham a 

o c o r r e r no sistema de comunicação. 

Para os códigos l i n e a r e s q-ários,sen 

do q uma potência de um primo, os dígitos de paridade são 
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c a l c u l a d o s a p a r t i r da soma modulo q dos dígitos de informa 

ção.. I s t o é e q u i v a l e n t e a d i z e r que. um código (n,k,d) é l i n e -

ar se e somente se o conjunto das 2 p a l a v r a s código ê um 

subespaço do espaço v e t o r i a l de todas as n-uplas . 

A segui r apresentamos um exemplo que esclarecerá melhor os 

c o n c e i t o s atê a q u i d e f i n i d o s . 

EXEMPLO 2.1 -

Considere o código 0 ( 7 , 3 , 4 ) , cujas equa

ções de t e s t e de paridade são 

c l = K l + K 2 

C 2 = K 2 K 3 

C 3 =
 K l K 3 

C 4 =
 K l + K 2 

Assim, cada b l o c o de informação de 3 dígitos ê c o d i f i c a d o em 

uma p a l a v r a código de 7 dígitos, como mostra a t a b e l a abaixo. 

MENSAGEM PALAVRA - CÕDIGO 

k l k 3 k 2 k 3 c i C2 C 3 C 4 

0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 

0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 

1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 

0 1 . 1 0 1 1 1 0 1 0 

1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 

1 1 0 1 1 0 0 1 1 0 

1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 
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Desde que K=3, existem 8 mensagens d i f e r e n t e s que são c o d i f i 

cadas em o i t o s e x t u p l a s , formando um subespaço de dimensão 3 

sobre o espaço v e t o r i a l das s e x t u p l a s . 

2.2 FORMULAÇÃO MATRICIAL 

Sabemos da álgebra l i n e a r (apêndice A) * 

que se S^ r e p r e s e n t a um subespaço do espaço v e t o r i a l de t o 

das as n - u p l a s , é possível e n c o n t r a r K n-uplas l i n e a r m e n t e * 

independentes em S^, que formam'uma base para e s t e subespaço. 

- k 

S^ tem dimensão:" K e possui 2 n - u p l a s . Este r e s u l t a d o suge

r e uma maneira de descrever um código l i n e a r C (n, k, d) através 

de uma m a t r i z (k x n ) , cujas K l i n h a s l i n e a r m e n t e indepen -

dentes formam uma base para o subespaço formado p e l a s 2 p a l a 

v r a s do código. Esta m a t r i z é chamada m a t r i z geradora do cõdi 

go e tem a forma 

CG) = 

v. 

v. 

v. 
I 
1 
I 

V. 

Dessa forma, a s 2 p a l a v r a s d o código pertencem a o espaço l i 

nha de [ G 3 , i s t o é, se [m) = (m^ , . . -m̂ .) r e p r e s e n t a um b l o c o ' 

de informação, então a p a l a v r a código correspondente é dada 1 

por 

V-

j-

(u) = ím] (G) = tm ,m2, . . .m̂ ) v ^ ... £2.2) 

i 
v. 



ou (u) - mx CV-jp + m 2

[ V 2 3 + + m v t v v ) k [ V k 
(2.3) 

Vê-se então que as p a l a v r a s de C sao o b t i d a s por combina 

ções l i n e a r e s das l i n h a s de[G)e é d i t o que as l i n h a s detG^ge-

rara um código l i n e a r C ( n , k , d ) . 

EXEMPLO 2.2 -

Vamos descrever o código d e f i n i d o no exem -

p i o 1 p e l a sua m a t r i z geradorafG). De acordo com as equações 

de t e s t e de p a r i d a d e , cada p a l a v r a do código é da forma 

Cu) = íkx k 2 k 3 k-j+fc^ ^ 2 + k 3

 k

1

+ ^ 3

 k

1

+ k 2 + k 3 ] 

c u j a representação m a t r i c i a l é 

Cu) = ( k 1 k 2 k 3 ) 

1 0 0 1 0 1 1 

0 1 0 1 1 0 1 

0 0 1 0 1 1 1 

sendo assim, o código do exemplo 1 ê um código C (7 , 3 , 4) cu 

ja m a t r i z geradora é 

1 0 0 1 0 1 1 

0 1 0 1 1 0 1 

0 0 1 0 1 1 1 

De maneira g e r a l , um cõdigo l i n e a r C(n,k,d ) 

pode ser d e s c r i to por uma m a t r i z geradora, a q u a l tem a s e 

g u i n t e forma: 
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1 Q Q 0 p n p 1 2 - " P l , n - k 

0 1 0 0 P 2 1 P 2 2 - " p 2 , n - k 
CG ) - 0 

1 

0 
1 
1 

1 — 
1 

t 

0 P 3 1 
1 

P 3 2 " 
( 

P3,n-k 
1 
t 

1 

0 
1 
0 

1 
0 

1 

1 

1 

l 
1 

1 
P k 2 -

1 
1 

~ ~ P k , n - k 

(2.4) 

ou 

CG]= t i . P) (2.5) 

onde I, r e p r e s e n t a a m a t r i z i d e n t i d a d e de ordem K e P i uma 
•K. 

m a t r i z do t i p o K x ( n - k ) . 

Uma segunda descrição m a t r i c i a l para ' 

os códigos em blo c o l i n e a r e s e a que f a z uso da m a t r i z (H}, cha 

mada m a t r i z de t e s t e de p a r i d a d e . A m a t r i z cH) e construída de 

modo que o p r o d u t o e s c a l a r de qualquer combinação l i n e a r das 

l i n h a s de (G) por uma l i n h a de (H) e n u l o , i s t o é,ÍH)i o r t o g o -

(19) -
n a l ao espaço-linha de (-G3 . Assim se 

CH) = 

11 

L21 

h 
(n-k) 1 

12 -~ 

22 

h 
(n-k) 2 

l n 

h 
2n 

h 
(n-k)n 

(2.6) 

Cu) = ( u n ,u , . . . ..,ü 3 
1 2 n 

(2.7) 
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representam respectivamente a m a t r i z de t e s t e de paridade e 

um v e t o r do espaço-ÜTiha de [G) então devemos t e r 

Cu) ( H ) T = (0 0 0 0 ) . (2.8) 

Dessa forma, Cu )é uma p a l a v r a cõdigo do código l i n e a r C(n,k,d) 

gerado por (G )se e só se (2.8) se v e r i f i c a r . 

De maneira semelhante a expressão (2.5) a 

m a t r i z H C(n-k) x n) pode ser colocada na forma 

£H)= CPT ; I n _ k 3 (2.9) 

T 

onde P e l n _ k representam r e s p e c t i v a m e n t e a t r a n s p o s t a d a m a 

t r i z P e a m a t r i z i d e n t i d a d e de ordem ( n - k ) . 

2.3 CAPACIDADE DE CORREÇÃO 

Dois t i p o s d i s t i n t o s de e r r o s podem o c o r r e r 

em sistemas 'de comunicação: 

(1) Os símbolos t r a n s m i t i d o s podem s e r afetados de maneira in 

dependente. São os chamados e r r o s aleatórios. 

(2) Em alguns canais ocorrem pextubações c u j a duração é maior 

que o tempo alocado para cada símbolo, de modo que vários 

deles podem ser afetados consecutivamente. São os chama -

dos e r r o s em b l o c o ( " b u r s t " ) . 

Neste t r a b a l h o t r a t a r e m o s apenas do p r i m e i -
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r o t i p o de e r r o . Para estabelecermos a capacidade de correção 

de erros aleatórios de um código l i n e a r de bl o c o C(n,k,d),pre 

cisamos i n t r o d u z i r algumas definições. 

* 

DEFINIÇÃO 2.1 - Seja v uma n-upla b i n a r i a . O peso de v , 

que denotaremos por w ( v ] , e o número de posições não nulas de 

v. 

DEFINIÇÃO 2.2 - Sejam u e v duas n-uplas b i n a r i a s . A d i s 

tância de Hamming e n t r e u e v, que denotaremos por d(u,v) , 

é o número de posições em que as mesmas d i f e r e m . 

De acordo com as definições acima, vê- se 

que 

d(u,v) = w(u © v) (2.10) 

uma vez que a operação © r e p r e s e n t a adição módulo 2. 

k 

As 2 p a l a v r a s de um código de b l o c o li — 

near C(n,k,d) formam um grupo, de modo que a soma de duas pa

la v r a s código quaisquer ê uma p a l a v r a código. Este f a t o , j u n 

tamente com a expressão ( 2 . 1 0 ) , nos permite c o n c l u i r que a me 

nor distância e n t r e duas p a l a v r a s , chamada distância mínima ' 

do código, é dada p e l a n-upla de menor peso, ^excetuando-se a 

n-upla toda n u l a , i s t o é , 

d = w (v^) (2.11) 

onde v r e p r e s e n t a a n—upla de menor peso de C. Baseado neste 
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c o n c e i t o de distância mínima vamos agora d e t e r m i n a r a c a p a c i 

dade de correção/deteção de um dado código. Observamos que a 

ocorrência de um e r r o em uma p a l a v r a t r a n s m i t i d a r e s u l t a r a em 

uma distância de Hamming i g u a l a 1 e n t r e e s t a e a p a l a v r a r e 

cebid a . Sendo assim, a ocorrência de uma quantidade < ( d - l ) de 

n k 

e r r o s em uma p a l a v r a t r a n s m i t i d a resultará em uma das (2 - 2 ) 

n-uplas que não são p a l a v r a s código, o que p o s s i b i l i t a a dete 

ção de uma dada configuração de e r r o s . P o r t a n t o , um código 1 

com distância mínima d e capaz de d e t e t a r (d-1) e r r o s . Sua 

capacidade de correção pode ser entendida com o auxílio da 
k 

f i g u r a 2.1, onde d^.. ( i , j = l , 2 , . . . , 2 , com i / j ) r e p r e s e n t a 1 

a distância de Hamming e n t r e as p a l a v r a s código i e j .Se d 

r e p r e s e n t a a 

FIG.2.1 - DISTANCIA MÍNIMA DE UM CÕDIGO DE BLOCO LINEAR -

distância mínima, v i - s e que a ocorrência de d/2 ou mais e r 

r o s transformará a p a l a v r a t r a n s m i t i d a em uma n-upla que es-
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tá mais próxima, em termos de distância de Hamming, de o u t r a 

p a l a v r a código. Dessa forma, como o d e c o d i f i c a d o r decide p e l a 

p a l a v r a que mais se aproxima da n-upla r e c e b i d a , r e s u l t a r a 1 

uma decodificação e r r a d a . Para^que a p a l a v r a t r a n s m i t i d a s e j a 

d e c o d i f i c a d a corretamente devemos t e r , então: 

t < d " 1 (2.12) 
2 

onde t r e p r e s e n t a o número de e r r o s que podem ser c o r r i g i -

dos e [~x~| quer d i z e r o maior i n t e i r o < x. 

Assim, o problema de e n c o n t r a r um código 

com uma determinada capacidade de correção, c o n s i s t e básica -

mente em achar um código que tenha uma dada distância mínima. 

Na verdade, sendo, conhecidos n e k, e x i s t e m l i m i t e s que e s t a 

(18) 

belecem os v a l o r e s extremos para d . Um dos problemas que 

ainda permanece sem solução na t e o r i a dos códigos c o r r e t o r e s ' 

de e r r o s ê como formar as equações de t e s t e de paridade para 

g a r a n t i r um dado d, sendo dados n e k . 

2.4 CÓDIGOS DE BLOCO LINEARES SIMPLES 

2.4.1 - CÓDIGOS DE REPETIÇÃO 

Dentre os exemplos mais simples de cõdi -

gos binários encontram—se os chamados códigos de repetição 

Para e s t e t i p o de código tem-se 
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k « 1 

•c qualquer 

n = k + c = l + c 

de modo que e x i s t e m apenas duas p a l a v r a s , que são as sequên -

c i a s de n 0's e n l ' s . Os dígitos de p a r i d a d e são todos 1 

i g u a i s ao dígito de mensagem. Devido a ocorrência de e r r o s no 

ca n a l , alguns dígitos são a l t e r a d o s e o d e c o d i f i c a d o r a v a l i a ' 

o numero de 0 1s e de 1 1s da p a l a v r a r e c e b i d a , d e c i d i n d o p e l o 

b i t que apareceu mais vezes. Em caso de i g u a l d a d e (n-par) ne

nhuma decisão ê tomada. A distância mínima e a eficiência de 

um código de repetição valem, r e s p e c t i v a m e n t e 

d n 

de modo que qualquer configuração de e r r o s que a t i n j a menos 

que a metade de uma p a l a v r a pode ser detetada e c o r r i g i d a . 

2.4.2 - CÕDIGOS DE UM ÜNICO DIGITO DE PARIDADE 

Estes códigos são c a r a c t e r i z a d o s por: 

1c qualquer 

c = 1 

n = k + ' c = k + l . 

Devido ao f a t o de usarem mínima redundância, são códigos de 
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a l t a eficiência, a q u a l é t a n t o m a i o r quanto fôr o v a l o r de 

n, p o i s 

-1 
R = - 1 -

n n 

Seu único d i g i t o de p a r i d a d e ê gerado p e l a soma modulo 2 dos 

n-1 dígitos de informação, de modo que suas p a l a v r a s são t o 

das de peso p a r . Sendo assim, um código de um dígito de p a r i 

dade (SPC) tem distância mínima i g u a l a 2 e ê capaz de dete 

t a r q u a l q u e r configuração de um número ímpar de e r r o s . E n t r e 

t a n t o , apesar d e s t a b a i x a capacidade de c o n t r o l a r e r r o s , sao 

l a r g a m e n t e usados na prática . Os códigos d e s c r i t o s nesta 

seção e na a n t e r i o r representam as soluções extremas para o 

compromisso capacidade de deteção/correçao v e r s u s eficiência, 

de modo que a m a i o r i a dos códigos de b l o c o l i n e a r e s s i t u a - se 

numa posição intermediária em relação aos mesmos. 

2.4.3 - CÕDIGOS DE MATRIZ 

Estes códigos, em sua forma mais simples, são' 

o b t i d o s através da extensão, para duas dimensões, dos códigos ' 

de um dígito de paridade. Dessa forma dígitos de paridade h o r i 

z o n t a i s e v e r t i c a i s são acrescentados a uma m a t r i z r e t a n g u l a r ' 

de dígitos de informação, conforme está i l u s t r a d o na f i g u r a 2.2 

DÍGITOS DE 

PARIDADE 

VERTICAIS 

MATRIZ c.-X £ DE 
DÍGITOS DE 

MATRIZ c.-X £ DE 
PARIDADE 

DlGÍTOS DE HORIZONTAIS 

INFORMAÇÃO 

FIG. 2.2 
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Devido a du p l a verificação de paridade e x i s t e n t e , qualquer e r 

ro i s o l a d o pode ser c o r r i g i d o , enquanto que todas as c o n f i g u 

rações de d o i s e r r o s podem ser detetadas. A eficiência e a 

distância mínima de um código de m a t r i z valem, respectivamen

t e 

R = l * C -

U+l) (c+l) 

= 4 

2.5 CÕDIGOS CÍCLICOS 

Grande p a r t e da pesquisa dedicada aos códi

gos c o r r e t o r e s de-erros tem s i d o o r i e n t a d a no s e n t i d o de se 

o b t e r códigos que estejam associados a alguma e s t r u t u r a mate

mática bem d e f i n i d a . A razão para i s t o e que, devido a e s t a 1 

associação, procedimentos para codificação e decodificação , 

bem como a estratégia a s e r seguida para se conseguir c e r t a s 

características desejáveis, podem ser o b t i d o s com r e l a t i v a 1 

f a c i l i d a d e . Uma subclasse dos códigos l i n e a r e s binários em 

bloco que preenche as condições acima, é a dos chamados cÕdi-

(21) 

gos cíclicos, i n t r o d u z i d o s em 1957 por Prange . Estes codi. 

gos são b a s t a n t e usados em aplicações p r a t i c a s e foram respon 

sáveis por grande p a r t e das investigações f e i t a s em códigos 1 

de b l o c o , durante a década de 60. Nesta seção faremos uma des 

crição sumária dos códigos -cíclicos,-apresentando algumas de 

suas p r i n c i p a i s p r o p r i e d a d e s . 
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2.5.1 - DESCRIÇÃO GERAL 

Un\ código cíclico em g e r a l é um código de 

bl o c o l i n e a r C(n,k,d) que p o s s u i a propriedade de que q u a l -

quer versão deslocada, de maneira cíclica, de uma p a l a v r a có

d i g o é também uma p a l a v r a código. Dessa forma se 

Çu> = C u 0 ' u l u n - l ) £ C 

então 

t U 1 = C u n - i ' U n - i + l U n - l ' U 0 ' U l - - - U n - i - l l E C ' 

onde(u^),por definição r e p r e s e n t a a n-upla ( U ) deslocada c i -

clicamente para a d i r e i t a , de i posições. Para descrever os 

Í18) 
_____ _ 

o procedimento que f a z uso da correspondência e x i s t e n t e e n t r e 

n-uplas b i n a r i a s e polinómios r a c i o n a i s com c o e f i c i e n t e s em 

(18) 

GF(2), o campo de G a l o i s de d o i s elementos (0.1) . Assim a 

p a l a v r a código 

[u) = tu-,u 1«...u n_ 

é representada por 

u ( x) = UQ + u-x + u-x^ + .... u

n _ ^
x n "*~(2.13; 

sendo que u ( x ) ê usualmente chamado polinómio código. A cons

trução de _m código cíclico é baseada na existência de um po-
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linômio 9(x) chamado polinómio gerador, para o qual sao vãli-

(23) 
dos os s e g u i n t e s teoremas v 

TEOREMA 2.1 - Em um código cíclicoC{n,k,d) e x i s t e um e apenas 

um polinómio código g(x) de grau (n-k) , do t i p o 

, x n-k , n-k-1 , 2 . n _ .. g(x) = x + g n - k - l X +....g 2x + g x + 1 (2.14) 

de modo que q u a l q u e r polinómio código u ( x ) em C é um múltiplo 

de g (x) e todo polinómio de grau n-1 ou menor, que ê múltiplo 

de g (x) , é um polinómio código. 

TEOREMA 2.2 - O polinómio gerador de um código cíclico(n,k,d) 

é u m f a t o r d e x n + 1 . 

TEOREMA 2.3 - Se g (x) tem grau (n-k) e é um f a t o r de x n + l , en 

tão g(x) gera um código cíclico ( n , k , d ) . 

Vejamos um exemplo para i l u s t r a r a c o n s t r u 

ção de um código cíclico. 

EXEMPLO 2.3 - O código cíclico (7,4,3) c u j o polinómio gerador 

ê 

g;(x) = 1 + x + x 3 

é aquele p a r a o q u a l as palavras códigos sao da forma 

u ( x ) = m(x) (1 + x + x 3 ) 
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onde jnCxJ r e p r e s e n t a o polinómio mensagem. Assim a mensagem 1 

1100 em forma c o d i f i c a d a é 

u ( x ) - (1' + x) (1 + x + x 3 ) 

r \ - , , 2 3 4 u ( x ) = .1 + x + x + x 

ou Cu3 = (1 0 1 1 1 0 0) 

As 16 p a l a v r a s deste código estão na t a b e l a 

abaixo: 

M E N S A G E M P A L A V R A C Ó D I G O 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 

0 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 

1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 0 

0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 0 

1 0 1 0 1 1 1 0 0 1 0 

0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 

1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 

0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 

1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 1 

0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 

1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 1 

0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 

1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 

1 1 1 1 1 0 0 1 0 1 1 
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Estas p a l a v r a s apresentam os dígitos de" 

informação. _ k - 2 '
k 3 ' k _ j * e â e p a r i d a d e ( . c i ' c

2 ' C - ] m i s t u r a d o s 

Para colocá-los em forma sistemática, i s t o é, f a z e r com que ' 

cada p a l a v r a s e j a do t i p o t k ^ ,k_, ,k_./k^ , , , C-,) ê s u f i c i e n -

(23) -
t e fazermos: 

v ( x ) = C(x) + x n k m ( x ) (2.15) 

— n—k 
onde C(x) e r e s t o da divisão de x m(x) p o r g(x) : 

n-k . . 
C(x) = rem m { x ) (2.16) 

g(x) 

Nesse caso C(x) r e p r e s e n t a a seção de dígitos de p a r i d a d e de 

cada p a l a v r a código. Este r e s u l t a d o p e r m i t e a formulação de 

métodos práticos para codificação, os q u a i s u t i l i z a m apenas 

c i r c u i t o s r e g i s t r a d o r e s a deslocamento -com realimentação e so 

(22) 

raadores modulo -2 . Esta característica de s i m p l i c i d a d e dos 

c i r c u i t o s c o d i f i c a d o r e s é um dos aspectos extremamente impor

t a n t e s dos códigos cíclicos. 

2.5.2 - DETEÇÃO E CORREÇÃO DE ERROS 

A deteção de e r r o s em p a l a v r a s código. 1 

como as do t i p o (2.15) pode ser f e i t a de maneira .simples. Des 

k - • _ 
de que as 2 p a l a v r a s código - de. C(n,k,d) sao todas múltiplas 

do polinómio" gerador g (x)uma missão do d e c o d i f i c a d o r -consiste 

em v e r i f i c a r e s t e f a t o . De um modo g e r a l " a ~ p a l a v r a "recebida é 
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rCxJ = uCx] + e ( x ) (2.17) 

onde e (x) é o polinómio e r r o i n t r o d u z i d o no c a n a l . Sua d i v i 

são por g ( x ) r e s u l t a 

r (x) _ uÇx) + _e (x) = m(x] + e (x) ( 2 1 8 ) 

g { x ) g ( x ) g(x) g ( x ) 

Então, se o r e s u l t a d o (2.18) não f o r e x a t o , a ocorrência de 

e r r o s d u r a n t e a transmissão será d e t e t a d a . P o r t a n t o o polinó

mio gerador.. g (x) deve ser e s c o l h i d o de t a l modo que as c o n f i 

guraçÕes de e r r o s e ( x ) que se quer d e t e t a r nao sejam divisí -

v e i s por e l e . Os teoremas enunciados a s e g u i r mostram algumas 

^elações e n t r e a capacidade de deteçao de um código cíclico e 

seu polinómio g e r a d o r . 

TEOREMA 2,-4 — O número de termos do polinómio -gerador de um 

código cíclico (n,k,2) ê > 2. 

DEFINIÇÃO 2.3 - Um polinómio f (x) pertence ao expoente n se 

n i o menor i n t e i r o p o s i t i v o para o q u a l f (x) d i v i d e x n - l . 

TEOREMA 2.5 - O comprimento de um código cíclico (n,k,3) não 

é maior que o expoente ao qual pertence seu polinómio gerador. 

De uma maneira g e r a l , e n t r e t a n t o , não hã 

uma relação s i m p l e s e n t r e g.(x) e d , - -a distância mínima do 

código. Na t a b e l a a s e g u i r apresentamos as p r i n c i p a i s c a r a c t e 

rísticas de alguns códigos cíclicos-de comprimento . i 5 . 
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. K . d 

14 2 (0,1) 

11 3 (0,1,4) 

10 4 (0,1) ( 0 , 1 , 4 ) * 

7 5 (0,1,4) (0,1,2,3,4) 

6 6 (0,1) (0,1,4) (0,1,2 ,3,4) 

5 7 (0,1,4) (0,1,2,3,4) (0,1,2) 

4 8 (0,1) (0,1,4) (0,1,2 ,3,4) (0,1,2) 

2 10 (0,1) (0,1,4) (0,1,2 ,3,4) (0,3,4) 

1 I 5 . (0,1,4) (0,1,2,3,4) (0,3,4) (0,1,2) 

TABELA — Alguns códigos cíclicos de comprimento 15. 

* O símbolo (0,1) (0,1,4) r e p r e s e n t a o polinómio: 

(1 + x) (1 + x + x 4 ) = 1 + x 2 + x 4 + x 5 (0,2,4,5) . 

Um dos-aspectos mais p o s i t i v o s dos códigos* 

cíclicos é a ,existência de d i v e r s o s a l g o r i t m o s de d e c o d i f i c a -

ção e f i c i e n t e s , que podem s e r implementados com r e l a t i v a f a c i 

l i d a d e . Dentre e s t e s , citamos como mais i m p o r t a n t e s a decodi-

(24) 

ficaçao de M e g g i t t (1960) , a decodificaçao por lógica ma-

(25) 

joritária (Rudolph, 1967) , e- o método conhecido por "er -

r o r - t r a p p i n g .(Rudolph e M i t c h e l l , 1964). Estas técnicas 1 

fazem uso essencialmente do c o n c e i t o de síndrome para l o c a l i 

zação de e r r o s e a escolha por uma del a s é íunção de f a t o r e s 

como o t i p o de e r r o presente no c a n a l , a cl a s s e de códigos cí 
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c l i c o s usada, a capacidade de memória disponível, o r e t a r d o 1 

na decodificação, e t c . 

Dentre os códigos cíclicos conhecidos são 

p a r t i c u l a r m e n t e i m p o r t a n t e s os códigos de Bose-Chaudhuri e * 

Hocquenghem. Para qualquer escolha de m e t e x i s t e um códi

go BCH de comprimento 2 m - 1 que ê capaz de c o r r i g i r t e r 

ro s ou d e t e t a r 2t e r r o s por p a l a v r a e que requer um polinómio 

gerador de grau < mt^^^ . O p r i m e i r o a l g o r i t m o de d e c o d i f i c a 

(27) 

çao para e s t e t i p o de código f o i devido a Peterson . A l 

guns anos mais t a r d e o u t r o s procedimentos mais e f i c i e n t e s f o 

ram e s t a b e l e c i d o s por C h i e n ( 2 8 ) (1963), B e r l e k a m p ( 2 9 J (1965 ) 

e Massey (1969) , de modo que os códigos BCH são de grande 

aplicação prática e b a s t a n t e usados nos sistemas de comunica

ção a t u a i s . 
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CAPÍTULO I I I 

• -PECODIFICAÇÃO DE CÓDIGOS LINEARES 

• 

A decodificação frequentemente r e p r e s e n 

t a um sério obstáculo â utilização prática dos códigos c o r r e 

t o r e s de e r r o s . I s t o se deve ao f a t o de que os a l g o r i t m o s de 

decodificação e x i s t e n t e s apresentam uma complexidade que c r e s 
(22) 

ce exponencialmente com o comprimento dos blocos , t o r n a n 

do sua implementação p r o i b i t i v a . Neste capítulo apresentamos' 

alguns dos p r i n c i p a i s métodos e x i s t e n t e s para decodificação 1 

de códigos l i n e a r e s , comparando e d i s c u t i n d o a complexidade ' 

dos mesmos. 

3.1 PECODIFICAÇÃO POR SEMELHANÇA MÁXIMA 

O método d e s c r i t o nesta seção raramente 

é usado na prática devido ãs d i f i c u l d a d e s de implementação 1 

que apresenta. Sua importância r e s i d e no f a t o de ser largamen 

t e usado como um padrão, sempre que se deseja comparar d i f e -

rentes técnicas de decodificação. Esta técnica, quando se 

usam p a l a v r a s código equiprovãveis, ê ótima no s e n t i d o de que 

a p r o b a b i l i d a d e de e r r o na saída do d e c o d i f i c a d o r é minim i z a -

da 

Em um canal binário simétrico, a proba

b i l i d a d e de nao o c o r r e r e r r o s em uma n-upla binária t r a n s m i t i 

da é q 1 1. A p r o b a b i l i d a d e .de que a p a l a v r a recebida s e j a d i f e -



44 

r e n t e da p a l a v r a t r a n s m i t i d a em i posições e p Q q Q .Des

de que q^> p Q , qualquer p a l a v r a com um e r r o ê mais provável 1 

de ser r e c e b i d a que uma p a l a v r a com d o i s e r r o s e assim por di 

ante. Baseado neste r e s u l t a d o é possível d e c o d i f i c a r códigos 1 

em bloco l i n e a r e s como a seguir é d e s c r i t o . Na recepção o de-

c o d i f i c a d o r compara a n—upla recebida Cr) com as 2 p a l a v r a s ' 

código e x i s t e n t e s e escolhe aquela que mais se aproxima de[r3 

em termos de distância de Hamming, i s t o é, decide por aquela 

p a l a v r a que d i f e r e de Cr) no menor numero de posições. 

Em sistemas operando "on l i n e " e s t a com 

paração deve ser f e i t a durante o i n t e r v a l o de tempo correspon 

dente â duração de n dígitos no c a n a l , o que eventualmente 1 

vem a l i m i t a r a a p l i c a b i l i d a d e deste processo quarido o código 

u t i l i z a d o tem um grande numero de p a l a v r a s . Este método de de 

codificação por semelhança máxima pode ser a p l i c a d o a canais 

sem memória que não sejam binários. 

3.2 O ARRANJO PADRÃO 

O processo de decodificação envolve uma 

decisão sobre q u a l p a l a v r a código f o i t r a n s m i t i d a . I s t o pode 

n k 

ser f e i t o d i s t r i b u i n d o as 2 n-uplas em 2 conjuntos d i s j u n -

t o s de modo que cada um deles contenha apenas -uma p a l a v r a có

d i g o . Desta maneira a decodificação é f e i t a corretamente se 

a n — u p l a r e c e b i d a Cr) e s t i v e r no subconjunto da p a l a v r a t r a n s 

m i t i d a . Escrevemos as 2 n-uplas em uma l i n h a e abaixo da n-

u p l a nula colocamos uma n-upla Ce-) que não está na p r i m e i r a ' 
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l i n h a . A segunda l i n h a ê. formada somando-se os elementos da 

p r i m e i r a a Ce 2_, como mostrado abaixo: 

C0,0, 0) CV-] "IV.) ' CV , ) 
2 

Ce2) Ce 2] + CV2) t e 2 _ + CV3) t e 2 _ + CV k_ 

As l i n h a s subsequentes são formadas de maneira semelhante , 

sendo que cada nova l i n h a começa com um elemento não usado an 

teriormente^" Resulta assim a s e g u i n t e t a b e l a , denominada ar -

r a n j o padrão. 

(0,0,.. .0 3 ÍV 2) CV-J C V 2 k ) 

C e 2 ] C e 2 ] + C V 2 3 C e 2 3 + C V 3 * C e 2 1 + C V k ] 

Ce3) Ce 3] + CV2) t e . ) + (V-3 [e 33 + CV _J 

Ce ) Ce } + CV-] Ce , ) + [ V J Ce 1 } + ( v , ) 
2n-k ' 2 n _ k 2 n~H 2 n _ k 2 k 

As l i n h a s . o b t i d a s são chamadas "cosets" e o elemento mais ã 

esquerda em cada l i n h a ê o "coset leader". O processo d e s c r i 

to acima é chamado decomposiçãovdo código em " c o s e t s " . Básica 

mente, a utilização do a r r a n j o padrão para decodificação en -

v o l v e dois passos: 

1) Determinação do "coset" Ce p o r t a n t o do"coset leader" asso -

ciado) ao q u a l a n-upla r e c e b i d a pertence. 
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2) S u b t r a i r da n-upla r e c e b i d a o "coset l e a d e r " encontrado ' 

acima. . 

O r e s u l t a d o o b t i d p no segundo passo é a e s t i m a 

t i v a da p a l a v r a t r a n s m i t i d a . I s t o , em g e r a l , não é fácil de 

implementar, de modo que o c o n c e i t o de a r r a n j o padrão ê mais 

útil como uma maneira de compreender a e s t r u t u r a dos códigos' 

l i n e a r e s , do que como um a l g o r i t m o de decodificação prática . 

E n t r e t a n t o , o a r r a n j o padrão apresenta algumas p r o p r i e d a d e s ' 

que nos permitem e s t a b e l e c e r um método de decodificação poten 

c i a l m e n t e prático, o q u a l será d e s c r i t o na seção s e g u i n t e . Es 

t a s propriedades estão c o n t i d a s nos d o i s teoremas que apresen 

tamos a s e g u i r : 

TEOREMA 3.1 - Seja C(n,k) um código de b l o c o binário l i n e a r . 

Então o a r r a n j o ̂ padrão o b t i d o p e l a decomposição de C em cosets 

não apresenta n-uplas r e p e t i d a s . 

PROVA: Consideremos que na j-ésima 1inha e x i s t e m duas n-uplas 

idênticas. Então devemos t e r 

í ej) +C v

e)=r
ej} +[ v

m> onde e ^ m (3.1) 

e p o r t a n t o 

(v ) = lv . ) 
e m 

o que é impossível pela própria construção da t a b e l a . Resta ' 

então mostr a r que uma mesma n-upla nao aparece em d i f e r e n t e s 1 
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l i n h a s . Considerando que uma n-upla aparece nas l i n h a s i e j 

( i c j ) , então devemos t e r : 

t e , ) + t v ) = Ce J + Cv ) (3.2) 1 e j nv 

então: 

t e J = t e . U (v + v ) (3.3) 
j i e m 

desde que v e v sao v e t o r e s códigos, então (v + v ) também ^ e m e m 

é um v e t o r código, que vamos r e p r e s e n t a r por v^ . Dessa forma 

(e-3=(e ) + ( v 3 (3.4) 
3 x x 

da equação (3.4) concluímos que(e_.3estã na i-ésima l i n h a , o 

que c o n t r a d i z o f a t o de que o p r i m e i r o elemento de uma l i n h a 

do a r r a n j o padrão ê um elemento não usado a n t e r i o r m e n t e . Des

sa forma a prova está completa. 

* Antes de apresentarmos o teorema 2 vamos concei

t u a r o que chamamos de síndrome -de uma p a l a v r a . Consideremos' 

um código l i n e a r em bl o c o C(n,k,d) c u j a m a t r i z de paridade é 

H. 0 v e t o r de (n-k) componentes d e f i n i d o por 

(S)''= Cr) CH] T (3.5) 

é denominado a síndrome da p a l a v r a f r i . D a definição de(ü) ve -

mos que ír) é uma palavra-do código se e só se sua síndrome ' 
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f o r n u l a . Na recepção, o d e c o d i f i c a d o r t e n t a e x t r a i r a mensa

gem enviada a p a r t i r de ( 3 . 5 ) - Em g e r a l 

t r ) = Cu) + Ce) m (3.6) 

onde 

te) = ( e 1 , e 2 , . . . e n ) ( 3 7 ) 

r e p r e s e n t a o v e t o r e r r o i n t r o d u z i d o p e l o ruído no c a n a l , de 

modo que 

0, se o ruído não a f e t a o i-ésimo dígito 
e. = 

1, em caso contrário. (3.8) 

Ficamos então com 

CS) = Cu) CH) T + (e) ( H ) T (3.9f) 

.CS) = Ce) ( H ) T (3.10) 

o que mostra que a síndrome associada a uma p a l a v r a código de 

pende apenas da configuração de er r o s que a t i n g i u a mesma. 

TEOREMA 3.2 - No a r r a n j o padrão de um código l i n e a r C(n,k,d ) 

as 2 n-uplas de um dado "coset" tem a mesma síndrome e as 1 

síndromes de cosets d i f e r e n t e s sao d i f e r e n t e s . 

PROVA: Consideremos i n i c i a l m e n t e que o m-êsimo e o £-esimo 1 
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coset tem síndromes i g u a i s , i s t o é. 

t e m J [ K } T = Ce^J ( H ) T (3.11) 

ou 

{ t e m ) + C e Z ) } i n ) T = 0 (3.12) 

Sendo assim , a n-upla { t e ^ ) + é uma p a l a v r a código, a 

q u a l vamos r e p r e s e n t a r p o r ( u ^ ) Então 

C em 5 = C e £ 3 + ÍUV ' (3.13) 

ou s e j a , o v e t o r (e^) pertence â í-ésima l i n h a do a r r a n j o pa

drão , o que nao é possível devido ã forma como o mesmo é cons 

truído. Para c o n c l u i r vamos m o s t r a r que os v e t o r e s de um mes

mo coset tem a mesma síndrome. Consideremos o j-ésimo "coset", 

c u j o "coset l e a d e r " ê fe..}. A síndrome associada a uma n-upla 

íu^) p e r t e n c e n t e a e s t e coset e dada por 

IS) - íte^) + C u ± n t H ) T (3.14) 

Como tu^) e u m a p a l a v r a de C, então (3.14) reduz-se à 

(S) = te..) CH) T (3.15) 

que é a síndrome para qualquer membro do c o s e t , conforme f o i 

v i s t o em ( 3 . 1 0 ) . 
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3.3 PECODIFICAÇAO POR BUSCA SISTEMÁTICA 

Vimos - n a seção a n t e r i o r gue a síndrome asso 

ciada a uma n-upla Cr) é um v e t o r de (n-k) componentes,de mo

do que o número t o t a l de síndromes d i s t i n t a s é Í n ^ . Este f a 

to,juntamente com as propriedades do a r r a n j o padrão de um có

digo l i n e a r (Teoremas 3.1 e 3.2) nos l e v a a c o n c l u i r que e x i s 

te uma correspondência biunívoca e n t r e síndromes e "cosets". 

Escolhendo para "coset l e a d e r s " as configurações de e r r o s 1 

mais prováveis, i.e.,as de menor peso, para um c a n a l binário' 

simétrico, ê possível e s t a b e l e c e r um procedimento para decodi

f i c a r códigos l i n e a r e s binários em bl o c o que c o n s i s t e em: 

T 

19 - " C a l c u l a r a síndrome Cr] -CH) associada â n-upla [ r ) r e c e 

b i d a . 

29 Encontrar o "coset l e a d e r " correspondente a e s t a síndro

me , ou s e j a , o v e t o r e r r o i n t r o d u z i d o no c a n a l . 

39 - Somar o v e t o r e r r o â p a l a v r a r e c e b i d a a f i m de corrigí -

l a . 

O procedimento d e s c r i t o acima, denominado deco-

clificação por busca sistemática, é de a p l i c a b i l i d a d e bastante 

l i m i t a d a se o código usado não apresenta o u t r a s propriedades' 

a não ser a de l i n e a r i d a d e . I s t o porque sua implementação r e 

quer operação de geração e comparação envolvendo 2^ n ^ ( n - k ) -

u p l a s binárias (gerador -de síndromes) , uma vez que se o códi

go c o r r i g e t e r r o s por b l o c o s , devemos t e r 
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C 1 + C 2 + 
n n 

. + C* < 2 n ~ k - 1 n - (3-16) 

P o r t a n t o , mesmo para códigos de comprimento moderado ( i . e . n = 

= 100, k = 70) e s t a técnica de decodificação apresenta uma 

(22) 
complexidade que a t o r n a p r o i b i t i v a 

3.4 O CÓDIGO DE HAMMING 

Um código binário p e r f e i t o é aquele para 

o qua l a s e g u i n t e condição se v e r i f i c a : 

c 1

 + c
2

 + 

n n 
. + Cfc = 2 ( n ~ k l - 1 

n (3.17) 

Os únicos códigos binários p e r f e i t o s não t r i v i a i s e x i s t e n t e s , 

~ - (32) 
sao o código de Hamming e o código de Golay 

Examinemos mais detidamente a expressão 

(3.10) que pode ser r e e s c r i t a como 

T T 
CS) = CH) íe) , (3.18) 

i s t o e , 

CS) 

h 
11 12 

h 2 1 - \ + ^22 

h h 

( n - k ) l (n-k)2 

e 2 + 

h 
l n 

. 2n 

h 

(n-k) n 

(3.19) 

i i 
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De (3.19) vê-se que um código l i n e a r binário em b l o c o é capaz 

de c o r r i g i r todas as configurações de um e r r o , se as colunas 

de sua m a t r i z de t e s t e de paridade são todas d i s t i n t a s e não 

n u l a s . Nesse caso, uma p a l a v r a r e c e b i d a com um d i g i t o a f e t a d o 

resultará em uma síndrome não n u l a i g u a l â i~esima coluna da 

m a t r i z EHP in d i c a n d o que o e r r o se encontra na i^esima posição 

Sendo assim, a m a t r i z (H) de um cõdigo c u j a distância mínima' 

ê d deve t e r (d-1) colunas l i n e a r m e n t e independentes 

Como CH) tem (n-k) l i n h a s , para que s e j a possível a correção* 

de qualquer-erro- isolado,-o.número de colunas deve ser i g u a l 

a 2 - 1, o que da origem a um. código C(n,k,d), onde 

n - 2C - 1 C3,20.al 

k = n-c = 2C - c - 1 C3.2Q.bl 

d = 3 (.3.20.cl 

O cõdigo d e s c r i t o acima f o i i n t r o d u z i d o em 1950 por Richard 

Hamming em um a r t i g o p i o n e i r o sobre códigos c o r r e t o r e s de èr-

r o s ^ ^ . Hamming propôs que a i-êsima coluna correspondesse â 

representação binária d o decimal i . Dessa forma a conversão1 

para decimal da ( n - k ) - u p l a correspondente â síndrome i n d i c a v a 

a posição em que se encontrava o e r r o . Vejamos um exemplo. 

EXEMPLO 3 . 1 - 0 código (7,4,3) de Hamming -ê aquele c u j a ma 

t r i z (H) é 

0 0 0 1 1 1 1 

{ H ) = 0 1 1 0 0 1 1 

1 0 1 0 1 0 1 

http://C3.2Q.bl
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Para uma p a l a v r a código Cfc^ k-2 c 1 c_ c 3 l as equações de 

paridade, sao 

C l = K 2 + K 3 + K4. 

C- = K. + K 3 + K 4 

C 3 = K + K- + K 4 

Assim, se a p a l a v r a código t r a n s m i t i d a ( 1 0 1 0 1 0 l]é rece

b i d a como ( 1 0 1 0 1 0 0 ] , i s t o é, com um e r r o na sétima posi. 

ção ( C 3 ) / então: 

(S) = Cr] £H T] 

CS] = ( 1 0 1 0 1 0 0 } 

0 0 1 

0 1 0 

0 1 1 

1 0 0 

1 0 1 

1 1 0 

1 1 1 

= ( 1 1 1] 

i n d i c a n d o p o r t a n t o ura e r r o na sétima posiçao. 

A eficiência do código de Hamming é dada por 

R = 
n 

2" - c - 1 

2 C - 1 
= 1 -

(3.21) 

2 C - 1 
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ou 

n-K C3-22) 
R = 1 — 

2 n - k _ 

de modo que os códigos de Hamming longos tem uma eficiência 1 

que se aproxima da i d e a l . 

Embora o código d e s c r i t o acima tenha s u r g i d o pe 

l a p r i m e i r a vez na l i t e r a t u r a no clássico a r t i g o de Shannon , 

em 194 8, a orientação -dada por Hamming f o i i n t e i r a m e n t e o r i g i 

n a l . P o r t a n t o , é a e l e que se deve a criação de vários c o n c e i 

t o s e de uma t e r m i n o l o g i a própria aos códigos c o r r e t o r e s de 

e r r o s . Gostaríamos de mencionar, porém, que muitos dos r e s u l 

tados da t e o r i a da codificação foram descobertos p r i m e i r a m e n 

t e em c o n t e x t o s b a s t a n t e s d i f e r e n t e s como, por exemplo, em ãl_ 

gebra moderna e estatística. Nesse aspecto, o espaço de tempo 

e x i s t e n t e e n t r e as descobertas dos códigos de Hamming e dos 1 

* 

códigos capazes de c o r r i g i r t e r r o s por b l o c o r e p r e s e n t a , 

segundo alguns a u t o r e s , mais do que uma década de p e s q u i -

sa. 

Estamos nos r e f e r i n d o a códigos de e s t r u t u r a semelhante 1 

aos códigos de Hamming como, por exemplo, os códigos BCH. 
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CAPITULO XV 

' PECOPIFICAÇÃO. PROBABTLTST1CA 

Desde o surgimento dos t r a b a l h o s de Ehan 

non sobre a t e o r i a da informação tem havi d o um crescente i n t e 

r e s s e no desenvolvimento de sistemas de comunicações e f i c i e n 

t e s , confiáveis e de fácil implementação. Sendo uma abordagem 

e f i c a z para o problema da c o n f i a b i l i d a d e , os códigos c o r r e t o 

r e s de e r r o s têm s i d o responsáveis por uma grande quantidade' 

de pesquisa nas duas últimas décadas. Teoremas e técnicas de 

implementação s o f i s t i c a d a s tem s i d o desenvolvidas para e s t e 1 

t i p o de códigos, as quais,em g e r a l , assumem a existência de 

can a i s com saída binária. Assim, a m a i o r i a dos d e t e t o r e s e x i s 

t e n t e s c o n s i s t e basicamente de um :demodulador analógico s e g u i 

do por- um d e c o d i f i c a d o r d i g i t a l que opera sobre os dígitos b i 

nãrios p r o d u z i d o s p e l o demodulador (FIG.4.1). 

DEMODULADOR 
m(t) 

DECODIFICADOR 

FIG.4.1 - OPERAÇÃO DE UM DETETOR - BINÁRIO 
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O b l o c o demodulador atua como um q u a n t i z a d o r de apenas um l i 

m i a r de referência. I s t o s i g n i f i c a que de acordo com: o v a l o r 

da amostra que ê c o l h i d o (acima ou abaixo do l i m i a r ) um dígi

to binário correspondente (0 ou 1) ê entregue ao d e c o d i f i c a -

d o r. Dessa forma a informação probabilística, potencialmente* 

útil, entregue ao demodulador e i n t e i r a m e n t e destruída, o que 

reduz substancialmente a eficiência do sistema de comunica — 

- (31) çao 

O processo de deteção (demodulação e 

decodificação) que u t i l i z a a informação probabilística asso -

c i a d a â mensagem r e c e b i d a , de modo a o b t e r uma melhor e s t i m a 

t i v a da mesma, é chamado DECISÃO SUAVE. A idéia é f o r n e c e r ao 

d e c o d i f i c a d o r informação . s o b r e - a ^ c o n f i a b i l i d a d e dos dígitos 1 

r e c e b i d o s , e v i t a n d o assim a degradação dos sistemas de comuni 

cação que u t i l i z a m uma quantização de apenas duas regiões, an 

t e s da decodificação. As duas técnicas de decodificação mais 

conhecidas, que usam decisão suave e são õtimas no s e n t i d o de 

m i n i m i z a r a p r o b a b i l i d a d e de e r r o por p a l a v r a , quando as p a l a 

v r a s código são equiprovãveis, são a decodificação por c o r r e 

lação de códigos em bloco e o método de V i t e r b i para d e c o d i f i 

cação de códigos c o n v o l u c i o n a i s . E n t r e t a n t o , estes sistemas ' 

apresentam c e r t a complexidade de implementação, a qual só per 

m i t e sua utilização para códigos 'de comprimento pequeno, d e v i 

do as d i f i c u l d a d e s de realização das operações de correlação' 

e armazenamento. Por este motivo, tem havido um crescente i n 

t e r e s s e nos últimos anos em esquemas de decodificação que 

usam decisão suave, que possam ser a p l i c a d o s a códigos de a l 

ta eficiência. 
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Neste c a p i t u l o faremos uma descrição ge 

r a l da decodificação probabilística de códigos l i n e a r e s . Um 

algorítmp ótimo e apresentado, sendo estudado seu desempenho 1 

quando de sua utilização com códigos cíclicos. Alguns algorít 

mos mais s i m p l e s são também d i s c u t i d o s , os q u a i s , embora sub-

õtimos, representam uma considerável m e l h o r i a em desempenho 1 

em relação aos sistemas que u t i l i zam quantização binária. 

4.1 DECISÃO SUAVE 

O c o n c e i t o do que chamamos decisão sua

ve pode s e r e n t e n d i d o com o auxílio da f i g u r a 4.2 ab a i x o . 

• c , 
n-k 

FONTE % CODIFICADOR j MODULADOR 
m(t) 

FONTE CODIFICADOR j MODULADOR 

-
= 

> 

puTnn 

r i r „. . . r 
2 n 

DESTINATÁRIO -H DECODIFICADOR DEMO DU LADO R i-

4 a l a2 a

n . * 

C 

A 

A 
L 

r ( t ) 

FIG. 4.2 - SISTEMA DE COMUNICAÇÃO COM DECISÃO SUAVE 

Cada sequência de k dígitos binários 1 

de informação (m 1 m- . . . .m,̂ ) ê c o d i f i c a d a em um b l o c o de n 

dígitos (m^ - - .m̂  ĉ '. . . c

Ti_y 3 r o q u a l ê entregue a um modula -

dor que daí gera uma forma de onda m ( t ) a ser t r a n s m i t i d a . 

Na recepção quando o processo de decisão envolve apenas d o i s 

níveis de quantização ("hard ãecision"), o demodulador e n t r e -



58 

ga uma sequência de n dígitos ao d e c o d i f i c a d o r . O método ' 

chamado DECISÃO SUAVE c o n s i s t e em se t e r , na saída do demodu-

l a d o r , além da sequência b i n a r i a de comprimento n uma se- -

quência de n números p o s i t i v o s (a^a2---a n) os quais f o r n e 

cerão informações sobre a c o n f i a b i l i d a d e r e l a t i v a dos dígitos 

r . - Dessa forma, se a

e

> a

m '
 0 d e c o d i f i c a d o r considerará que r 

tem mais chances de e s t a r c o r r e t o que r . I s t o pode ser f e i 

t o se a saída do demodulador da f i g u r a 4.2 ê quantizada em Q 

níveis de modo que a e s t i m a t i v a do dígito binário recebido é 

dada p e l o " b y t e " de decisão- suave 

Cr. a.] = Cr. a.. a._ .. . a. ] (4.1) 

conde Q = 2^ .A c o n f i a b i l i d a d e do dígito r ^ pode ser d e f i 

n i d a através do " b y t e " de comprimento (J - 1) 

C aii---- aiíj-D 5' s e r i = 1 

C a ] = C a . , . . '<» . 1 = 

se r . = 0 
i 

P o r t a n t o , a c o n f i a b i l i d a d e de um dado dígito pode v a r i a r des

de C ) = CO 0...03, que r e p r e s e n t a a mais baixa c o n f i a b i l i 

dade até Ca ) = (11.-.13, que r e p r e s e n t a a c o n f i a b i l i d a d e má-

i 

xima. 
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Para e s c l a r e c e r melhor os c o n c e i t o s 1 

i n t r o d u z i d o s n e s t a seção, vamos c o n s i d e r a r um exemplo de um 

demodulador que q u a n t i z a a região C-A/2, + A/2) em 8 ní -

v e i s d i s t i n t o s , de modo que 2 J = 8 e J = 3 (FIG.4.3) 

A/2 

—A/2 

"1 1 0 

1 0 1 
1 0 0 

0 1 - 1 

0 1 0 

0 Q_ 1 
0 0 0 

(a) 

,1 1 

1 0 

0 1 
0 0 
0 0 
0 1 
1 0 
1 1 

(b) 

FIG.4.3 - DEMODULADOR DE DECISÃO SUAVE 

a-REGIÕES DE QUANTIZAÇÃO 

b-NÍVEIS DE CONFIABILIDADE 

c-SINAL RECEBIDO -
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Sendo assim, a s a l d a do demodulador correspondente ã forma 1 

de onda de e n t r a d a da f i g u r a (4-3c] s e r i a a sequência b i n a r i a 

1 ( 1 0 ) 1 ( 1 1 ) 1 ( 0 0 ) 0 ( 1 1 } . Os " b y t e s " de comprimento d o i s e n t r e pa 

r e n t e s q s representam as c o n f i a b i l i d a d e s dos dígitos de 

( 1 1 1 0 ) . Note que o t e r c e i r o 1, a p a r t i r da esquerda, ê o 

dígito de mais b a i x a c o n f i a b i l i d a d e , de modo que se n e s t e b i o 

co de comprimento 4 o d e c o d i f i c a d o r d e t e t a a presença de um 

e r r o , e s t e dígito de mais b a i x a c o n f i a b i l i d a d e ê o que mais 

chances tem de e s t a r e r r a d o . Na verdade, e s t e r e s u l t a d o se ba 

s e i a nas p r o p r i e d a d e s estatísticas do ruído e no comportamen

to monotonicamente decrescente com t da p r o b a b i l i d a d e de 1 

ocorrência de t e r r o s por b l o c o , em um c a n a l binário simé — 

f 18) 

t r i c o . Neste caso, i s t o quer d i z e r que nao se pode a f i r -

mar se o t e r c e i r o dígito e r a 1 ou 0 o r i g i n a l m e n t e , com a 

mesma segurança que se pode fazê-lo para os o u t r o s três. Este 

f a t o ê i n d i c a d o p e l o " b y t e " d e c o n f i a b i l i d a d e , o q u a l l o c a l i 

za assim a posição mais-provável em que se enc o n t r a o e r r o . 

Através do exemplo acima pode-se v e r 

que, se este esquema de decisão suave é usado juntamente com 

um código d e t e t o r de e r r o s capaz de d e t e t a r 1 e r r o por b l o -

co (d = 2 ) , e l e p e r m i t e estender e s t a capacidade tornando 1 

possível a correção de 1 e r r o por b l o c o . Em média, a capa -

cidade de correção de um código pode ser d u p l i c a d a quando se 

- (33) 

u t i l i z a m demoduladores de decisão .suave . I s t o se deve ao 

f a t o de que os (d — 1) e r r o s d e t e t a d o s podem agora ser l o c a 

l i z a d o s através de suas informações de c o n f i a b i l i d a d e . Esta 1 

afirmação pode ser melhor v i s u a l i z a d a com o c o n c e i t o de d i s — 
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tância suave. I n t r o d u z i d o a s e g u i r -

DEFINIÇÃO 4:1 -

A distância suave e n t r e duas n-uplas binã 

r i a s u e v é a soma das distâncias, expressas em níveis , 

e n t r e seus dígitos. Considerando que a distância e n t r e níveis 

adjacentes ë i g u a l a 1, tem-se 

d s = dCQ - 1) (4.2) 

onde d r e p r e s e n t a a distância de Hamming e n t r e u e v. 

e r r o s de -nível de um código, pode -agora ser e s t a b e l e c i d a de 

maneira análoga â que f o i f e i t a no c a p i t u l o 2. Se d repre -

senta a distância.mínima de um código l i n e a r então, em termos 

de decisão suave,as p a l a v r a s código d i s t a m e n t r e sí de no mí

nimo 

A capacidade de correção e/ou.deteção de 

d s = d(Q - 1 ) , (4.3) 

o que p e r m i t e a correção de t e r r o s de nível por bloco 

onde 

(4.4) 
t < 
s - 2 

Para f i x a r idéias consideremos o código de Hamming (7,4,3} 
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capaz de c o r r i g i r 1 e r r o por b l o c o , e uma quantização de 8 

níveis. Neste caso 

d - d (Q - 1) = 21 

e 

t < 10 
s — 

Como a quantidade de e r r o s de níveis de quantização mínima ne 

c e s s a r i a para provocar uma interpretação errônea no demodula-

dor é Q/2 , vemos que as configurações mais prováveis de ^ 

e r r o s , que correspondem a 8 e r r o s de nível, podem ser c o r r i g i 

das, o que d u p l i c a a capacidade de correção do código. 

A utilização de mais de duas regiões de 

quantização ê uma t e n t a t i v a de se d i m i n u i r a perda de informa 

ção que r e s u l t a quando Q ê i g u a l a 2. P o r t a n t o o d e t e t o r ' 

ótimo, i s t o é, aquele que no processo de decisão retém toda a 

informação c o n t i d a no s i n a l r e c e b i d o , s e r i a aquele que e n t r e 

g a r i a ao d e c o d i f i c a d o r o v a l o r exato das amostras c o l h i d a s , 

precisando p o r t a n t o de um número i n f i n i t o de níveis de quanti

zação. Este l i m i t e de desempenho quando comparado com o s i s t e 

ma que não usa decisão suave, r e p r e s e n t a um ganho em potên -

(31) 

c i a de aproximadamente 2db . E n t r e t a n t o , este ganho que 1 

se pode conseguir com o aumento do número de níveis, s i g n i f i 

ca um crescimento na complexidade- dos c i r c u i t o s d e t e t o r e s 

Observa-se e n t r e t a n t o que, a medida que o v a l o r de Q aumen

t a , o ganho i n c r e m e n t a l em relação sinal/ruído para-se o b t e r 

uma dada p r o b a b i l i d a d e de e r r o , é cada vez menor, de modo que 
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grande p a r t e da degradação que o c o r r e quando Q v a l e 2 pode 1 

ser superada sem que a complexidade do sistema se t o r n e p r o i 

b i t i v a . 

4.2 - DETEÇÃO POR ZONA NULA 

A forma mais simples de decisão suave 1 

ê aquela que u t i l i z a apenas três regiões de decisão, conforme 

mostra a f i g 4.4. 

è k • [ 

A/2 A/2 
R i _ 

J t 

0 
t 

- J 

-A/2 R 
o 

-A/2 

1 

1 

R 
o 

FIG. 4.4 - DE TE Ç AO* POR ZONA NULA - REGIÕES DE QU ANTI Z AÇÃO 

Dessa forma o s i n a l r e c e b i d o 

y ( t ) = m(t) + * n ( t ) 

ë d e t e t a d o , no i n s t a n t e t-Q , como sendo 
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1 , se Y ( t o ) ER (4.5a) 

X , s e y ( t o ) c l ^ (4.5b) 

0 , se y ( t Q ) E,R (4.5c) 

onde as regiões Ro, R^ e R.̂  são d e f i n i d a s por 

R = {y E R I y > J ) (4 .6a) 
o 

R N ='{y E R | - J < y < J ) (4.6b) 

R = íy E R I y < - 3} (4.6c) 

Em (4.5b) X é um v a l o r próximo â l i n h a de decisão binária e 

p o r t a n t o de v a l o r duvidoso uma vez que as p r o b a b i l i d a d e s de 

transição P(X | 0) e P (X | 1) tem v a l o r e s próximos-Assim, 

guando o v a l o r da amostra c o l h i d a s i t u a - s e na região R^, o 

d e t e t o r nada decide sobre e l e . Nesse caso., d i z - s e que um nulo 

f o i d e t e t a d o . Este esquema de decisão suave e conhecido como 

deteçao por zona n u l a e r e p r e s e n t a um considerável ganho em 

termos de p r o b a b i l i d a d e de e r r o (ou da ta x a de informação 1 

t r a n s m i t i d a ) sobre o sistema de decisão de apenas duas r e g i -

— (31) ~ 

oes - O diagrama das p r o b a b i l i d a d e s de transição de um sis_ 

tema que u t i l i z a deteção por zona n u l a é mostrado na f i g . 4.5, 

onde é suposto que P ( l | 1)> P(0| 1) 

1 — : ^ 1 

X 

FIG.4.5 - DETEÇAO POR ZONA NULA - PROBABILIDADES DE TRANSIÇÃO 



65 

Neste t r a b a l h o vamos c o n s i d e r a r que o ruído e x i s t e n t e no ca -

n a l se comporta como uma variável aleatória Gaussiana, de v a -

l o r médio z e r o e variância o , conhecida. I s t o quer d i z e r 1 

que, se amostrarmos o ruído n ( t ) em um i n s t a n t e de tempo t 

qua l q u e r , a p r o b a b i l i d a d e de que o v a l o r medido e s t e j a e n t r e 

(34) 
n e (n + dn) e dada por f (n) dn , onde 

9 2 

-nZ/2o 
f (n) = - (4.7) 

o/2n 

Este modelo do ruído a d i t i v o ê, em muitas aplicações, uma r e 

presentação válida das perturbações r e a i s em sistemas de co -

municaçao. 

Devido â s i m e t r i a das regiões de q u a n t i z a 

ção (estamos supondo que 0' s e 1 1 s sao t r a n s m i t i d o s com 

-igual p r o b a b i l i d a d e ) , são'válidas as seg u i n t e s relações e n t r e 

as p r o b a b i l i d a d e s de transição: 

P ( 0 | l ) = P ( l | 0 ) (4.8a) 

P ( X | l ) - P(X|0) (4.8b) 

P( 1 I 1 ) = P(0 I 0) (4.8c) 

" Os símbolos X que são gerados num recep 

t o r aue u t i l i z a e s t a técnica de decisão suave, representam a 

informação de c o n f i a b i l i d a d e f o r n e c i d a pelo c a n a l . Para u t i l i 

zá—1os no s e n t i do de p r o d u z i r uma melhor e s t i m a t i v a da pala -

o 
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v r a r e c e b i d a , devemos c o n s i d e r a r se o sistema em questão u t i 

l i z a , ou nao, codificação de c a n a l . Na próxima seção e x p l o r a 

remos estas duas p o s s i b i l i d a d e s . 

4.2.1 - SISTEMAS SEM CODIFICAÇÃO -

A p r o b a b i l i d a d e de e r r o em um sistema que 

emprega duas regiões de decisão pode ser determinada como a 

s e g u i r ê d e s c r i t o . Assumindo que pu l s o s binários de a m p l i t u -

des ± A/2 sao t r a n s m i t i d o s em presença de ruído Gaussiano, a 

forma de onda v ( t ) sobre a q u a l o d e t e t o r ' o p e r a ê uma v a r i a 

v e l aleatória c u j a função densidade d e p r o b a b i l i d a d e e d o t i 

po: 

V? 2 

o 

-Cv+A/2) / 2o 

~~ r 

m i t i d o (4.9) 

f n (v) = = = , s e u m 0 f o i t r a n s 
o /2H 

acontecer 

-Cv-A/2) 2/2o 2 

e 
f ( v ) = , em - caso c o n t r a — 

r i o (4.10) 

O d e t e t o r incorrerá em e r r o s sempre que 

v ( t ) - + n ( t ) < 0 (4.11a) 

ou 

v ( t ) = - - 4 - -f n ( t ) > 0 (4.11b) 
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As p r o b a b i l i d a d e s de ocorrência de C4.11a) e (4.11b] denomina 

das r e s p e c t i v a m e n t e s P e l e P^, podem ser c a l c u l a d a s p o r 

0 

, x = Prob ( v ( t ) <0) = f x ( v ) dv (4.12) 

P e Q = Prob ( V ( t ) > 0 ) = f Q ( v ) dv 

0 

P e 1

 e P e 0 e s t a o i n d i c a d o s na f i g u r a 4.6 

A f ± ( V ) 
A f 0 ( V> 

FIG.4.6 PROBABILIDADES DE ERRO EM UM RECEPTOR BINÁRIO 

A p r o b a b i l i d a d e t o t a l de e r r o no sistema é dada por 

e 1 e l o eo (4.13) 



onde F 1 e P q s a o 7 r e s p e c t i v a m e n t e , as p r o b a b i l i d a d e s de 

transmissão dos símbolos 1 e 0- A d m i t i n d o que os mesmos tem 

i g u a l chance de ocorrer/, então 

e = 

0 
f 1 ( v ) dv + f Q ( v ) dv (4.14) 

0 

ou 

0 

e = 
o2/2ÏÏ" 

- ( v - A / 2 ) 2 / 2 o 2 -
e dv + 

- ( v + A / 2 ) 2 / 2 o 2 

e dv 
(4.15) 

fazendo a mudança de variável 

x 
(v + A/2) 

e possível chegarmos a 

e = 1 - e r f 
o2/2 

(4.16) 

onde 

er f ( x ) = 

x 

- y 2 

dy ë chamada função e r r o de x 

Vê-se gue a p r o b a b i l i d a d e de e r r o depende somente da relação 1 

sinal/ruído A/o do s i s t e m a . em função de A/o é traçada 

da na f i g u r a 4.1 
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SNR (db) 
10- j ^ í 1 ^ 

ü 4 8 12 16 20 

FIG.4.7 - PROBABILIDADE DE ERRO EM FUNÇÃO DA RELAÇÃO 

SINAL/RUÍDO PARA DETEÇÃO BINARIA EM PRESEN 

ÇA DE RUÍDO GAUSSIANO 

~ ~4 
Assim, para uma relação s i n a l ruxdo de 16,4 db, P e v a l e 10 , 

o que s i g n i f i c a , em média, um dígito det e t a d o erroneamente em 

4 

cada 10 t r a n s m i t i d o s . Existem em funcionamento d i v e r s o s s i s 

temas de comunicação onde a taxa' de e r r o s tolerável é <10"^ , 

o aue r e q u e r uma r e i ação sinal/ruído s u p e r i o r a 18 db. Vej a-

mos aoora como e s t e v a l o r pode s er r e d u z i d o através da dete -

çao por zona n u l a . 
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Em um s i s t e m a de comunicação que usa d e c i 

são suave sem codificação de c a n a l , t o r n a - s e necessária a 

existência Qe um c a n a l de realimentação, para que a i n f o r m a -

ção de c o n f i a b i l i d a d e possa s e r a p r o v e i t a d a . Através d e s t e ca 

n a l são enviadas as solicitações p a r a repetição dos dígitos 1 

d e t e t a d o s como n u l o s . Para i l u s t r a r o cálculo da p r o b a b i l i d a 

de de e r r o consideremos a f i g u r a 4.8, onde J d e f i n e a re — 

gião n u l a de deteçao-

f Cv) 

f 0 ( y 

FIG. 4.8 - Deteçao por zona n u l a - Probabi1idades de e r r o 

P , agora,é a p r o b a b i l i d a d e de que. o s i n a l r e c e b i d o ( p u l s o de 

am p l i t u d e ± A/2 mais ruído) tenha' um v a l o r abaixo de + J . Se 

P r e p r e s e n t a a p r o b a b i l i d a d e de aue o s i n a l r e c e b i d o e s t e j a 1 

n ' " 

na r e g i a o n u l a , a p r o b a b i l i d a d e de e r r o , se o 1 f o r t r a n s m i 

t i d o , é a soma das p r o b a b i l i d a d e s de que [ 1) a amostra r e c e b i 
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da tenha um v a l o r menor que ~ J t (2\ a amostra s i t u e - s e na r e g i 

ão n u l a e a retransmissão tenha um v a l o r menor que - J , (3) a 

amostra e a I a retransmissão situem—se na zona n u l a e a 2- re 

transmissão tenha um v a l o r menor que - J , e assim sucessiva — 

mente. 

Logo 

P = í> +P P T+P 2 P ,+P 3 P , + ... (4'.17) e e l n e l n e l n e l v ' 

ou 

P e Ä

 P e l (4.18) 

1-P 
n 

O número médio de transmissões efetuadas até que o d e t e t o r t o 

me uma decisão ( c o r r e t a ou nao) ê dado por 

» = Cl-P n) + 2 p

n (
1 - p

n )
 + 3 P n ^ ^ n * + (4.19) 

N = ( 

CO CO 

j = l j = l d P V ' 
J n 

N « Cl-P n) _ d _ £ P^ 

d P n j = l 

N = ( 1 _ p

n > d / 1 

d P l 1 - P 
n ^ n 
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N 1 • 
= (4.20) 

1 ~ P

n 

Combinando (4.18) e (4.20) podemos escrever 

Pe = N P (4.21) 

Para se t e r uma idéia q u a n t i t a t i v a do que 

é possível o b t e r com a zona n u l a , consideremos que a p r o b a b i 

l i d a d e de e r r o sem a mesma é 10^ ( f i g u r a 4.7), o que requer 

uma relação sinal/ruído de 18 db. O deslocamento do nível de 

decisão de zero para ±J/2 ê e q u i v a l e n t e , em termos de p r o b a b i 

l i d a d e de e r r o , a manter o mesmo em zero e r e d u z i r A de J 

unidades. Para J/a i g u a l a 2 db tem-se 

A — J = 16 * P = 1 0 4 

db ' * n 

' R" = 1 = 1,0001 
1 - P 

n 

- * 4 

de modo que em media, apenas um d i g i t o binário em 10 p r e c i s a 

ser r e p e t i d o . Para c a l c u l a r o e f e i t o sobre a p r o b a b i l i d a d e de 

e r r o lembremos que uma zona n u l a de l a r g u r a J e q u i v a l e a 

manter o l i m i a r de decisão em zero e aumentar A de J unida 

des. Então: 
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e r f c (x] = 1 - e r f (x) 

é a função e r r o complementar de x. Para A/o >> 1, podemos 

usar a expansão assintótica para e r f c (x) 

- x 2 

e r f c (x) _ e x » 1 (4.23) 
x 11 

de modo que 

p _ - ( A + J ) 2 / 8 o 2 

e = ~ (.4.24) 

Para A + J _ = 20 db, obtém—se 

P -6 
e = 0,6 x -10 

ou s e j a , hã uma redução na p r o b a b i l i d a d e de e r r o em mais de 

uma ordem de grandeza, ao passo que a t a x a de transmissão pra 

í• • 
ticamente nao f o i . a f e t a d a . -• 
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4.2.2 - SISTEMAS CODIFICADOS -

£ sabido que um código com distância 

minima d ê capaz de c o r r i g i r t e r r o s por b l o c o , onde 

^ C4.25, 

Em um r e c e p t o r que usa deteção por zona n u l a antes da d e c o d i -

ficação, e s t a capacidade de correção pode ser aproximadamente 

d u p l i c a d a . A idéia é queagora o d e t e t o r entrega ao d e c o d i f i c a 

dor informação sobre a c o n f i a b i l i d a d e dos dígitos recebido s . 

Os dígi t o s det e t a d o s como nulos tem mais chance de e s t a r e r r a 

dos. Sabendo d i s s o , o d e c o d i f i c a d o r , ao d e t e t a r a presença de 

e r r o s , tem as localizações mais prováveis onde os mesmos se 

encontram e pode então c o r r i g i - l o s . Desde que a quantidade de 

dígitos de t e t a d o s como nulos s e j a < (d - 1 ) , os mesmos podem 

ser c o r r i g i d o s na m a i o r i a dos casos, e o código tem sua capa

cidade de correção aproximadamente dobrada. No caso da p a l a 

v r a r e c e b i d a t e r mais que (d - 1 ) dígitos de ba i x a c o n f i a 

b i l i d a d e , então o d e c o d i f i c a d o r simplesmente i g n o r a e s t a i n -

formação de c o n f i a b i l i d a d e e opera como se a quantização no ' 

d e t e t o r fosse de apenas duas regiões. Dessa forma, o desempe

nho de um r e c e p t o r que usa deteção por zona nula é, no míni -

mo, i g u a l aquele que usa dois níveis de quantização apenas . 

Uma questão extremamente i m p o r t a n t e r e l a t i v a ã utilização con 

j u n t a de deteção por zona nu l a e codificação de canal é a es

colha da a b e r t u r a da j a n e l a (região n u l a ) , i s t o é, do l i m i a r 1 

de decisão J. Se J é um v a l o r de tensão muito pequeno, en

tão poucos díg i t o s serão de baixa c o n f i a b i1idade, levando pou 

ca informação ao d e c o d i f i c a d o r . Por o u t r o 1 ado, se J é um va 
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l o r de tensão m u i t o a l t o , então quase todos os dígitos r e c e b i 

dos serão de b a i x a c o n f i a b i l - i d a d e , o que não i n t e r e s s a ao des

c o d i f i c a d o r . De um modo ou de o u t r o , o r e c e p t o r se comporta -

r i a como se Q fosse i g u a l a 2. Percebe-se então a existên

c i a de um v a l o r õtimo para J, no s e n t i d o de min i m i z a r a p r o 

b a b i l i d a d e de e r r o na saída do d e c o d i f i c a d o r , o qua l é função 

da relação sinal/ruído e x i s t e n t e e do t i p o de código usado. 

4.3 - PROCEDIMENTOS SUBÕTIMOS 

Nesta seção descrevemos d o i s a l g o r i t m o s ' 

de decodificação com decisão suave que são subÕtimos no s e n t i 

do de que o ganho teórico mãximo possível de o b t e r com este ' 

t i p o de decisão não ê a t i n g i d o . O p r i m e i r o d e l e s , devido a 

H a r r i s o n ^ ^ ^ , u t i l i z a o código de Hamming (7,4,3) e é d e s c r i 

to a s e g u i r . 

Sabe-se que quanto maior f o r o número de 

níveis de quantização em um esquema de decisão suave, maior é 

a quantidade de'informação útil â q u a l o d e c o d i f i c a d o r tem 

acesso. E n t r e t a n t o pode ser mostrado , que a utilização de 

mais de 16 níveis tem pouco e f e i t o sobre a p r o b a b i l i d a d e de 

e r r o do sistema. Como a complexidade dos c i r c u i t o s d e t e t o r e s / 

d e c o d i f i c a d o r e s aumenta rapidamente com o acréscimo do número 

de níveis H a r r i s o n a n a l i s o u o desempenho de um sistema que 1 

u t i l i z a v a apenas 4 regiões de decisão, como mostra a f i g u r a ' 

4.9, onde 
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A m p l i t u d e 

A/2 

H 

— c r 
- j 

-A/2 
H 

FIG.4.9 - ALGORITMO DE HARRISON - REGIÕES DE QUANTIZAÇÃO 

H e L representam as regiões de a l t a e b a i x a c o n f i a b i l i d a d e 1 

r e s p e c t i v a m e n t e . Vimos; no cap. -3 que a síndrome de uma "pala — 

v r a recebi d a é i g u a l a i—ésima coluna da m a t r i z H se um e r r o 

o c o r r e u n a posição i . Todavia, s e d o i s dígitos estão e r r a d o s , 

a síndrome i n d i c a a ocorrência de um e r r o em uma t e r c e i r a p o s i 

ção, que está c o r r e t a , e ao t e n t a r corrígi-la, o d e c o d i f i c a d o r 

i n t r o d u z um o u t r o e r r o na p a l a v r a . Este e f e i t o pode ser d i m i -

nuído quando se usa decisão suave, fazendo-se com que 'o decodi 

f i c a d o r t e n t e c o r r i g i r somente as posições de ba i x a c o n f i a b i l i 

dade. Ò procedimento de H a r r i s o n c o n s i s t e basicamente dos se -

g u i n t e s passos: 

1 - Se a p a l a v r a r e c e b i d a p o s s u i 0,1 ou mais que d o i s dígitos' 

de b a i x a c o n f i a b i l i d a d e então o d e c o d i f i c a d o r ~ a t u a normalmen — 

t e , como se não t i v e s s e havido decisão suave na deteção. 
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2 - Se a p a l a v r a r e c e b i d a tem d o i s dígitos de b a i x a c o n f i a b i 

l i d a d e , -então a síndrome da mesma é c a l c u l a d a e então: 

a) Se S ê i g u a l a zero então a p a l a v r a é suposta e s t a r c o r 

r e t a e é l i b e r a d a . 

b) Se S i n d i c a um e r r o sobre uma posição de b a i x a c o n f i a b i 

l i d a d e , então a mesma é c o r r i g i d a e a p a l a v r a l i b e r a d a . 

c) Se S- i n d i c a um e r r o em uma posição de a l t a c o n f i a b i l i d a 

de então os d o i s dígitos de b a i x a c o n f i a b i l i d a d e são i n v e r t i 

dos e a síndrome é r e c a l c u l a d a . Se o novo v a l o r de S f o r 

zero então d o i s e r r o s foram detetados e c o r r i g i d o s . Em caso 

c o n t r a r i o o c o r r e u um e r r o em uma posição de a l t a c o n f i a b i l i d a 

de e o d e c o d i f i c a d o r - d e v e -operar normalmente, desprezando .a 

informação probabilística. 

_ . As curvas de desempenho o b t i d a s com 

est e a l g o r i t m o p a r a três l i m i a r e s de decisão d i f e r e n t e s , são 

mostrados na f i g u r a 4.10. Observemos a existência de um v a l o r 

ótimo para J e n t r e 40/50% da amplitude dos p u l s o s biná -

r i o s t r a n s m i t i d o s , que permitem um ganho de aproximadamente 1 

db para o a l g o r i t m o p r o p o s t o por H a r r i s o n . 

O segundo procedimento subotimo que 1 

descrevemos, dev i d o a F a r r e l l e K a l l i g e r o s ^ ^ u t i l i z a um cód_i 

go, de um dígito de p a r i d a d e , de comprimento i g u a l a 8, e um 

d e t e t o r de decisão suave quantizado em 8 regiões, c u j o s ní -

v e i s valem + Q,25V,± Q,5V e + 0,75y, para s i n a i s de a m p l i t u d e 

± IV-
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* - 4 
7 8 
H h 

9 10, 
- i 

11 12 

SNR (db) 

Decisão A b r u p t a 

Decisão Suave A 

2J 

- Decisão Suave A 

2J 

— Decisão Suave A 

= 20% 

= 40% 

= 60% 
2J 

FIG. 4.10 - ALGORITMO DE HARRISON - CURVAS DE DESEMPENHO. _ 

O a l g o r i t m o c o n s i s t e basicamente dos se 

g u i n t e s passos : 

a ) A v a l i a r os dígitos K±K2"*"'K6^7 C l 6 s e u s "bytes" de con

f i a b i l i d a d e . 

b) R e c a l c u l a r o dígito de pa r i d a d e Ĉ  a p a r t i r dos dígitos 1 

de informação e compará-lo com o v a l o r recebido de C^. 
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b-1 - Se e s t i v e r c o r r e t o , assumir que nao houve e r 

ros e l i b e r a r a p a l a v r a . 

b-2 - Em caso contrário, i n v e r t e r o d i g i t o de mais baixa 

c o n f i a b i l i d a d e , de modo a c o r r i g i r o e r r o i s o l a d o * 

mais provável, e l i b e r a r a p a l a v r a . 

A curva de desempenho, o b t i d a por simula 

ção em computador, r e l a c i o n a n d o p r o b a b i l i d a d e de e r r o e r e l a 

ção sinal/ruído para este a l g o r i t m o é mostrado na f i g u r a 4.11 

Para reiações sinal/ruído maiores que -2.5 db observa-se um 

ganho em relação ao sistema sem c o d i f icaçao, o q u a l é maior * 

que aquele o b t i d o por um código de Hamming de mesmo comprimen 

to e/ou eficiência. 

Os procedimentos d e s c r i t o s acima não apre 

sentam nenhuma p r o p r i e d a d e de o t i m a l i d a d e em relação a algum 

critério. De f a t o , os l i m i a r e s de decisão ( a b e r t u r a da j a n e l a 

no método de H a r r i s o n e o posicionamento dos níveis de q u a n t i 

zação no t r a b a l h o de F a r r e l l / K a l l i g e r o s ) são e s t a b e l e c i d o s de 

maneira i n t e i r a m e n t e arbitrária, o que ê responsável, em par

te , p e l o desempenho subõtimo dos d o i s a l g o r i t m o s . 

Na seção s e g u i n t e abordaremos algumas i n 

vestigações teóricas, baseadas em c e r t o s critérios de o t i m i z a 

ção, que levam a definição de v a l o r e s ótimos para J. 

4.4 - NÍVEIS DE QUANTIZAÇÃO ÓTIMOS -

A definição dos níveis de q u a n t i zação em 

um r e c e p t o r que faz uso de decisão suave é uma questão funda

mental no p r o j e t o dos sistemas de comunicação que empregam es 
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FIG.4.11 - CURVAS DE DESEMPENHO DO ALGORITMO DE 
FARRELL E KALLIGEROS 
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t e t i p o de deteção. Nesta seção, abordaremos e s t e t i p o de p r o 

blema para ura r e c e p t o r c u j o espaço de s i n a l é quantizado em 

três regiões, i s t o ê, tentaremos e n c o n t r a r o v a l o r ótimo da 

a b e r t u r a J, conforme a f i g u r a 4.12. Este procedimento i d e v i 

(37) 
do a Bloom et al 

è 

A/2 

J 

AMPLITUDE 
è 

A/2 

J 

è 

A/2 

J 
i 

f 

0 

- J 

-A/2 

\ f 

0 

- J 

-A/2 R 
O 

0 

- J 

-A/2 

-

R 
O 

FIG,4.r2 - DETEÇAO POR ZONA NULA - CÁLCULO DO 

t VALOR ÓTIMO DE J 

I n i c i a l m e n t e provaremos a existên 

c i a de um v a l o r õtimo para J , no s e n t i d o de maximizar a t a x a 

de informação, em b i t s p or símbolo. O diagrama de p r o b a b i l i d a 

des de transição r e f e r e n t e à f i g u r a 4.12 ê mostrado a s e g u i r 



B2 

1-p-w 

e w s a o . d e f i n i d o s por 

r 3 - ( v - A / 2 ) 2 / 2 o 

p = 
a/2ÍT 

2 

dv (4.26) 

w = 
/2ÎT 

J 2 2 
r -(v-A/2) /2o 

e dv 

- J 

(4.27) 

A t a x a de informação para e s t e t i p o de canal ê dada por 
(3) 

R(J) = P ( l | D l o g 2 

2 P ( l U ) 

P{1|1)+P(0|1)J 

+ P ( 0 I 1 ) l o g 2 

2P (0 1 1) 

P(1|1)+P(0|1) J 

(4.28) 

ou 

R(J) = (1-p-w) l o g 2 

2 Çl-p-w) 

1 - w 

2w 
+ P l o g 2 

1-V7 

(4.29) 

Para m o s t r a r que 
R(J) p o s s u i um máximo para algum J>0, pre 

cisamos que 
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_3K_ ?• O 
J ~ O 

C4-30) 

I s t o pode ser f e i t o se escrevermos 

- J 

P ( l | l ) = 1 - f n ( v - A / 2 ) d v - f n (v-A/2)dv 

- J 

ou 

C4.31a) 

P(l[lí = f (v-A/2)dv f n ( x ) d x 
J-A/2 

(4.3Lb) 

: - J 
P.(0|1) = f (v-A/2)dv (4.32) 

ou 

P ( 0 | l ) = 
-J-A/2 

f ( x ) d x n (4.33) 

d e r i v a n d o (4.28) obtemos 

R(J) = P' ( 1 | 1 ) l o g \2 
2P(1[1) 

P ( l ] l ) + P ( 0 | l ) 
+ P 1 ( O | l ) l o g . 2P (0 11) 

P ( l | l ) + P ( 0 | l ) 
(4.34) 

onde 
P' (1|1) = -f (J-A/2) (4.35) 

P 1 (0I1) = -f (J-A/2) (4.36) 
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Segue—se então que 

.'CO] = - f n C - V 2 ] l o g 2 
• 4 P ( l l l ) P ( Q | l ) 

C P ( l [ l ) + P ( 0 | l ) ) 

(4.37] 

Considerando que P ( l | l ) > P CO 113 r 

tem-se 

CP(1|1) + P ( 0 [ 1 ) ) ^ > 4 P ( l | l ) P ( 0 | l ) 

e assim R 1 (0] >0 desde que f n ( - A / 2 ] ^ 0. P o r t a n t o , a t a x a 

de informação R a t i n g e um máximo para algum v a l o r de J>0 . 

No que se segue encontraremos v a l o r e s õtimos para J r e l a c i o 

nados com a f i g u r a 4.12 e determinaremos o ganho que o mesmo 

apresenta em relação~aos~sistemas:que~nao~usam :decisão suave. 

4.4.1 - SISTEMAS SEM CODIFICAÇÃO -

O ganho que se pode t e r em relação a pro

b a b i l i d a d e de e r r o com um esquema como o da f i g u r a 4.9 e f u n 

ção do t i p o de ruído e x i s t e n t e no sistema. Quando o mesmo é 

do t i p o a d i t i v o Gaussiano, as p r o b a b i l i d a d e s de transição p 

e w são dadas pelas expressões (4.26) e ( 4 . 2 7 ) . As p r o b a b i 

l i d a d e s P (111-) é P ( 0 | l ) podem ser c a l c u l a d a s diretamente 1 

com o a u x i l i o da f i g u r a 4.13. 
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A f n ( v > 

-A/2 A/2 

FIG.4.13 - Densidade de p r o b a b i l i d a d e de um p u l s o de 
a m p l i t u d e A/2, em presença de ruído Gaussiano 

Temos 

o/2IÍ J 
- ( v - A / 2 ) 2 / 2 o 2 

dv (4.38) 

ou 

P(1|D _ 1 
/ i r 

' - x 2 

J^A/2 

dx (4.39) 

e assim 

P ( l | l ) = _ 1 
2 

1 + e r f /A/2 - X (4.40) 
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De maneira análoga 

ou 

PC0|1) = *4 

P ( 0 | l ) = 

-CV-A/21V 2 2 

/ÍT J 

dv 

-a 

- x 2 

dx 

-J-A/2 

o /2~ 

(4.41) 

(4.42) 

P(0|1) = — 1 - - (cr¥) (4.43) 

O v a l o r õtimo de J o c o r r e quando (4.34) torna-se zero e po

de ser o b t i d o com o auxílio de (4.40) e (4.43). A f i g u r a 4.14 

mostra a t a x a de informação R como função da relação s i n a l / 

ruído, quando J assume e s t e v a l o r õtimo. Para e f e i t o de com 

paração apresentamos os r e s u l t a d o s o b t i d o s para os casos ex -

tremos de apenas duas regiões de decisão e de um número i n f i 

n i t o de níveis de quantizaçao. 

Observamos que ,com o emprego da zona n u l a podemos o b t e r cerca 

de 50% do ganho teórico possível. Um desempenho s u p e r i o r a es 

te requer um maior número de regiões de quantizaçao, porem , 

acima de 16 níveis o acréscimo em-ganho não j u s t i f i c a a com -

pl e x i d a d e dos c i r c u i t o s d e t e t o r e s -
(31) 
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FIG. 4.14 - TAXA'DE INFORMAÇÃO COMO FUNÇÃO DA RELAÇÃO SINAL / 

RUÍDO 

(A) DECISÃO ABRUPTA (Q=2) 

(B) DETEÇÃO POR ZONA NULA 

(C) Q = -

. Um aspecto i m p o r t a n t e r e l a c i o n a d o com os nl -

v e i s de quantização ótimos de um esquema de decisão suave é 

o f a t o de que os mesmos dependem da relação sinal/ruído do 1 

sistema, a q u a l nem sempre é constante. Sendo assim, ë p r a t i 

camente impossível manter-se a propriedade de o t i m a l i d a d e de 

um dado nível de decisão. Para um esquema como o da f i g u r a 1 

4.9 p o r t a n t o , é i m p o r t a n t e que se a n a l i s e o comportamento do 

sistema em relação a variações de A/o. Para se f a z e r i s t o é 

conveniente i n t r o d u z i r m o s um f a t o r N, o qual representa a am 
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plituâe da. j a n e l a J n o r m a l i z a d a em relação a am p l i t u d e do 1 

s i n a l - Assim 

N â 

Na f i g u r a 4.15, o b t i d a d i r e t a m e n t e da expressão 4.34, está 

mostrada a dependência e n t r e N e a relação sinal/ruído do 

s i s t e m a . I ^ N 

8 10 12 

SNR (db) 
>-

FIG-4.15 - VALOR ÕTXMO DA REGIÃO NULA EM FUNÇÃO 

DA RELAÇÃO SINAL/RUIDO 

Se considerarmos um. v a l o r N q f i x o , que é ótimo para uma da 

da relação s i n a l / r u l d o e acontece da mesma d i m i n u i r , então 1 

N estará e n t r e zero e o novo v a l o r ótimo. Observando a f i q u 
o — 

ra 4.16, onde está mostrada a eguivocação , em função de J, 

para d i v e r s o s v a l o r e s da relação sinal/ruído, vê-se que 
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FIG.4.16 - EQUIVOCAÇÃO EM FUNÇÃO DE JS EM UM SISTEMA 

DE DETEÇÃO POR ZONA NULA. 

íi 

p a r a v a l o r e s pequenos de A/o o sistema de deteçao por zona 

n u l a que estamos a n a l i s a n d o tem um desempenho s u p e r i o r àque

le que usa apenas duas regiões de decisão. Porém, o c o n t r a -

r i o acontece quando A/o aumenta. I s t o acontece porque nes

se caso o sistema de deteção destrói muita informação, p a r t e 

da q u a l é de a l t a c o n f i a b i l i d a d e e' está disponível no esque

ma de d o i s níveis. E s t a degradação em desempenho pode ser su 

perada se o espaço de s i n a l é quantizado em q u a t r o regiões e 
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a performance obtida, é sempre s u p e r i o r aos o u t r o s d o i s ca -

sos . Observamos a i n d a que quajido o v a l o r de J e a p r o x i 

madamente duas vezes seu v a l o r ótimo, o sistema tem um desem

penho i n f e r i o r aquele que t e r i a se Q fosse i g u a l a 2. Esta 

s e n s i b i l i d a d e em relação sinal/ruído (ou do v a l o r õtimo de J) 

é uma característica n e g a t i v a do sistema de deteção por zona* 

n u l a . 

4.4.2 - SISTEMAS CODIFICADOS -

Veremos agora como o desempenho 

de um código c o r r e t o r de e r r o pode ser melhorado se o mesmo é 

usado juntamente com um d e t e t o r de decisão suave. Considere — 

mos o código de Hamming ( n , n - l , 2 ) , capaz de d e t e t a r um e r r o 

em cada bloco de n dígitos. Este é um código de um dígito * 

de paridade, o q u a l é c a l c u l a d o p e l a soma módulo 2 dos n-1 

dígitos de informação. O emprego de três regiões de decisão 1 

(zona nula) p e r m i t e que_ p dígito de paridade . s e j a _ j u t i l i z a d o 1 

não apenas para deteção-de e r r o s mas também, em muitos casos, 

para correção dos.mesmos. Sempre que uma p a l a v r a r e c e b i d a t i 

v e r um X ( n u l o ) , o dígito de paridade e usado para preen -

cher e s t a posição e a p a l a v r a é a c e i t a . Se q-^/pj e u^ r e 

presentam, r e s p e c t i v a m e n t e , as p r o b a b i l i d a d e s de que um dígi

to t r a n s m i t i d o s e j a r e c e b i d o corretamente, erradamente ou co

mo um n u l o , então pode—se mostrar que 
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<îx „ _L_ Cl + e r f CAÒ - J ó n (4.45a) 

2 

Pl = 1 Cl " e r f (A ü + J ó ) ] (4.45b) 

2 

u x = _ 1 _ C e r f ( A ò + J d ) - e r f ( A ^ - J ^ i (4.45c) 

2 

onde 

Ab â _ A _ (4.46a) 

a2/2 

Jb = — (4.46b) 
o2/2 

A p r o b a b i l i d a d e de que uma p a l a v r a a c e i t a na recepção d i f i r a 

em r posições da p a l a v r a cõdigo- enviada ê dada por 

n-r n-r-Í r n-r r - 1 
P r = q 1 ?i + ( n - r ) q 1 p ± u 1 + r q ± p ± ^ (4.4 7) 

Para que i s t o ' o c o r r a é p r e c i s o a interpretação errada de r 

posições, sendo r um número par. A expressão (4.47) vem do 

f a t o de que i s t o pode o c o r r e r de três modos d i f e r e n t e s : 

1 - Quando não e x i s t i r e m brancos- (x) e r e r r o s forem cometi 

dos. 

2 - Quando um branco f o r recebido e preenchido corretamente , 

tendo o c o r r i d o r e r r o s . 

3 - Quando um branco f o r recebido e preenchido erradamente , 
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tendo o c o r r i d o r ~ l e r r o s . 

Para que uma p a l a v r a r e c e b i d a s e j a 

a c e i t a e l a deve c o n t e r , no mãximO/Um " n u l o " . Assim, se g, p 

e u representam, r e s p e c t i v a m e n t e , as p r o b a b i l i d a d e s de que 

uma p a l a v r a código re c e b i d a s e j a a c e i t a c o r r e t a m e n t e , e r r a d a 

mente , ou nao s e j a a c e i t a , temos 

p + q + u = 1 (4.48) 

e n 

P+q = L C^ + 1 P r * r par (4.49) 

0 

A t a x a de informação^ ^ ^ , em b i t s por p a l a v r a , é 

n r 
R = n(p+q) " Cp+q) log-- <P+q) + X C P l o g P (4.50) 

* 0 n + l x r 

A f i m de e n c o n t r a r v a l o r e s ótimos para J consideremos o s i s 

tema para v a l o r e s a l t o s de A/o , onde a p r o b a b i l i d a d e de 1 

ocorrência de mais de um e r r o (ou nulo) ê pequena, ou seja 

P Q

 > > P 2 > > P 4 " • * (4.51) 

jvesse caso (4.50) torna-se 

R = n QQ = n q (4.52) 

ou 
n+ l 

R = n Cqa + (n+l) q^ u^ (4.53) 
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d i f e r e n c i a n d o ejtj relação a. £ obtemos 

- Pi .+ n q j " 1 <g£ u = 0 (4-54) 

e daí 

p i 
(4.55) 

n u l q i 

Fazendo uso das expressões ( 4 . 4 5 ) , a condição de o t i m a l i d a d e ' 

reduz-se a 

4A J 1 + *(A - J ) 
e 0 0 - ° 2 (4.56) 

n U ( A o + J o ) - • C A Q - J 0 ) J 

A p l i c a n d o a expansão assimptõtica para a função e r r o ( e x p r e s 

são 4.23) ficamos com 

4 A o J o 2/ITCA..-J ) • ( A c T J o ) 2 

e assim 

ou 

n 

4 A o J o S C A o - J ^ 2 ( 4 - 5 8 ) 

J 
N = — = 13-2/2) = 17,16% (4.59) 

A 
o 

Este v a l o r ótimo para J r e p r e s e n t a um ganho em potência de 

aproximadamente 1,4 db em relação ao sistema onde Q v a l e * 

2- Um aumento de 0,5 db sobre e s t e r e s u l t a d o , pode ser conse 



guido quando se usam q u a t r o regiões de decisão, ou s e j a , uma 

zona n u l a d u p l a . A p r i n c i p a l desvantagem do método de zona n u l a 1 

para sistemas sem codificação, i . e . sua s e n s i b i l i d a d e em r e l a -

ção a variação de J , também e x i s t e quando se usam códigos de mo 

do que para c e r t o s v a l o r e s de J, sistemas c o d i f i c a d o s que usam 

decisão suave apresentam um desempenho i n f e r i o r aqueles que usam 

decisão a b r u p t a antes da decodificação. Na f i g u r a 4.17 mostramos 

a equivocação, em função da relação sinal/ruído, para d i v e r s o s 1 

esquemas de deteção. Observamos que o sistema que emprega q u a t r o 

regiões de decisão (zona n u l a dupla) tem um desempenho apenas li 

geiramente s u p e r i o r aquele que usa somente uma zona n u l a . Sua 1 

p r i n c i p a l vantagem sobre este^último, está na ba i x a s e n s i b i l i d a 

de, em relação a variações do n i v e l ótimo, que o mesmo apresen -

t a . 
(37) 

A E 

1 --

.-.1 
10 + 

- 2 
10 

-3 
10 -f 

10 

- 5 ! 
10 

10 

SEM CODIFICAÇÃO 

CÓDIGO DE HAMMING (7, 4, 3) 

DECISÃO SUAVE (Q = 3") 

DECISÃO SUAVE (Q = 4) 

SNR - (db) 

-> 

FIG. 4.17 - DETEÇAO POR ZONA NULA - SISTEMAS 

CODIFICADOS 
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4 . 5 - O ALGORtTMQ DE HARTMANN E RUDQLPH. 

Hartmann e R u d o l p h ^ 3 ^ i n t r o d u z i r a m 

um a l g o r i t m o de decodificaçao que ê ótimo no s e n t i d o de que 

minimiza a p r o b a b i l i d a d e de e r r o por símbolo para p a l a v r a s 1 

código eguiprováveis, em um canal binário simétrico, sendo 

e x a u s t i v o no s e n t i d o de que toda p a l a v r a do código d u a l é 

usada no processo de decodificação. Para um código de b l o c o 

l i n e a r C ( n , k , d ) , o código d u a l e C1 (n,n-k,d 1 ) , de modo que 

est a última característica t o r n a - o b a s t a n t e prático para có

digos de a l t a eficiência, ao contrário do que acontece nas 

técnicas c o n v e n c i o n a i s de códigos l i n e a r e s . O a l g o r i t m o , des 

c r i t o a s e g u i r , é essencialmente estatístico sendo aplicável 

a códigos de b l o c o e códigos c o n v o l u c i o n a i s . 

Seja c = ( c 0 , c ^ , . . . . c n _ 1 ) uma p a l a 

v r a de um código de b l o c o l i n e a r C(n,k,d) e c! = 1 

= (c c ] , . . . . , c . ' ) . a j-ésima p a l a v r a do código d u a l 1 

C' (n,n-k,d 1) - A p a l a v r a c é t r a n s m i t i d a através de um ca -

n a l d i s c r e t o sem memória c u j o a l f a b e t o de saída ê B, de mo

do que a p a l a v r a r e c e b i d a ê r = ( r 0 , r ^ , . . . r

n - 1 ) / ^ e B . A 

questão que o a l g o r i t m o se propõe a r e s o l v e r é, dado r, c a l 

c u l a r uma e s t i m a t i v a c do dígito c E C , de modo que a 1 

m m 

p r o b a b i l i d a d e de que = c^ se j a máxima. I s t o pode ser 1 

f e i t o se mostrarmos-que 

P(c = s [ r ] = a A^Cs), o c t e (4.60) 

e estimarmos c = s como sendo o v a l o r que maximiza A (s) 
m ^ m 
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O l a d o esquerdo de (4.6Q} e dado p o r 

P j - C c ^ s l r ] = £ p C c | r } (4.61) 

•ctC,c =s 
m 

P r C c m = s I r ) = £ P(r|c) ( P ( c ) / P ( r ) 3 (4.62) 

C E C . C = S 
' m 

Considerando que os símbolos de C são elementos de GF (p) 

então tem—se 

ou 

P(c) = 
k 

P 

(4.63) 

e (4.62) pode ser r e e s c r i t a como 

P ( c m = s | r ) = - Í L Í - £ P ( r | c ) 6 o > ( c _ c - (4.64) 

onde 

8« = 

PCr) m 
C E C 

1 , se t = j 

0 , em caso c o n t r a r i o 

e £ ( 6 / 6 ....... 6 , ) 
m - mo' m l ' m(n-l) 1 

(4-1) 
Pode—se mostrar que -

P - l 

(4.65) 

t=0 
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U . C 

C4.66) 

onde 

F(r,u) = Y, p( r|vî 
-u. v 
w (4.67) 

veV 
n 

w = e-' r e p r e s e n t a a p—ésima_raiz com -

p l e x a da u n i d a d e . - S u b s t i t u i n d o Ç4.65) e (4.66) em (4.64) e le 

vando em conta que (apêndice A) 

v.c 

ceC 

p , se V E C 

0 , em caso c o n t r a r i o 

chegamos a 

-n-1 

P (c =s ] r ) = -P 

m P ( r ) 

P-l 

! • 
t=0 

- s t 

n-k 

Z F^' cj" t em ) (4.68) 

Para canais sem memória, (4.67) pode ser r e e s c r i t a como 

n-1 n-1 p - l 

F ( r , u ) I I P ( r |v^w 1 1 -TT ^ P Í r j D w 
- i u 

n 
£=0 i=0 (4.69) 

Ficamos então com 

n-k 

w 
- s t 

P ( r í t=0 
r n-1 p - l 

TT I * " 1 ^ 
. £=0 i=0 

z 
j = l 

(4.70) 
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e assim 

-n-1 
P C C m = ? I r í =

 Am C s l * " S n ^ C4.71) 
rtï I p C r ) m m 

No caso binãrio, i . e . quando p=2, o procedimento para de-

codificação c o n s i s t e em e s c o l h e r 

0, se A (0)>A (1) 

1, em caso c o n t r a r i o 

Esta forma comparativa da r e g r a de decisão pode ser apresenta 

da de maneira mais conveniente, com o uso do c o n c e i t o de ra -

— (38) zao de semelhança. Nesse caso vamos t e r 

^n—k , ~ 

e*=-0-'se I TT ( T T T ' 
0 = 1 -£=0 \ 1 + 

c„ = 1, em caso c o n t r a r i o m 

onde 
P ( r £ | l ) 

r e p r e s e n t a a razão "de semelhança e c1.^ é um elemento do códi 

do dual £n,n—k,d'} cu j o s i g n i f i c a d o ê e s c l a r e c i d o no exem -

p i o a s e g u i r . 

Usaremos o código de Hamming (7,4) para 1 

e x e m p l i f i c a r a r e g r a de decodificação, que neste caso t o r n a -

se: 



Q Q 

e s c o l h e r c Q - 0 se 
1 - • f \ " 5 * 

l + $ 

;> 0 

e CQ = 1 & m caso contrário. 

Para es t e código, a m a t r i z de t e s t e de p a r i 

dade e seu espaço-linha são: 

t H 3 = 

c 0 c l c 2 c 3 Cl» c 5 

0 0 0 0 0 0 0 

1 1 1 •0 1 0 0 (a) 

1 1 1 0 1 0 0 (a) 0 1 1 1 0 1 0 (b) 

0 1 1 1 0 1 0 (b) C ( c l £ ) : 1 0 0 1 1 1 0 (a)®(b) 

0 0 1 1 1 0 1 (c) 0 0 1 1 1 0 1 (c) 

1 1 0 1 0 0 1 (a)©(c) i. 

0 1 0 0 1 1 1 (b)®(c) ; 

1 0 1 0 0 1 1 (a)©(b)©(c)' 

-fazendo 
1 -

1 + <*> 

= p , teremos 

8 ' c\ 0 + 6 0 0 

c 0 = 0 se £ P Q x P P 2 

C \ 2 + < 5 0 2 C ^ 3 + 60 3 
x p 3 x 

c\k + "SOM c ^ 5 + 6 0 5 c ' + « D G i 
x P 5 x P b > 0 

ou s e j a 

c Q = 0 se p Q + P j P ^ P ^ + P a P 3 P 6

 + P 2 P 5 p 6 + P 3

p ^ p 5 + 

+ P Q P 1 P 2 P 3 P 5 + p 0 P 2 P 3 P i , p

6

 + P 0 p

 3

 P , P 5 P 6 ° 



I D O 

Testados o algoritmo de Hartmann e 

Rudolpb-, através. 3e simulação, em computador (Apêndice BJ ,para 

alguns códigos de bloco l i n e a r e s . Os gráficos obtidos estão 

mostrados nas ;pãginas 101 -a 112 . Foram usados três códigos 

cíclicos (7#4J, (15,11] e (31,26), todos com a mesma ca p a c i 

dade de correção. No c a p i t u l o seguinte é f e i t a uma a n a l i s e 1 

desses resultados. 
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CAPÍTULO V 

C O N C L U S Õ E S 

Neste capítulo analisamos os r e s u l t a 

dos o b t i d o s na simulação do a l g o r i t m o de Hartmann e Rudolph , 

comparando e d i s c u t i n d o o desempenho e a complexidade do mes

mo em relação aos procedimentos que não empregam decisão sua

ve -

5.1 - ANALISE DOS RESULTADOS 

Os gráficos das paginas.101 a 106 

apresentam as curvas de p r o b a b i l i d a d e de e r r o na saída do de-

c o d i f i c a d o r (p„) em função da p r o b a b i l i d a d e de e r r o no canal 

( p e ) para três códigos de b l o c o cíclicos. Em cada gráfico, as 

curvas representam um mesmo código, para três v a l o r e s d i f e r e n 

t e s de regiões de quantização (Q) . Para e f e i t o de comparação, 

mostramos também a curva o b t i d a pelas técnicas convencionais' 

~ * (22) 
de decodiíicaçao.de códigos cíclicos . Observamos que, t a n 

t o para p r o b a b i l i d a d e de e r r o por dígito, como para p r o b a b i l i 

dade de e r r o por b l o c o , o a l g o r i t m o de Hartmann e Rudolph 1 

apresenta um desempenho superior'- ao método que não emprega de 

cisão suave, quando se usa um numero--de regiões de q u a n t i z a -

ção s u p e r i o r a q u a t r o . Esta diferença é mais pronunciada nas 

curvas de p r o b a b i l i d a d e de e r r o por dígito, uma vez que o a l 

goritmo t e s t a d o opera minimizando e s t a p r o b a b i l i d a d e . Quando' 
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Q v a l e q u a t r o , o métgdo conyenciona.1 é sempre s u p e r i o r , uma 

vez que nesse caso pouca informação de c o n f i a b i l i d a d e sobre 1 

as amostras c o l h i d a s é u t i l i z a d a no processo de decisão. 

Os gráficos das páginas 107 a 112 

apresentam as curvas de P c em função de P e de modo a p e r m i t i r 

uma comparação e n t r e códigos de d i f e r e n t e s comprimentos, para 

um mesmo v a l o r de Q. Q u a l i t a t i v a m e n t e , o r e s u l t a d o o b t i d o é 

e q u i v a l e n t e aquele que se tem com o procedimento c o n v e n c i o n a l , 

i s t o ê, os códigos de menor-comprimento apresentam um desempe 

nho melhor- I s t o ê v e r d a d e i r o para todos os v a l o r e s de Q t e s 

tados. 

5.2 - COMENTÁRIOS. 

A técnica de decodificação de Hartmann 

e Rudolph ê ótima no s e n t i d o de m i n i m i z a r a p r o b a b i l i d a d e de 

e r r o por dígito, para p a l a v r a s código eguiprováveis t r a n s m i t i , 

das através de um c a n a l d i s c r e t o sem memória, sendo aplicável 

a códigos l i n e a r e s de bl o c o e c o n v o l u c i o n a i s . Em relação a e s 

te critério seu desempenho ê s u p e r i o r aos procedimentos de de 

codificação, que são ótimos no s e n t i d o de m i n i m i z a r a probabi

l i d a d e de e r r o por p a l a v r a , i s t o é, a decodificação por c o r r e 

lação de códigos de blo c o e o a l g o r i t m o de V i t e r b i para códi

gos c o n v o l u c i o n a i s . Quando se compara a p r o b a b i l i d a d e de e r r o 

^ - - ^ (38) por p a l a v r a , o c o n t r a r i o acontece 

O p r i n c i p a l mérito do procedimento de 
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Hartmann e Rudolph r e s i d e no f a t o de que para d e c o d i f i c a r um 

código (n,k,d) , seu código d u a l ( n / n - k / d 1 ) . . é empregado . 

I s t o f a z com que e s t a s e j a , até agora, a única técnica conhe 

c i d a viãvel para aplicação com códigos de a l t a eficiência. 

A decodificaçao probabilística de 1 

códigos l i n e a r e s tem ultimamente r e c e b i d o maior ênfase na l i 

t e r a t u r a sobre códigos c o r r e t o r e s de e r r o , devido ã v i a b i l i 

dade de sua implementação prática por meio de microprocessa-

(39) 

dores- Massey. 7 mostrou que um demodulador de decisão 1 

abrupta ("hard d e c i s i o n " ) pode a n u l a r grande p a r t e do ganho' 

que r e s u l t a da utilização de codificação de c a n a l . Dessa f o r 

ma esquemas de decisão suave, sempre que possível, devem ser 

empregados. 

Como prosseguimento dos estudos de

s e n v o l v i d o s neste trabalho., sugerimos a investigação de es -

quemas de decisão suave que u t i l i z e m um posicionamento não 

uni f o r m e das regiões de quantização, em função do t i p o de 

ruído p r e s e n t e no sistema. Em relação ao a l g o r i t m o de H a r t -

mann e Rudolph, uma extensão i n t e r e s s a n t e s e r i a a a n a l i s e dos 

l i m i t e s de desempenho do mesmo, p r i n c i p a l m e n t e em condições* 

de ruído adversas com taxas de e r r o próxijnas.: de 0,5. S i s t e -

mas deste t i p o são de i n t e r e s s e para utilização em canais su 

j e i t o s a e f e i t o s de- multipropagaçao e desvanecimento s e l e t i 

vo, -como ê o caso do c a n a l de HF. 
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A P Ê N D I C E A 

Á L G E B R A B Á S I C A 

A álgebra dos campos f i n i t o s desempenha 1 

um papel extremamente i m p o r t a n t e na construção e implementa -

ção dos sistemas c o n t r o l a d o r e s de e r r o s . Códigos que obedecem 

a uma e s t r u t u r a algébrica bem d e f i n i d a apresentam duas carac

terísticas i m p o r t a n t e s ; p r i m e i r o , suas propriedades são mais 

f a c i l m e n t e e s t a b e l e c i d a s e, segundo, sua implementação ê ge -

ralmente simples e prática, em comparação com o u t r o s t i p o s de 

códigos. Um exemplo marcante deste f a t o são os códigos B C H . 

Neste-apêndice apresentamos alguns c o n c e i 

t o s imp o r t a n t e s para a t e o r i a dos códigos de grupo, no s e n t i 

do de dar ao l e i t o r ~ a f e r ramenta matemática s u f i c i e n t e _ para 

a compreensão deste t r a b a l h o . 

A . l GRUPOS 

Os grupos t i v e r a m a sua origem na t e o r i a ' 

das substituições d e v i d o , em p a r t e , aos t r a b a l h o s de Lagran -

ge^ . O v e r d a d e i r o i n i c i a d o r deste c a p i t u l o da álgebra , 

no entanto, f o i o matemático francês-Evarist Galois(1812-1832) . 

O desenvolvimento da t e o r i a dos gxupos era então condicionado 

por suas aplicações â t e o r i a das equações algébricas. Mais ' 

t a r d e , os t r a b a l h o s de Sophus L i e (1842-1899)mostraram a iim -

portância dos-grupos em c e r t o s aspectos das equações d i f e r e n c i 
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a i s , a b r i n d o caminho pare, a t e o r i a dos chamados grupos de L i e . 

A ampliação, do campo de aplicação dos grupos v e i o se dar com1 

os t r a b a l h o s de F e l i x K l e i n (1849-1925), que i n t r o d u z i u a 

i d e i a de se c o n s i d e r a r a geometria como o estudo de p r o p r i e d a 

des i n v a r i a n t e s p o r grupos de transformações determinadas. Es 

sa idéia, i n t r o d u z i d a em forma axiomática por A r t h u r Cayley 1 

t.1821-1895) e n v o l v e d o i s aspectos: Os grupos a d i t i v o s e os 1 

grupos m u l t i p l i c a t i v o s . Na verdade, os p r i m e i r o s c o n s t i t u e m , 

a menos da notação, um caso p a r t i c u l a r destes últimos, de f o r 

ma que n e s t e apêndice, vamos usar somente a notação r e f e r e n t e 

aos grupos m u l t i p l i c a t i v o s . 

DEFINIÇÃO A.1.1 

Um c o n j u n t o de o b j e t o s G, para os quais 

e s t a d e f i n i d a uma operação, que denotaremos por *, é um GRUPO, 

se s a t i s f a z os s e g u i n t e s axiomas: 

1 - Para q u a i s q u e r elementos a e b e G, o elemento a * b e G. 

2 - Para q u a i s q u e r três elementos a, b e c e G, tem-se 

a * (b * c) = (a * b) * c = a * b * c. 

3 — E x i s t e no c o n j u n t o um e sõ um elemento n, t a l que 

n * a = a * n = a , Y a e G ; -

n é chamado elemento n e u t r o ^ou i d e n t i d a d e ) do grupo. No caso 

da adição e multiplicação u s u a i s , temos n = 0 e n = 1, res -

p e c t i v a m e n t e . 

4 — Todo elemento a do grupo p o s s u i um e sõ um i n v e r s o , que 
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representaremos por i - 0 elemento i n v e r s o é d e f i n i d o por 

a * i = i * a — n. No caso da adição e multiplicação u s u a i s 1 

temos i = —a e i = a respectivamente. 

O grupo que, além de s a t i s f a z e r os a x i o -

mas 1 a 4, s a t i s f a z a p r o p r i e d a d e c o m u t a t i v a , i s t o é, 

a * b = b * a, Y a, b e G, 

é chamado grupo A b e l i a n o ou Comutativo. Neste apêndice l i d a r e 

mos apenas com grupos^Abel-ianosVejamos - alguns exemplos. 

EXEMPLO 1 - O c o n j u n t o dos números i n t e i r o s e um grupo A b e l i a 

no em relação â operação de adição. 

EXEMPLO 2 - O c o n j u n t o rdas m a t r i z e s quadradas-é" um grupo em 

relação ã operação-de multiplicação de m a t r i z e s . Note que es

te grupo não é A b e l i a n o . 

EXEMPLO 3 - Dado _um i n t e i r o p > 1, consideremos_o_ c o n j u n t o 1 

G (p) formado p e l o s i n t e i r o s 0,1,...,p-1. Notemos, desde já 

que este c o n j u n t o não forma um grupo a d i t i v o em relação ã 

operação de adição u s u a l e n t r e i n t e i r o s , uma vez que a soma 1 

de dois de seus elementos pode ser maior que ( p - 1 ) . E n t r e t a n 

t o , é possível d e f i n i r uma operação em relação .à q u a l G(p) é 

um grupo a d i t i v o . Assim, se a e be G(p), definimos a soma mõ 

dulo p e n t r e a e b como sendo~~D--resto~da divisão1 por p 1 

da adição u s u a l (a+b). Como todo r e s t o de uma divisão por 

p é i g u a l a um dos i n t e i r o s de G( p ) , vemos que a adição mõdu 

lo p v e r i f i c a o p r i m e i r o axioma dos grupos a d i t i v o s . Os 
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três axiomas r e s t a n t e s podem ser f a c i l m e n t e v e r i f i c a d o s , de 

modo que o c o n j u n t o G(pl juntamente com a operação adição mo

d u l o p forma um grupo a d i t i v o , o q u a l também ê Abeliano. 

Os grupos formam a e s t r u t u r a mais simples 

na álgebra dos campos f i n i t o s . Sobre e l e s gostaríamos de 

observar ainda a existência de grupos de um ou d o i s elemen -

t o s . No p r i m e i r o caso, e s t e elemento deve ser o elemento neu

t r o n, enquanto que no segundo, os membros do grupo devem ' 

ser n e a; desde que J ,a" p r e c i s a t e r um i n v e r s o 

a + n = a / n 

então 

a + a = 0 

ou 

a = '-a. 

Assim, a t a b e l a de adição para es t e grupo apresenta-se como 

+ 0 a 

0 0 a 

a a 0 

O conjunto { 0 , a } , juntamente—com a t a b e l a -de_adição acima sa

t i s f a z os axiomas 1 a 4, sendo p o r t a n t o um grupo. Como a ope 

ração, d e f i n i d a é comutativa, i s t o e , 3 + 0 = 0 + 3 = a, o 

grupo é A b e l i a n o . 
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Um grupo G pode t e r um número f i n i t o ou 

i n f i n i t o de elementos. No p r i m e i r o caso, G e chamado grupo 1 

f i n i t o e o número de elemento de G é a ordem do grupo. No 

exemplo dado a n t e r i o r m e n t e , G é um grupo de ordem 2. 

A.2 CAMPOS 

DEFINIÇÃO A.2.1 - Consideremos um c o n j u n t o F de elementos , 

sobre os quais estão d e f i n i d o s duas operações: " + "(adição) e 

"." (multiplicação). A operação adição associa a cada par a,b 

E F, um elemento (a+b)e F e a operação multiplicação associa' 

a cada par de elementos a,b e F, um elemento a,b £ F. O 

conjunto F é um campo se e somente se as duas operações de

f i n i d a s acima s a t i s f a z e m as seguintes p r o p r i e d a d e s : 

1 - A adição é c o m u t a t i v a , ou s e j a , 

a + b = b + a, V a# b.-.e.F 

2 - A adição é a s s o c i a t i v a , ou s e j a , 

a + (b+c) = (a+b) + c = a + b +c,V a,b,c E F 

3 - E x i s t e um único elemento Ofzero") em F t a l que 

a + 0 = a , V a e F 

4 - Para cada a E - F , e x i s t e um e só um elemento (-a) e F, t a l 

que 
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a + (-al = Q 

5 — A multiplicação ê com u t a t i v a , i s t o é, 

a.b = b.a, V a / E F 

6 — A multiplicação é a s s o c i a t i v a , i s t o é, 

a.(b.c) = (a.b).c = a.b.c, V a,b,c e F 

7 - E x i s t e um e sõ um elemento não n u l o , denotado l ( u m ) , em 

F, t a l que 

a . l = a , V a e F 

8 — A cada a E F nao n u l o , corresponde um ünico a ^ E F, t a l 

que 

- 1 , a. a = 1 

9 — A multiplicação ê d i s t r i b u i t i v a em relação ã adição, ou 

s e j a , 

a. (b+c) = a.b+a.c, V a,b,c E F 

Vej amos alguns exemplos. 

EXEMPLO 4 - 0 c o n j u n t o dos números r e a i s (ou r a c i o n a i s , ou- com 

plexos) é um campo em relação âs operações de adição e m u l t i 

plicação da álgebra comum. 

EXEMPLO 5 — O c o n j u n t o { 0 , 1 } , juntamente com as operações de 
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adição módulo 2 e multiplicação modulo 2, conforme mostra a 

t a b e l a a, s e g u i r , forma um campo de d o i s elementos. 

+ 0 1 0 1 

0 0 1 0 0 0 

1 1 0 1 0 1 

ADIÇÃO MODULO 2 MULTIPLICAÇÃO MODULO 2. 

Este campo é chamado campo de G a l o i s de d o i s elementos e é 

representado por GF(2) . 

Pode ser mostrado gue, para todo número p 

primo ou potência de um primo, e x i s t e um campo com p elemen 

t o s ^ 1 ^ - O c o n j u n t o de i n t e i r o s , m o d u l o q, se q é primo, j u n 

tamente com as operações de adição e multiplicação modulo q , 

forma o campo de G a l o i s de q elementos, GF(q). 

DEFINIÇÃO A.2.2 - Sejam F^ e d o i s campos e suponhamos que 

est a c o n t i d o em F 2, i s t o e, F^ é um subconjunto de F 2. En-
* 

tão diz-se que F^ é um subcampo de F 2. 

Assim, cada um dos campos que estivemos 1 

considerando ê um subcampo do campo dos números complexos. Em 

p a r t i c u l a r , podemos d i z e r que -R ê um subcampo de C, e Q ê 

um subcampo de R. 

A.3 ESPAÇOS VETORXAIS 
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DEFINIÇÃO A. 3,1 — Um c o n j u n t o V de elementos e unj espaço ve 

t o r i a l sobre um campo F, se e l e s a t i s f a z os s e g u i n t e s a x i o -

mas: 

1 - V é um grupo Abeliano em relação a operação de adição. 

2 — E x i s t e uma operação chamada multiplicação e s c a l a r , que 

Y a e F e Y u e V associa o elemento a u E V, a q u a l s a t i s -

faz as p r o p r i e d a d e s : 

2.a - l u = T I . " 

2.b - {a± a 2 ) u = a.x ( a 2 u) . 

2.c - a(u + v) = a. u + a v. 

2.d - ( a 1 + a 2 ) u = a^ + a 2 u . 

Os elementos dos conjuntos V e F são cha 

mados, r e s p e c t i v a m e n t e , — v e t o r e s e e s c a l a r e s . Vejamos alguns 1 

exemplos. 

EXEMPLO 6 - Consideremos o campo de Galois de d o i s elementos 1 

GF(2) e seja* V n o c o n j u n t o de todas as n-uplas 

(v) = í v l ' v 2 ' " * * * v n J 

de escalares -v i c GF(2), i s t o ê, 

v^ = 0,1 , i = 1,...n. 

A soma-de duas~n—uplas Cu) e (v) 



124 

l u l - Lu,,u 0,...-u 1 

CvJ = Cv. / V - , v 3 
1 z n 

ê d e f i n i d a como sendo 

(u) + [v] - Cu. + v . , u_ + v„,....,u +v 3 

J- x £. 2, n n 

onde u. + v . r e p r e s e n t a a soma modulo 2 e n t r e u e v . O 
i i i i 

produto de um e s c a l a r c de GF(2) por uma n-upla de V é de 

f d n i d o por 

c Cv] = t c v^, c v 2 , . ,c V ] 

onde c.v^ r e p r e s e n t a a multiplicação módulo- 2 -de c- por v^-

É possível m o s t r a r que as operações acima 

s a t i s f a z e m os axiomas que definem um espaço v e t o r i a l sobre um 

campo ~ F , de modo que o c o n j u n t o de todas as n-uplas b i 

n a r i a s , juntamente com as operações de soma e multiplicação 1 

modulo 2, c o n s t i t u i um espaço v e t o r i a l sobre o campo GF(2). 

DEFINIÇÃO A.3.2 - Se V é um espaço v e t o r i a l sobre um campo 1 

F, então um su b c o n j u n t o W de V, que é um espaço v e t o r i a l 1 

sobre F- com as operações de adição de v e t o r e s e m u l t i p l i c a 

ção escalarí é um subespaço v e t o r i a l de V. 

DEFINIÇÃO A.3.3 - Seja V um espaço v e t o r i a l sobre um campo* 

F. Um v e t o r u e V é d i t o uma combinação l i n e a r dos K v e t o -
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r e s v i ' v 2 ' * " * v ] t E V ' a e ^ ^ s t ^ e s c a l a r e s cx,c2' ° k E F 

não todos n u l o s , t a i s que 

u = 

u = 

C l V l +* C 2 V 2 + 

kl; 

L c i v i 
i = l 

'- + C k V k 

EXEMPLO 7 - Sejam v x ' v 2 ' " * " " V n e l e m e n t o s d o espaço v e t o r i a l 

V de todas as n-uplas sobre GF(2). Então o c o n j u n t o das com 

binaçÕes l i n e a r e s do t i p o 

a, v-, + a„ v-, +....+ a v X 1 2 2 n n 

onde ai = 0,1 , é um subespaço W de V . Dizemos que W é 

o subespaço gerado p e l o s v e t o r e s • v ^ ^ , . . ..v . Se w ~ v

n '
 o u 

s e j a , se to d o elemento de V e uma combinação l i n e a r J f n 

V £ / -então dizemos que estes v e t o r e s geram o espaço V"n 

GF(2). 

dos 

sobre 

EXEMPLO 8 - Consideremos a m a t r i z H de elementos em GF(2) 

H = 

1 1 0 1 0 0 a 

1 1 l ; : o 1 0 = b 

0- X 1 • i 0 1 c 

O conjunto W formado por todas- as combinações l i n e a r e s dos 

veto r e s l i n h a s a,b,c de A, c o n s t i t u i um subespaço do espa— 



126 

ço v e t o r i a l de todas a s s e t u p l a s . Este subespaço ê chamado o 

espaço-linha de H. 

DEFINIÇÃO A. 3.4 - Seja V um espaço v e t o r i a l sobre um campo 

F. Um subconjunto S de V é d i t o linearmente dependente 1 

se existem v e t o r e s v , , v 0 . , . . v em S e escalares 
I 2. n 

C l , C 2 ' * * " " C n e m F ' n a ° *- 0 <^ o s n u l o s , t a i s que 

c, v. + c0 v- +....+ c v =0 
I I 2 2 n n 

Em caso c o n t r a r i o , S é d i t o . l i n e a r m e n t e independente. 

DEFINIÇÃO A. 3.5 - Uma base de um espaço v e t o r i a l V é um 

co n j u n t o de V e t o r e s - l i n e a r m e n t e independentes em V que -ge

ra V. O numero de elementos de uma base de V é chamado a 

dimensão de V. 

EXEMPLO 9 - Consideremos os v e t o r e s - (n-uplas b i n a r i a s ) l i n e 

armente independentes v j ' v 2 e v 3 

Cv 1) = Cl 0 0 1 0 1 1) 

[ v 2 ) = [ 0 1 0 1 1 0 1 ] 

Cv 3) = [ 0 0 1 0 1 1 1 ) 

O conjunto^formado por"todas as 'combinações l i n e a r e s de 

v l ' v 2 e v 3 f o r m a subespaço do espaço v e t o r i a l das s e t u -

p i a s . Os elementos v j ' v 2 ' v 3 constituem uma base para e s t e 

subespaço, o q u a l ~tem dimensão 3. 
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DEFINIÇÃO A. 3.6 - Seja V um espaço y e t o r i a l sobre o campo F. 

Um p r o d u t o e s c a l a r sobre V ê uma r e g r a .que a cada par u,v 

de elementos de V a s s o c i a um e s c a l a r em F , i n d i c a d o por * 

u.v . Paira u e v do t i p o 

Cu3 = Cu^,u 2,....,u ) 

(v) = Cv 1,v 2/ ,vnD 

o p r o d u t o e s c a l a r e c a l c u l a d o por 

Cu)„Cv] = u, v, + u~ v- +....+ u v 1 1 2 2 n n 

Se 

Cu] . Cv) = 0 

então dizemos que as n-uplas Cu) e (v) são o r t o g o n a i s . 

Costuma—se r e p r e s e n t a r por G 1 o conjun

to de todos os elementos E V que são o r t o g o n a i s a um subcon-

(19) 

j u n t o C de V. Pode-se m o s t r a r que C1 e um subespaço' 

de V, denominado o espaço o r t o g o n a l a C, e que os elementos 

de C são o r t o g o n a i s a todas as combinações l i n e a r e s dos e l e 

mentos de C. 
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APÊNDICE B 

PROGRAMA PE COMPUTADOR 

C DECODIFICAÇÃO DE CÓDIGOS LINEARES 

C ALGORITMO DE HARTMANN E RUDOLPH 

IMPLICIT REAL*4 (A-H, O-Z) 

INTEGER BIT, Wf SM2 

DIMENSION 0 ( 8 , 7 ) , FF(8,7), T ( 7 ) , R0(7), BEST(7), Y l { 7 ) ' 

DATA D/O., 1 . , 0., 1 . , 0., 1 . , 0., l . , ' . 0 . f 2*1., 2*0., 2*1., 

2 2*0., 2*1., 0., 1 . , 2*0., 1 . , 2*0., 4*1., 3*0., 1., 0., 2*1., 

2 0., 1., 3*0., 2*1., 2*0., 2*1., 4*0., 4*1./ 

NC = 7 

KC = 4 

W = 8 

SQ2 = SQRT(2.) 

IX = 1 

IW = 9 

A = 10 

DO 50 NJ = 2,4' 

NQ -= 2.**NJ 

DO 45 N = 3,19,4 

SNR = FLOAT (N-l) 

Z = 10.**(SNR/20) 

SIGMA = A/Z 

TBE = 0. 

TPE = 0. 

BIT = 10 ** 6 
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B I = Z * CK + 11 / CNQ * .SQ21 

B2 = Z * K / CNQ * .SQ2] 

PO = 0-5 * CERFCB1) - ERPCB2H 

GO TO 7 

6 B = Z / CNQ * SQ2) 

Pl = 0.5 * .11. + ERFÇB) ] 

B = Z * CNQ - 1) / CNQ * SQ2) 

PO = 0.5 * CERFC(B) ) 

7 T ( I ) = Pl / PO RAZÃO DE SEMELHANÇA 

RO(I) = C L - T ( I ) ) / C l . + T U ) ) 

10 CONTINUE 

IF (M.EQ.NC) GO TO 40 

SP = 0. ALGORITMO DE. HARTMANN E RUDOLPH 

DO 35 I = 1 , NC 

DO 25 J = 1 , W 

PROD = 1 

DO 20 L = 1 , NC 

DELTIL = 1 

I F ( I - L) 1 1 , 12, 11 

11 DELTIL = 0 ' 

12 CONTINUE 

SM2 ~ 1 

IF (D(J,L)-DELTIL) 17, 15, 17 

15 SM2 = 0 

17 CONTINUE "* . 

FF (J,L]=RO(L) ** SM2 

20 PROD = PROD * FF(J,L) 

25 SP = PROD + SP 

BEST CD = 0. 
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DO 40 KDIG = 1, BIT, 7 

BLOCO = 0. 

M = 0 

DO 10 I = 1, NC 

CALL RANDU ( I X , I Y , YFL) GERAÇÃO DE RUlDO GAUSSIANO 

IX = IY 

V I = 2* YFL - 1 

CALL RANDU (IW, I Z , ZFL) 

IW = IZ 

V2 = 2*ZFL - 1 

S = Vl**2 + V2**2 

I F (S - 1)57, 55, 55 

V = V1*SQRT (-2*ALOG(S)/S) 

Y = SIGMA * V 

Y 1 ( I ) = Y 

K = 0 

K = K + 1 

IF ( ( Y - A*K/NQ ). GT. 0. ) GO TO 2 REGIÕES DE QUANTJZAÇÃO 

I F ( ( K - 1 ) . GT. 0.) GO TO 4 

B = Z * (NQ - 1) / (NQ * SQ2) 

Pl = 0.5 * ERFC(B) 

B = Z/CNQ * SQ2) 

PO = 0.5 * ( 1 . + ERFCB) ) 

M = M + K .; 

GO TO 7 

I F ( (K - NQ + 1) . GT. 0. ) GO TO 6 

B l = 7 * CNQ - K) / (NQ * SQ2) 

B2 = Z * (NQ - K - 1) / (NQ * SQ2) 

Pl = 0.5 * (ERF(Bl) - ERF(B2)J 
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IF ((SP). GT-; O.) GO TO 29 
BEST(I) = 1." ' 

29 CONTINUE 

TBE = TBE + BEST ( I ) 
BIOCO = BLOCO + BEST(I) 

35 CONTINUE 
PEST = 0 . 

IF (BLOCO) 38, 38, 36 
36 PEST = 1. * 
38 CONTINUE 

TPE = TPE + PEST 
40 CONTINUE 

PEB = TBE/BIT 
PEP = TPE * NC / BIT . . 
WRITE (6, 499) NQ, SNR, TBE, PEB, TPE, PEP 

499 FORMAT ( 1 0 1 , 4X, *NQ = 14, 4X, 1SNR = ', E14.8, 4X, 
2 'TBE = ', E14.8, 4X, 'PEB = ', E14.8, 4X, 'TPE = f, E14.8,4X 
2 'PEP = 1 , E14.8) 

45 CONTINUE 
50 CONTINUE 

STOP 
END 
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