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Influéncia do material manipulavel no desenvolvimento
do raciocinio combinatério — Interveng¢ao no 3° ano do
Ensino Fundamental
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Adryanne Maria Rodrigues Barreto de Assis

RESUMO

O presente estudo teve como principal objetivo verificar a influéncia do material
manipulavel no desenvolvimento do raciocinio combinatoério em uma turma do
3° ano do Ensino Fundamental. Os alunos foram divididos em dois grupos,
Grupo A e Grupo B, no qual ambos trabalharam com o material manipulavel,
contudo, de formas diferentes, sendo o Grupo A com material para todas as
possibilidades e o Grupo B com materiais suficientes para resolver apenas
algumas possibilidades. Os alunos passaram por um pré-teste, uma
intervencao e um poés-teste, sendo o pds-teste a Unica etapa em que os alunos
nao tiveram o material manipulavel disponivel. Os resultados mostram que
ambos 0s grupos apresentaram avangos menores do que o esperado. Sendo
assim, verificamos que o recurso em questdao neste momento e desta forma
como ele foi organizado nao influenciou no desenvolvimento do raciocinio
combinatorio.

Palavra-chave: Combinatéria; Ensino Fundamental; Material Manipulavel.

Introducgao

A Combinatéria, de acordo com Pessoa e Borba (2009), € um dos
toépicos da area Matematica responsavel pela identificacdo da quantidade de
possibilidades de combinagdes, a partir de um grupo dado, sem a necessidade
de conta-los um a um. Estando esta relacionada ao raciocinio multiplicativo.

Apesar de documentos oficiais, como os Parametros Curriculares

Nacionais — PCN's (Brasil, 1997), orientarem o trabalho com a Combinatdria
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desde os primeiros anos do Ensino Fundamental, e alguns livros didaticos,
como apresentado Barreto, Amaral e Borba (2007) e Assis e Magalhaes (2012)
, apresentarem tais problemas de modo diversificado, sabemos que problemas
de raciocinio combinatério € formalmente introduzido durante a escolarizacéo
apenas no 2° ano do Ensino Médio, como destacado por Pessoa e Borba
(2009) e Lima (2015). Porém, acreditamos que a restricdo de problemas que
envolvem a ideia de Combinatdria apenas no Ensino Médio dificulta muito a
compreensao do aluno acerca da tematica, uma vez que os alunos nao terédo
tido a oportunidade de ter um trabalho prévio com as situagbes combinatorias,
impedindo-os de elaborarem uma aprendizagem mais significativa.

Entretanto, a Combinatéria € um conteudo essencial ao desenvolvimento
do raciocinio loégico, que permiti aos alunos uma maior capacidade de
abstracdo e compreensao de contextos matematicos inseridos em sua
realidade, como, por exemplo, ao escolher roupas, sapatos e acessoérios ao
sair de casa; e, ainda, verificar quais as possibilidades do seu time favorito
chegar em primeiro e segundo lugar em um campeonato. Santos, Matias e
Pessoa (2011) em seu estudo ressaltam a importancia e a possibilidade desse
trabalho contextualizado com alunos da Educacdo Infantil e, para isso, o
material manipulavel é verificado pelas autoras como um recurso viavel nestas
situacoes.

Florencio e Guimaraes (2017) em seu estudo investigaram o papel do
material manipulavel na resolugdo de problemas de Produto Cartesiano na
Educacao Infantil, comparando o desempenho dos resultados das criangas que
utilizaram materiais manipulaveis e as que utilizaram apenas lapis e papel,
como resultado deste estudo vimos que a maioria das criangas buscavam
utilizar uma vez cada elemento e nao percebia a necessidade de combinar
todos os acessoérios com todos os palhagos, ja as criangas que utilizavam o
material, a maioria, buscavam distribuir os acessérios para todos os palhagos
de forma igualitaria, preocupando-se com a utilizacédo do material.

Na mesma perspectiva, Pessoas e Santos (2015) também se
propuseram a averiguar a influéncia do material manipulavel na compreensao

dos problemas combinatérios, como resultado deste estudo notamos que
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ambos os grupos (GMM E GLP) apresentaram avangos importantes, entretanto
o grupo que fez uso do material (GMM) nao apresentou o resultado esperado,
quando comparado com o grupo que utilizou apenas lapis e papel (GLP).

Diante disso, buscaremos desenvolver um trabalho com alunos do 3°
ano do Ensino Fundamental a fim de verificar a influéncia do material
manipulavel na compreensao do raciocinio combinatoério e, ainda, verificar se
tais alunos, com o auxilio desse recurso, conseguem construir a ideia de
generalizagao.

Dessa forma, nos tépicos seguintes apresentamos a teoria dos campos
conceituais a partir da concepg¢ado de Vergnaud (1996), buscando oferecer
bases para a compreensdao da construgdo do conceito. Além disso,
abordaremos como Vergnaud, (1983, 1991, 1996) Nunes e Bryant (1997) e
ainda os Parametros Curriculares Nacionais (1997) classificam os problemas
encontrados dentro do Campo Conceitual das Estruturas Multiplicativas. Logo
ap6s, faremos uma abordagem sobre a disposicdo dos problemas que
envolvem o raciocinio combinatoério a partir da organizacgao feita por Pessoa e
Borba (2009). Em seguida, faremos uma breve apresentagdo sobre materiais
manipulaveis, discutindo o que alguns autores entendem como materiais
manipulaveis, dentre eles destacamos: Matos e Serrazina (1996), Reys (1996),
Brito e Bellemain (2008) e Lorenzato (2006).

Teoria dos Campos Conceituais

De acordo com Assis (2014) a Teoria dos Campos Conceituais
desenvolvida por Vergnaud (1996) tem como base a Teoria de Piaget,
entretanto, o autor adota como referéncia o conhecimento do conteudo
especifico, de modo que estuda as estruturas mentais utilizadas pelas criancas
no processo de desenvolvimento do conhecimento, compreendendo o
conhecimento tanto como o saber-fazer quanto como os saberes expressos.
Nesta teoria desenvolvida por Vergnaud (1996) para que um conceito adquira
sentido, é necessario que venha através de distintas situacdes e problemas a

resolver.
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Nesta perspectiva, Vergnaud (1986) acredita que um conceito é
desenvolvido quando esta inserido em um campo de conceitos, o qual é
formado por diferentes conceitos, esquemas e representacbes simbdlicas
fortemente relacionadas, sendo este um tripé, o qual Vergnaud (1996) entende
ser composto da seguinte forma: as situagbes que dao sentido ao conceito,
diferentes invariantes, que sao as propriedades logico-matematicas, e as
representagdes simbodlicas, sendo estas um conjunto de simbolos usados para
representar um determinado conceito.

Dessa forma, para o autor supracitado, € necessario apoiar-se nessas
trés dimensdes ao mesmo tempo para que se possa estudar profundamente o
desenvolvimento de um conceito.

Sendo assim, para que um conceito seja desenvolvido, € necessaria
uma estreita relagdo com outros conceitos, uma vez que as caracteristicas
presentes em um conceito podem estar agregadas a outros conceitos, seja por

meio das diferentes situagdes ou representacdes simbdlicas.

Estruturas Multiplicativas

De acordo com Vergnaud (1996), o campo conceitual que envolve as
estruturas multiplicativas insere relacbes que envolvem as ideias de
multiplicagbes e divisbes, sendo estas um conjunto de situagdes, nas quais as
resolugdes sao feitas com uma ou mais multiplicagées ou divisoes.

Os Parametros Curriculares Nacionais — PCN’s — (BRASIL, 1997)
apontam os conteudos sugestivos as estruturas multiplicativas para serem
trabalhados na escola a partir do 2° ciclo do Ensino Fundamental. Todavia,
essas estruturas, de acordo com Assis (2014), em sua maioria, séo
apresentadas nos livros didaticos e colocadas nas escolas como um
seguimento da adigdo, sendo este um equivoco, pois, de acordo com Nunes e
Bryant (1997), tais estruturas possuem bases conceituais distintas, logo, o
calculo relacional, que sédo as propriedades cognitivas utilizadas para resolver
uma situacdo, dessas duas situagdes (adicdo e multiplicagdo) sao distintas,

mesmo o calculo numérico podendo ser semelhante. Como dito acima, calculo
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relacional, para Vergnaud (1991), esta relacionado ao raciocinio necessario
para compreender determinadas situagodes, ja os calculos numéricos sdo os
calculos e operagcbes numeéricas realizadas para resolverem o problema
proposto.

Nas situagbes propostas dentro das estruturas multiplicativas, diferentes
autores estudaram estas distintas situagbes, a fim de perceberem suas
semelhancas e diferencas. Apresentaremos, entdo, a seguir, as classificagoes
das situagbes que abrangem o campo das estruturas multiplicativas, a partir
das concepgdes descritas pelos seguintes autores: Vergnaud (1983, 1991,
1996); Nunes e Bryant (1997); e os PCN’s (Brasil, 1997)

De acordo com Pessoa (2009), Vergnaud (1983, 1991) apresenta trés
classes de problemas multiplicativos, porém iremos descrever aqui apenas
duas dessas classes, as quais envolvem relacdes ternaria e quaternaria, sendo

elas:

Produto de medidas: problemas com trés variaveis, cuja uma das variaveis &
um produto das outras duas.
Isomorfismo de medidas: problemas com quatro variaveis, no qual duas séo

de um tipo e duas de outro tipo.

Ambas as classificagbes (produto de medidas e isomorfismo de
medidas) envolvem problemas de multiplicagdo e divisdo, entretanto, apenas
no isomorfismo de medidas possui a subclassificagdo em dois grupos (particéo

e quoticao) referentes aos problemas de diviséo.

Particao: Apresentam um conjunto maior e um numero de parte no qual o
conjunto sera dividido.
Quoticao: Apresentam um conjunto maior e o numero das quotas no qual o

conjunto devera ser dividido.

A seguir, no Quadro 01, apresentamos exemplos de

situacdes-problemas que envolvem essas relagdes organizadas por Vergnaud.



Quadro 01: Exemplos das situagées de Produto de Medidas e Isomorfismo de Medidas

Produto de Medidas

Isomorfismo de Medidas

Derek tem 4 meias e 3
sapatos. De quantas formas

Izie comprou 3 caixas de
chocolate. Em cada caixa

Multiplicagao ele podera usa-los, | contém 12 bombons.
combinando todos os | Quantos bombons Izie
sapatos com todas as | comprou?
meias?

Particao
Com suas calgas e blusas, | Elis comprou 3 bonecas para
Cristina consegue fazer 10 | sua filha Meredith, que lhes
combinagdes, sabendo que | custaram R$ 60,00. Quanto
Cristina tem 5 calgas. | Elis pagou em cada boneca?
Divisao Quantas blusas ela possui?

Quotigdo
Alex tem R$ 50,00 e quer
comprar carinhos que
custam R$ 10,00 cada um.
Quantos carrinhos ele pode
comprar?

As classificacbes das estruturas multiplicativas de acordo com Nunes e
Bryant (1997) apresentam diferentes niveis dentro da categorizagdo reunida

por eles.

Correspondéncia um-a-muitos: referente aos problemas que envolvem a
ideia de proporcionalidades. Este nivel se subdivide em problemas de:
Multiplicagao, Inverso de multiplicagao e Produto Cartesiano.

Relagao entre variaveis: relagdo entre duas ou mais variaveis.

Distribuigao: conhecida também como a divisdo por parti¢ao.

No Quadro 02 explicitamos exemplos das situagées apresentadas por

Nunes e Bryant (1997).

Quadro 02: Exemplos das situagées de Correspondéncia um-a-muitos, Relagao entre
variaveis e Distribuicao

Correspondéncia
um-a-muitos

Relagao entre variaveis Distribuicao




Multiplicagao
Uma aranha tem 8 patas.

George comprou um pacote

Miranda tem 10 picolés e

Quantas patas teremos com | de pirulitos por R$ 5,00. | quer distribuir para seus 5
3 aranhas? Quanto ele pagaria ao | amigos. Quantos picolés
comprar 3 pacotes de | cada amigo de Miranda ira

Inverso de multiplicagdo | pirulitos? ganhar?

Derek comprou algumas
bonecas para suas irmas.
Sabendo que Derek quer dar
2 bonecas para cada irma, e
ele tem 4 irmas, quantas
bonecas ele comprou?

Produto Cartesiano
Para dancgar quadrilha temos
3 meninas e 4 meninos.
Quantos casais podem ser
formados se todos os
meninos dangarem com
todas as meninas?

Assim com os autores acima apresentados, os PCN’s (BRASIL, 1997)

também apresentam categorias para o0s problemas de estruturas

multiplicativas. Os Parametros Curriculares Nacionais distinguem os problemas
em quatro tipos:

Comparativa: no qual compara as quantidades apresentada nos problemas.
Proporcionalidade: associa a ideia de propor¢cao entre as variaveis.
Configuracao retangular: problemas que apresentam situagdes de
distribuicao espacial.

Combinatéria: problemas que envolvam a ideia do raciocinio combinatdrio.

no Quadro 03,

Em seguida, foram organizados exemplos da

categorizagao feita pelos Parametros Curriculares Nacionais (1997).

Quadro 03: Exemplos das situagbes Comparativa, Proporcionalidade, Configuragao
retangular e Combinatéria

Comparativa Proporcionalidade Configuragao Combinatéria

retangular




Zola tem 3 bonecas | Amélia ira distribuir | O prédio onde | Rose tem 3 saias e 2
e Sofia tem o | 30 convites para sua | Richard mora possui | blusas. Para ir a uma

dobro. Quantas | festa, cada convite | 5 apartamentos em | festa, de quantas
bonecas Sofia tem? | possui 3 senhas. | cada andar. | formas diferentes ela
Quantas senhas | Sabendo que seu | podera se vestir, se

Amélia ira distribuir? | prédio foi construido | combinar todas suas
com 12 andares, | saias e blusas?
quantos
apartamentos tem o
prédio?

Nota-se, entdo, como destacado por Pessoa (2009) e Assis (2014), que
as classificagcbes acima mencionadas apresentam semelhangas e diferengas
entre elas, de modo que a principal diferenciacdo entre as mesmas esta na
denominacao dos problemas para cada autor.

A seguir, no proximo topico, faremos uma abordagem sobre a
organizagao dos problemas que envolvem o raciocinio combinatério, estando
estes problemas dentro do campo conceitual das estruturas multiplicativas e

apresentados na categorizagao de todos os autores supracitados.

Combinatodria

A Combinatéria, de acordo com Pessoa e Borba (2009) e Merayo
(2001), é um dos tépicos da area Matematica responsavel pela identificacéo
das possibilidades de combinagdes, a partir de um grupo dado, sem a
necessidade de conta-los um a um, ou seja, sem precisar listar todos os
elementos de um determinado conjunto; estando esta relacionada ao raciocinio
multiplicativo.

Sendo assim, em consonancia com tais autores, consideramos a
Combinatéria como um tipo de pensamento que exige contagem, mas que vai
além da ideia de enumeracgao de elementos de determinados conjuntos.

A Combinatéria, como pertencente ao grupo de problemas de estruturas
multiplicativas, € classificada de modo diferente por alguns autores, apesar da

maioria se relacionarem. Ainda que com a denominacdo das situagcées
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diferenciadas, os autores, como Vergnaud (1983,1991); Nunes e Bryant (1997);
e os PCN’s (1997), como visto no tépico anterior, apresentam classificacoes
relacionadas ao mesmo tipo de raciocinio.

De acordo com Floréncio e Guimaraes (2017), a Combinatoria € a parte
da Matematica que estuda e analisa agrupamentos seguindo alguns critérios,
envolvendo diferentes situagées (tipos de problemas). Para Pessoa e Borba
(2009), a Combinatoria € composta por quatro tipos de problemas distintos,
tendo sido um destes destacados nos estudos apresentados anteriormente, de
Vergnaud (1983 e 1991), Nunes e Bryant (1997) e nos Parametros Curriculares
Nacionais (1997), que aqui chamaremos por produto cartesiano, e na
classificagao disposta por Merayo (2001): permutagéo, arranjo e combinagéo. A
seguir, iremos diferenciar os diferentes problemas combinatérios organizados
por Pessoa e Borba (2009) por meio de seus invariantes (relagcdes e

propriedades constantes).

Produto Cartesiano: Dado dois ou mais conjuntos distinto, forma-se um novo
conjunto, através da combinagcdo dos mesmos; e a ordem dos elementos pode
ou ndo gerar novas possibilidades.

Permutagao: Todos os elementos de um dado conjunto serédo usados, (cada
um apenas uma vez); e a ordem dos elementos gera novas possibilidades.
Arranjo: Com um numero X de elementos, organizado em um unico conjunto,
formam-se agrupamentos de 1 elemento, 2 elementos ou N elementos... Sendo
0 < N < X (N e X numeros naturais); e a ordem dos elementos gera novas
possibilidades.

Combinagao: Com um numero X de elementos, forma-se agrupamentos de 1
elemento, 2 elementos ou N elementos... Sendo 0 < N < X (N e X numeros

naturais); e a ordem dos elementos n&o gera novas possibilidades.

Para Vergnaud (1986), um conceito deve ser trabalhado em um largo
espaco de tempo, dando a oportunidade uma apreensdo completa do mesmo.
Desse modo, Pessoa e Borba (2009) defendem que a Combinatoria deve ser

trabalhada com todas as situagées dos problemas combinatérios de forma
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paralela desde os anos iniciais da escolarizagdo, de modo que possibilite ao
aluno a compreender as diferentes situagdes, bem como seus invariantes e as
possibilidades de representagées.

Diante disso, sabendo da complexidade e importancia desse conteudo,
principalmente para as criangas dos anos inicias, muitos recursos surgiram a
fim de auxiliar no processo de ensino e aprendizagem dele, como os softwares
e o material manipulavel. Dessa forma, faremos uma breve apresentagao
acerca do que alguns autores entendem por materiais manipulaveis,
abordando, também, alguns estudos que envolvem tal recurso e 0 ensino da

Combinatdria.
Materiais Manipulaveis

Matos e Serrazina (1996), como destacado por Pessoas e Santos
(2015), afirmam que material manipulavel é todo objeto que o aluno é capaz de
sentir e movimentar, sendo esses objetos reais do nosso cotidiano ou que sao
usados para representar uma ideia. Em consonancia com esta ideia, para Reys
(1996), materiais manipulaveis sdo os objetos reais que tem aplicagdo no
nosso cotidiano ou simplesmente objetos utilizados para representar uma ideia.
Ou seja, material manipulavel para tais autores € um instrumento/objeto
qualquer que o aluno seja capaz de movimentar, sentir, tocar e/ou manipular
com o objetivo de representar uma ideia.

Logo, entendemos por materiais manipulaveis objetos ludicos que
auxiliam no processo de ensino e aprendizagem das criangas, pois as motivam
a realizarem atividades, contribuindo, assim, para a construcdo de determinado
conceitos. De acordo com Brito e Bellemain (2008), o uso do material
manipulavel permite a ampliagao das estratégias de resolugao de problemas, o
que ndo é possivel com lapis e papel.

Segundo Lorenzato (2006), os materiais apresentam fung¢des diversas, a
depender do objetivo para qual esta sendo utilizado, entretanto, de acordo com
Matos e Serrazina (1996), apenas a manipulagdo do material ndo garante uma

aprendizagem significativa, é preciso a intervengao do professor.
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Ananiais e Pessoa (2014) seguem esta mesma linha de pensamento ao
defender que o mais importante sdo as agdes e reflexdbes sobre estas
estratégias, pois, assim com afirmam Brito e Bellemain (2008), nem sempre o
material torna a situagdo didatica mais significativa. Ja os Parametros
Curriculares Nacionais de Matematica (Brasil, 1997), nesta mesma ideia,
defendem que os materiais manipulaveis tém um papel importante no ensino e
na aprendizagem, desde que a situagdo didatica a qual os materiais estéo
inseridos provoque uma reflexado, e que tal recurso traga sentido para o aluno.

Diante das possibilidades que o material manipulavel tem durante o
processo de ensino e aprendizagem, alguns estudos se propuseram a estudar
a relacao desse recurso e a Matematica, especificamente, com o conteudo da
Combinatdria, como por exemplo, o estudo apresentado por Pessoa e Santos
(2015), o qual busca verificar e comparar a influéncia dos materiais
manipulaveis no desempenho de alunos que utilizaram este recurso com o
desempenho de alunos que utilizaram apenas lapis e papel; sendo esta
pesquisa desenvolvida em duas turmas do 5° ano de uma escola Municipal do
Recife. Para as autoras, os resultados indicam que o grupo que utilizou apenas
o lapis e papel alcangou melhores resultados do que o grupo que utilizou o
material manipulavel. No entanto, acreditamos que tal recurso pode nao ter
sido atrativo para a faixa etaria pesquisada, fazendo com que tais alunos nao
obtivessem um melhor desempenho.

Ananiais e Pessoa (2014) realizaram um estudo no qual buscava
analisar o uso do material manipulavel e do calculo mental na resolugao de
problemas de multiplicacdo por criangcas dos 3° ano do Ensino Fundamental.
Como método da pesquisa, tiveram a participagédo de 15 criangas escolhidas
pelo professor da turma e dividida em 3 grupos com 5 criangas. O Grupo 1
recebeu lapis e papel, o Grupo 2 nao recebeu nada e o Grupo 3 recebeu
fichas. Todos os alunos participaram de uma entrevista (individual) no qual
responderam a quatro questdes referentes a problemas multiplicativos. Os
dados foram analisados de acordo com os tipos de materiais utilizados e os
tipos de problemas. Referente ao tipo de materiais utilizados, observou-se um

aspecto bastante positivo do uso das fichas que proporcionou maior quantidade
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de acertos, seguido do grupo que utilizou lapis e papel, o grupo que utilizou o
calculo mental foi o que menos apresentou resposta corretas. Tal resultado nos
faz pensar na hipétese de que o uso de algum suporte, seja material
manipulavel ou lapis e papel, auxilia a crianga na resolucéo de problemas.

No artigo apresentado por Floréncio e Guimaraes (2017), cujo principal
objetivo foi investigar o papel do material manipulavel na resolugao do produto
cartesiano com alunos da Educacao Infantil, tiveram 32 participantes, sendo
todas criangas do Grupo V de duas escolas municipais do Recife, onde metade
das criangas de ambas as escolas utilizaram materiais manipulaveis e a outra
metade utilizaram lapis e papel. Neste estudo foi possivel observar que a
maioria das criangas consegue compreender a légica multiplicativa, contudo,
cada situagcdo levou as criancas a diferentes tipos de estratégias para a
resolucdo. De acordo com as autoras, as criangas que utilizaram lapis e papel
preocupavam-se com a repeticdo, fazendo com que as mesmas nao
esgotassem todas as possibilidades, enquanto que as criangas que utilizaram
materiais manipulaveis ndo apresentavam essa preocupagao e acabavam por
repetir algumas possibilidades, porém, ter o material em mé&os permitiu que
mais distribuicdes fossem feitas.

Acreditamos que o material manipulavel € importante, uma vez que pode
vir a auxiliar numa melhora de compreensao de conceitos pelos alunos dos
anos iniciais da escolarizagdo, podendo contribuir significativamente. Contudo,
os docentes precisam estar atentos ao seu uso. Destacamos ainda que a
utilizacdo desses materiais pode permitir ao aluno um maior envolvimento com
a sua propria aprendizagem, estimulando o desenvolvimento de diversas
capacidades, de modo a facilitar a compreensdo de conceitos e das ideias

matematicas.
Metodologia

O presente estudo foi desenvolvido em uma turma do 3° ano do Ensino

Fundamental de uma escola publica da cidade de Jaboatdo dos Guararapes.
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Os alunos de uma unica turma foram divididos em dois grupos, grupo A
(com 13 alunos) e grupo B (com 11 alunos). O grupo A desenvolveu um
trabalho com materiais manipulaveis que extrapolam a quantia necessaria para
a resposta correta dos problemas combinatorios propostos, enquanto o grupo B
recebeu materiais manipulaveis suficientes para solucionar apenas algumas
das possibilidades, com o intuito de trabalhar o desenvolvimento da
generalizagao.

Os materiais manipulaveis foram organizados por fichas com imagens
dos elementos dos enunciados das questdes, de modo que fosse possivel a
manipulacio.

Dessa forma, tivemos como objetivo comparar o desempenho dos
alunos do grupo A e do grupo B ao resolverem problemas combinatorios a
partir de materiais manipulaveis, bem como verificar a influéncia desses
materiais na construgéo da ideia de generalizagao.

Em ambos os grupos foram realizado um pré-teste contendo oito (8)
questdes, sendo duas de cada tipo de problema: produto cartesiano, arranjo,
combinacdo e permutacao. Para o pré-teste foram disponibilizados os materiais
manipulaveis de cada questao. Contudo, os alunos poderiam utiliza-los ou nao.

Em seguida, foi realizada uma intervengao com cada um dos grupos de
modo semelhante, diferenciando apenas da utilizacdo dos materiais
manipulaveis, onde o grupo A utilizou materiais suficientes para solucionarem
todas as possibilidades, enquanto o grupo B utilizou material manipulavel
suficiente para solucionar apenas algumas das possibilidades. Salientamos que
as intervengdes ocorreram separadamente e em ambas foram apresentadas os
tipos de problemas combinatorios e seus respectivos invariantes.

Na sequéncia, foi realizado um pos-teste com ambos os grupos (Grupo
A e B) no qual os alunos responderam oito questdes de problemas
combinatorios, também sendo dois de cada tipo, assim como no preé-teste.
Nesta etapa, os alunos resolveram a atividade fazendo uso apenas do lapis e

do papel.

Analise dos Resultados
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Como dito anteriormente, foram aplicadas duas atividades com os
alunos de uma turma de 3° do Ensino Fundamental de uma escola publica.
Entre uma atividade e outra, os alunos tiveram um momento de intervengao, o
qual constava a explicacdo acerca dos diferentes tipos de problemas
combinatérios, seus invariantes e a organizagdo para uma possivel

generalizagao.

Os alunos foram divididos em dois grupos, tendo o Grupo A alunos que
utilizaram, na primeira atividade (pré-teste) e na intervengcdo, materiais
manipulaveis suficientes para listar todas as possibilidades, e o Grupo B alunos

que também utilizaram deste recurso, contudo, com menos pegas.

Diante disso, analisaremos a seguir como tais alunos dos dois grupos,
se sairam antes, durante e apdés o momento de intervengao, averiguando seus
desempenhos nestas etapas, além de verificar se o recurso utilizado auxiliou

no desenvolvimento do processo de aprendizagem.

Por erros, acertos e estratégias

Buscaremos fazer uma analise mais detalhada das formas de
resolucdes encontradas, buscando comparar, ndo so6 a quantidade de acertos,
mas a qualidade das respostas em relacdo aos problemas combinatorios.

Assim, apresentaremos a seguir os Graficos 1 e 2, que contém os
quantitativos referentes aos acertos parciais, totais e erros dos alunos do
Grupo A no pré-teste e pos-teste, de modo que seja possivel perceber o

desenvolvimento dos alunos entre a atividade inicial e atividade final.

Grafico 1: Resultados dos alunos do Grupo A no pré-teste
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Resultados dos alunos do Grupo A no pré-teste
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Gréfico 2: Resultados dos alunos do Grupo A no pés-teste

Resultados dos alunos do Grupo A no pos-teste
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Com bases nos Graficos acima, verificamos que os alunos do Grupo A,
no pré-teste, apenas um obteve acerto total, sendo este em um problema de
permutagdo. E possivel constatar também a grande quantidade de acertos
parciais 1, sendo estes considerados quando os alunos listavam de uma até
quase metade das possibilidades. Percebemos, ainda, que os acertos parciais

1 ndo tiveram grande variagdo de um tipo de problema para outro, e foram
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estes os que mais prevaleceram. Chamamos atencao para a resolucdo dos
problemas de produto cartesiano, nos quais os alunos tiveram maior
quantidade de acertos do tipo 2 e menos quantidade de erros. De acordo com
Pessoa e Borba (2009) os problemas que envolvem este tipo de raciocinio sdo
0s que os alunos encontram maior facilidade para resolverem, isso deve-se ao
fato de que este tipo de problema é mais comum de ser trabalhado nas séries

iniciais.

Ao verificar os dados encontrados no pds-teste, percebemos ainda a
baixa quantidade de acertos totais, contudo, o que nos chama atencao &,
apesar de terem sido apenas trés os acertos totais, 0s mesmos ocorreram nos
problemas de combinagdo e produto cartesiano, problema este que teve,
também uma das maiores quantidades de acertos parciais, tanto do tipo 1
como do tipo 2 e, ainda, a menor quantidade de erros.

Dessa forma, a partir dos dados acima apresentados nos Graficos 1 e 2,
notamos a baixa quantidade de acertos totais dos alunos, havendo apenas um
acerto total em um problema de permutacdo no pré-teste e trés acertos totais
no pos-teste sendo dois problemas de combinagdo e um problema de produto
cartesiano.

Sendo assim, nos leva a perceber que os alunos sujeitos da pesquisa
ndao apresentam uma compreensao suficientemente elaborada acerca da
Combinatdria, no que se refere aos acertos totais dos problemas, mesmo apos
a intervencgéo.

Ao compararmos os resultados do pré e pds-teste, nos deparamos com
um resultado muito menor do que o pensado apds a intervencao do Grupo A,
assim como o estudo realizado por Pessoa e Santos (2015), que envolvia o
trabalho também com materiais manipulaveis e ndo obtiveram o resultado
esperado. Entretanto, apesar de no pods-teste a quantidade de erros ter sido
maior quantitativamente, os acertos parciais do tipo 2 tiveram uma pequena

elevagao.
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Diante disto, buscaremos entender as estratégias utilizada pelos alunos
nas respostas apresentadas com o intuito de verificar se houve uma melhoria
na qualidade das respostas dos mesmos, apesar de nao apresentarem o
esgotamento das possibilidades.

Assim como foi visto anteriormente, os alunos nao apresentaram
avangos em relagao ao pré-teste e pds-teste. Entretanto, apesar de nao terem
esgotado todas as possibilidades e alcangado o acerto total, alguns alunos
apresentaram estratégias que podemos considerar como possivel
entendimento ao raciocinio combinatorio.

A seguir, iremos fazer uma abordagem das respostas de alguns alunos
do Grupo A buscando verificar a compreensdo da Combinatéria por parte
destes alunos, bem como discutir sua estratégia de resolugdo no pré-teste e

pos-teste.

Figura 1: Resolugao do problema de Permutacao pelo aluno 6 do grupo A no pré-teste.
|

2 4 b F

Em sua festa de aniversario Sophia quer tirar uma foto com suas duas amigas (Emile e
Grazielle) de modo que as trés fiquem lado a lado. De quantas formas diferentes podemos ter a
fotografia?

O aluno 6 apresenta uma resposta no qual consideramos como erro, de
modo que o aluno nao faz relagdo com uma resposta correta, uma vez que o
mesmo n&o compreende que todos os elementos do conjunto deveriam ser
utilizados ao mesmo tempo. Sendo assim, o0 mesmo nao compreende o
invariante do problema proposto, que se refere a ideia de que todos os
elementos do conjunto em questdo serdao usados ao mesmo tempo e a ordem

dos elementos gera novas possibilidades.
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Esta mesma aluna, no pos teste, percebe a necessidade de utilizar
todos o0s elementos para cada possibilidade listada, sendo assim,
consideramos um avango importante em relagéo ao pré-teste.

A seguir, na Figura 2, apresentamos a resolugéo do problema de arranjo

da Aluna 7 no pos-teste.

Figura 2: Resolugdo do problema de Arranjo pela aluna 7 do grupo A no pés-teste.

Um bingo entre quatro amigos (Paulo, Jodo, Roberto e Mario) tera como prémio para o 1° lugar
uma viagem e para o 2° lugar uma bicicleta. Quais as formas diferentes de serem premiados o
1° e 2°|ugar?

A aluna em questido apresenta uma resposta que se enquadra na
categoria de acertos parciais do tipo 1, e, apesar de nao esgotar as
possibilidades, fica visivel a percepcao de que nao s6 existe uma possibilidade.
Chamamos atengao para a estratégia do desenho utilizada pela aluna, que,
segundo Pessoa e Borba (2013), € uma estratégia bastante utilizada e valida
por alunos no processo de desenvolvimento do raciocinio combinatério.

Adiante, serdo apresentadas as resolugbes dos problemas de

combinacao pela aluna 1 no pré-teste.

Figura 3: Resolugdo do problema de Combinacdo pela aluna 1 do grupo A no
pré-teste.
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Pedro, Victor e Miguel estdo participando de um sorteio de duas bicicletas iguais, sabendo que
cada um so pode ser sorteado uma vez. De quantas maneiras diferentes podemos ter os dois
sorteados para ganharem a bicicleta?

A Aluna 1 apresenta um resultado totalmente inadequado para o
problema, no pré-teste, por meio de uma operacio, pois a conta feita pela
aluna nao € um método eficaz para encontrar a solugao para o problema. A
aluna apresenta uma resposta que nao estabelece relacdo com os invariantes
da situagcdo de combinacdo, que aponta que de um conjunto maior, sao
retirados elementos para formar um conjunto menor e a ordem na qual os
elementos sao apresentados nao ira gerar novas possibilidades. Ja no
pos-teste, a aluna apresenta um acerto parcial do tipo 1 fazendo relagédo com a
resposta correta, listando uma das possibilidades existentes.

Na Figura 4 encontra-se o exemplo de resolugao apresentado pela aluna

9 do Grupo A para o problema de produto cartesiano.

Figura 4: Resolucdo do problema de Produto Cartesiano pela aluna 9 do grupo A no
poOs-teste.

e
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Numa lanchonete o cliente faz seu proprio sanduiche, podendo escolher entre dois tipos de
paes (Francés e de forma) e trés tipos de recheios (queijo, presunto e misto). De quantas
formas diferentes posso fazer meu sanduiche, escolhendo um p&o e um recheio?

No pos-teste a Aluna 9 apresenta uma resolucao de forma sistematica e
conseguiu chegar ao acerto total utilizando como estratégia a listagem, que,
como citado por Pessoa (2009), é a estratégia mais utilizada pelos alunos ao
resolverem problemas combinatorios.

A seguir, apresentaremos os Quadros 3 e 4 com os resultados obtidos
pelos alunos do Grupo B no pré e pds-teste, grupo este que desenvolveu um

trabalho com fichas suficientes apenas para solucionar algumas das
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possibilidades, com intuito de perceber o auxilio destas fichas no processo de

generalizagao em problemas combinatérios.

Grafico 3: Resultados dos alunos do grupo B no pré-teste
Resultados dos alunos do Grupo B no pré-teste
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Grafico 4: Resultados dos alunos do grupo B no pds-teste

Resultados dos alunos do Grupo B no pos-teste
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Percebemos, de acordo com os dados apresentados no Grafico 3, uma

quantidade grande de erros, sendo 49 questdes erradas, das quais destaca-se
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uma maior dificuldade nos problemas envolvendo permutagcdo e arranjo.
Podemos constatar, ainda, que os alunos trabalharam com ficham que né&o
davam o total de possibilidades para resolver o problema, ndo tiveram nenhum
acerto total e, com relagdo aos acertos parcial tipo 1, houve também uma
diferenga grande em relagao aos alunos do Grupo A, contudo, ja em relagcéao
aos acertos parciais do tipo 2, os alunos pesquisados apresentaram maior
variedade quanto ao outro grupo de alunos.

Ao observar os dados apresentados nos Graficos 3 e 4, é possivel notar
que houve avancgos em relagao aos acertos totais dos alunos entre o pré-teste
e pos-teste, apesar de terem sido avangos minimos. O Grupo B aumentou de 0
acertos totais para 4 acertos totais, sendo trés acertos nos problemas de
produto cartesiano e um acerto em combinagcdo. Acreditamos que os
problemas mais comuns, como € o caso do produto cartesiano, ou seja,
encontrados com maior facilidade nos livros didaticos, os alunos apresentam
menor dificuldade em solucionar, assim como visto no trabalho por (PESSOA e
SANTOS, 2012) que dizem que problemas menos comuns, ou seja, que séo
trabalhados com menor frequéncia nas salas de aula dos anos iniciais, e com
maior numero de possibilidades é mais dificil de generalizar e esgotar as
possibilidades.

Os acertos parciais do tipo 1 também apresentaram um aumento
minimo, passando de 22 para 33, enquanto que os acertos parciais do tipo 2
reduziram de 17 para 12, assim como a quantidade de erros que passaram de
49 para 39.

E importante salientar que este grupo desenvolveu um trabalho
utilizando materiais manipulaveis insuficientes para esgotar todas as
possibilidades, a fim de perceber a influéncia deste material para a
generalizagdo. Contudo, percebemos que a falta de material gerava um pouco
de confusao entre os alunos, de modo que nao contribuiu na organizagéo da
ideia de generalizagcdo embutida durante a resolugcdo dos problemas
combinatorios.

Quando comparamos os resultados entre o Grupo A e o Grupo B, no

que se refere aos acertos totais, percebemos que o grupo B apresentou mais
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avangos do que o grupo A, apesar de considerarmos estes avangos como
minimos. Acreditamos que tal situacdo ocorreu devido a necessidade que o
grupo B tinha de utilizar lapis e papel nos processos anteriores ao pds-teste, ou
seja, na intervengao devido a falta de material manipulavel.

Seguiremos fazendo a abordagem das respostas dos alunos do Grupo
B, com intuito de verificar suas estratégias para solucionar as questdes
propostas.

No que se refere ao problema de permutagcdo do grupo B,
apresentaremos como exemplo a resolugao da Aluna 6. Vejamos sua resposta

no pos-teste.

Figura 5: Resolugao do problema de Permutagéo da aluna 6 do Grupo B no pos-teste

Paula levou seus trés filhos ao cinema (Henrique, Luiz e Cassio) para ver o filme. Ela que seus trés
filhos sentados lado a lado. De quantas formas eles podem se organizarem?

No pos-teste a aluna apresenta uma resposta no qual consideramos
parcial do tipo 2, pois a aluna consegue identificar metade das possibilidades
para solucionar a questdo, apresentando a listagem como estratégia de
resolugdo, sendo esta uma forma sistematica de resolugao.

Na figura 6, trouxemos o exemplo do aluno 5 para o problema de

arranjo.

Figura 6: Resolugdo do problema de Arranjo pelo aluno 5 do grupo B no pés-teste.

Um bingo entre quatro amigos (Paulo, Jodo, Roberto e Mario) tera como prémio para o 1° lugar uma
viagem e para o 2° uma bicicleta. Quais as formas diferentes de serem premiado 1° e 2° lugar?
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Nota-se que, no pos-teste, o aluno consegue identificar o invariante da
questao, no qual de um dado conjunto os elementos sao agrupados em 1, 2 ou
N elementos, e a ordem gera novas possibilidades. Consideramos a resposta
deste aluno como acerto parcial do tipo 1, pois 0 mesmo consegue mostrar
duas possibilidades distinta através do desenho.

Para o problema de Combinagao temos o exemplo do aluno 10.

Figura 7: Resolucédo do problema de Arranjo pelo aluno 10 do grupo B no pré-teste.

Pietro, Victor e Miguel estdo participando de um sorteio de duas bicicletas iguais, de modo que cada
um s6 pode ser sorteado uma vez. De quantas maneiras diferentes podemos ter os dois sorteados
para ganharem bicicleta?

O aluno faz a reproducao dos desenhos das fichas, sem fazer relacao
com a resposta correta, nem mesmo com alguma das possibilidades. Logo, a
resposta esta categorizada como erro. Chamamos atengao para o fato de que,
apesar de ter o auxilio das fichas, o aluno opta por fazer uso dos desenhos, de
modo que o mesmo faz a reprodugcao das fichas. Salientamos que tal aluno
utiliza desta mesma estratégia no pds-teste (desenho) e, assim como o Aluno
5, passa a compreender o invariante da questdo desenhado uma das
possibilidades, no pds-teste.

Na figura 8 apresentamos o exemplo do Aluno 4 relacionado ao

problema de produto cartesiano.

Figura 8: Resolugédo do problema de Produto Cartesiano pelo aluno 4 do grupo B no
pos-teste.

A professora do 3° ano ird escolher um menino (Jodo, Vitor e Daniel) e uma menina (Paula, Adriana e
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Maria) para formar uma dupla para ser representante da turma. De quantas formas diferentes ela
pode ter os representantes, sendo um menino e uma menina?

O aluno apresenta acerto total da questéo, utilizando a listagem como
estratégia. Ora utilizando da escrita dos nomes, ora utilizando apenas as
primeiras letras para identificar as duplas, e, mesmo utilizando a listagem de
duas maneiras diferentes, o aluno consegue chegar ao acerto total da questao.

Os dados acima apresentados nos mostram que ambos 0s grupos
apresentaram avangos menores do que o esperado, entretanto, podemos
concluir que os alunos, de forma individual, apresentaram avancgos importantes,
mesmo que pequenos.

Alguns estudos anteriores, como dito anteriormente, pesquisaram
também sobre o uso do material manipulavel na resolucdo de problemas
combinatoérios. Pessoa e Santos (2015) buscou investigar o uso de materiais
manipulaveis na resolugédo de problemas combinatérios, mas em uma turma do
5° do Ensino Fundamental,mostrou que o grupo que utilizou materiais
manipulaveis nao apresentou o resultado esperado, porém foi perceptivel
alguns avangos. E o trabalho por Rodrigues e Guimaraes (2017) que teve
como o objetivo de investigar o uso destes materiais na resolugao de produto
cartesiano na Educagao Infantii mostrou que as criangas que utilizaram o
material buscavam distribuir os acessorios de forma igualitaria para todos os
palhacos do enunciado.

De um modo geral, o estudo atual nos leva a refletir que os materiais
manipulaveis ndo séo suficientes, sendo trabalhados de maneira isolada, no
auxilio da compreensao da Combinatéria, seja o material trabalhado com todas
as possibilidades disponiveis ou faltando algumas possiveis respostas no
material disponibilizado, que nos leva a concluir que somente o material
manipulavel ndo assegura a aprendizagem das criangas, tornando necessaria
a intervencao do professor no desenvolvimento do raciocinio combinatério pois,
bem mais importantes que o recurso utilizado, € que os alunos compreendam
os invariantes de cada tipo de problema combinatério e fagam uso de
estratégias validas e diversificadas de resolugao. Em geral, a estratégia mais

utilizada pelas criangas, neste estudo, foram os desenhos e a listagem, sendo
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estas duas das estratégias considerada validas para a resolugdo dos
problemas combinatorios. Além disso, acreditamos que o trabalho com todas
as situacdes combinatdrias de uma vez so, para o ano e questao, dificultou a

compreensao da Combinatdria.

O processo de intervengao

O processo de intervengao foi realizado de forma separada nos dois
grupos. Primeiro foi realizada a intervengdo com o grupo A no qual abordamos
as questdes apresentadas no pré-teste, discutindo sobre os quatro tipos de
problemas combinatérios, refletindo sobre suas caracteristicas e sobre o
processo de generalizacao.

Logo apéds, as criangas foram incentivadas a mostrarem o caminho
percorrido até encontrarem as respostas. Em seguida, foram propostos novos
problemas combinatérios - cada tipo por vez- para que as mesmas fossem
resolvendo com o auxilio das fichas e em pequenos grupos. Neste momento a
interventora chamava sempre atencdo das criangas para os invariantes da
questao, além das possiveis estratégias e generalizagao.

Alguns aspectos como a falta de espacos, e concentragcao das criancas,
tirando o foco dos invariantes da questdo e se prendendo as figuras

dificultaram um pouco o processo de intervencgao.

Com o grupo B, além destas dificuldades presentes relatadas acima a
falta das fichas para encontrar as outras possibilidades possiveis acabou
confundindo um pouco os alunos, pois, algumas vezes 0S mMesmMos,
influenciado pela falta do material manipulavel, acreditavam ter esgotado todas
as possibilidades. De modo que concluimos que a falta das fichas ndao auxiliou

na ideia de generalizagédo embutida na resolugao de problemas combinatorios.

Acreditamos, ainda, que o trabalho com todos os problemas
combinatérios ao mesmo tempo durante a intervencdo dificultou na
compreensao dos alunos do 3° ano do Ensino Fundamental. Percebemos que,

caso a intervengao tivesse acontecido individualmente com os problemas ou
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trabalhando com os problemas em forma de dupla, talvez os alunos pudessem
ter compreendido de forma mais clara seus invariantes e entendido suas

formas de resolugao.

Consideragoes Finais

Com o presente estudo foi possivel perceber que o material manipulavel,
neste momento do modo no qual foi trabalhado, n&o influencia no
desenvolvimento do raciocinio combinatério, assim como a forma no qual este
material & trabalhado também nao garante o desenvolvimento do raciocinio
combinatorio. Acreditamos, ainda, que durante o processo de intervencgao, para
0 ano escolar aqui pesquisado, o trabalho com todos os tipos de problemas
combinatoérios, ao mesmo tempo, ndo ajudou na construgdo desse conceito.
Entendemos, entdo, que para os anos do primeiro ciclo do Ensino Fundamental
€ importante que tais situagcdes sejam trabalhadas de forma isoladas ou de dois
em dois, a fim de dar oportunidade aos alunos compreenderem de forma mais
clara tais diferencas.

Com relagéo a generalizagédo apresentada aos alunos do Grupo B, como
destacado anteriormente, fica evidenciada a dificuldade de tais alunos para a
construcao dessa ideia.

Ressaltamos que, mais importante que o uso do material e a forma no
qual este material € utilizado, € o desenvolvimento de um trabalho sistematico,
destacando os invariantes, evidenciando suas diferengas e semelhancas, além
das possiveis estratégias a serem realizadas em cada um dos problemas
combinatorios.

Tal estudo também possibilita perceber que o uso desses materiais
deixa as criangas mais motivadas para solucionar os problemas combinatérios
propostos, de modo que defendemos o uso deste recurso como auxilio para a
motivacao das criangas e constru¢ao do conceito da Combinatdria, assim como

defendemos o uso de outras ferramentas e estratégias que possam motivar e
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levar os estudantes a se apropriarem do conhecimento. Contudo, reforcamos

que a intervengao docente se faz extremamente necessaria neste percurso.
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