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RESUMO

Modelos lineares generalizados ¢ uma metodologia usada para se modelar relagdes
entre variaveis. Generaliza o classico modelo linear normal, por relaxar algumas de suas
restricdes e fornece métodos para a analise de dados ndo-normais. A importancia de tais
modelos ndo é apenas de indole pratica. Do ponto de vista tedrico, a sua importancia ocorre
essencialmente do fato de possuir uma metodologia constituida por uma abordagem unificada
de muitos procedimentos estatisticos correntemente usados nas aplicacdes e promover o papel
central da verossimilhanca na teoria da inferéncia. Este texto apresenta a metodologia do
modelo linear generalizado (MLG). Ao final, € feita uma aplicagdo a dados de plano de saude.
No entanto, os resultados ndo foram téo satisfatérios, talvez por conta da limitacdo dos dados
com a auséncia de algumas variaveis importantes, como por exemplo: valor das consultas e

mensalidade paga pelo usuario do plano.



ABSTRACT

Generalized linear models is a methodology used to model relations between
variables. Generalize the classic normal linear model, by relaxing some of your restrictions
and provides methods to analyze non-normal datas. The importance of such facts is not only a
practical matter. In a theoretical way of view, your importance occurs essentially by the fact
of posses a methodology constituted by a unified approach of many statistics procedures
commonly used in the applications and promote the central role of likelihood in the theory of
interference. This Text shows a methodology of the generalized linear model (GLM). Finally,
an application in the data of the health insurance is made. however, the results is not
satisfactory, maybe because of the data limitation with absence of some important variables,
for example: the price of the consults and the values paid to the health insurance.
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1 INTRODUCAO

Na modelagem estatistica, por diversas vezes, somos confrontados por problemas em
que o objetivo principal é estudar a relacdo entre variaveis, ou até mesmo analisar a influéncia
que uma ou mais variaveis (chamadas explicativas) tém sobre uma determinada variavel de
interesse (chamada variavel resposta). O modelo estatistico explica a conexao entre a variavel

resposta e as explicativas.

Ao longo de muitos anos os modelos normais lineares foram utilizados, mesmo
quando o fendbmeno estudado ndo apresentava uma resposta seguindo a suposicdo de
normalidade (para isso, usava-se algum tipo de transformacdo a fim de alcangar a
normalidade). Com o desenvolvimento computacional ocorrido na década de 1970, alguns
modelos comegaram a ser mais aplicados, como por exemplo o modelo normal ndo linear.
Todavia, a proposta mais interessante foi apresentada por Nelder e Wedderburn (1972), que
propuseram 0s modelos lineares generalizados (MLGS), cuja ideia basica é a de que a variavel
resposta possui uma distribuicdo pertencente a familia exponencial e uma maior flexibilidade
para a relacdo funcional entre a média da variavel resposta e as variaveis explicativas do
modelo (PAULA, 2010, p.2).

Turkman e Silva (2000, p.2) enfatizam que: “os Modelos Lineares Generalizados
introduzidos por Nelder e Wedderburn (1972) vieram a unificar, tanto do ponto de vista
teérico como conceitual a teoria da modelagem estatistica até entdo desenvolvida”.
Acrescentam também que:

“Devido ao grande numero de modelos e a facilidade associada ao
desenvolvimento computacional ocorrido nas ultimas décadas, os
MLGs desempenham um papel cada vez mais importante na analise
estatistica, apesar das limitacfes ainda impostas, nomeadamente por
manterem a estrutura de linearidade, pelo fato das distribuicdes se
restringirem a familia exponencial e por exigirem a independéncia das
respostas” (TURKMAN e SILVA, 2000, p.3).

No capitulo 1 é feita uma contextualizacdo do problema; no capitulo 2 é discutido

sobre os procedimentos metodoldgicos e os dados escolhidos para a aplicacdo; no capitulo 3 é
feita uma abordagem da literatura de MLG, com seus conceitos e notacdes; no capitulo 4 sdo
apresentados os resultados da modelagem de um banco de dados de plano de salde e no

capitulo 5 é realizada a concluséo.
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1.1 CONTEXTUALIZACAO DO PROBLEMA

Modelagem estatistica, em geral, nos ajuda a responder determinadas questdes atraves
de modelos, tais como: quais variaveis explicativas sdo influentes na resposta e qual a escala
apropriada para inclui-las no modelo? A variabilidade na resposta pode ser bem explicada
pela variabilidade das variaveis explicativas? Qual é a predicdo da resposta para determinados
valores das variaveis explicativas e qual a precisdao associada a esta predicdo? (JONG e
HELLER, 2008, p.1).

Nas ciéncias atuariais, podemos citar questionamentos da seguinte natureza: Qual é a
relacdo entre o prazo de liquidacdo e o nimero de reclamacdes de sinistros resolvidos? Qual o
impacto do valor de sinistros no nivel de dano de uma seguradora? (JONG e HELLER, 2008,
p.2). Qual o impacto do numero de consultas e internaces na despesa de um plano de saude?

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo geral
O presente trabalho tem por objetivo utilizar a metodologia dos modelos lineares
generalizados aplicada a dados de seguro, mais precisamente dados de plano de saude, e
apresentar uma visdo atuarial dos resultados.

1.2.2 Objetivos especificos

a) Descrever a metodologia da modelagem linear generalizada;
b) Fazer uma aplicacdo da metodologia a dados de plano de salde.

1.3 JUSTIFICATIVA

Justifica-se esta pesquisa com base na importancia da analise de dados para uma
operadora de planos de saude. Visto que o célculo de reservas e prémios de seguro é feito pelo

atuario com base na despesa estimada, fica entdo exposta a ponderacéo de tal trabalho.
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2 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

De acordo com Bruyne (1991 p. 29), “a metodologia é a ldgica dos procedimentos
cientificos em sua génese e em seu desenvolvimento, ndo se reduz, portanto, a uma
“metrologia” ou tecnologia da medida dos fatos cientificos”. Ou seja, a metodologia
representa toda a coeréncia dos artificios cientificos desde a sua formacdo até o seu

desenvolvimento prético.

2.1 TIPO E METODO DE PESQUISA

Como afirmou Minayo (1993, p.23), “a pesquisa é considerada como atividade basica
das ciéncias na sua indagaco e descoberta da realidade. E uma atividade de aproximacao
sucessiva da realidade que nunca se esgota, fazendo uma combinacgéo particular entre teoria e
dados”.

Trata-se de uma pesquisa aplicada, quanto a natureza; quantitativa, quanto a forma de
abordagem; descritiva, quanto aos objetivos, pois visa 0 estabelecimento de relagcdes entre
variaveis; e bibliografica, quanto aos procedimentos técnicos.

Segundo Moresi (2003, p.8), pesquisa aplicada "objetiva gerar conhecimentos para
aplicacdo prética, dirigidos a solucdo de problemas especificos”. Afirma também na mesma
obra que pesquisa quantitativa significa "traduzir em nimeros opinides e informacdes para
classifica-las e analisa-las. Requer o uso de recurso e de técnicas estatisticas (percentagem,
média, moda, mediana, desvio-padréo, coeficiente de correlacdo, analise de regresséo, etc)".

Macedo (1994, p.13) argumenta que “pesquisa bibliografica ¢ a busca de informagdes
bibliogréaficas, selecdo de documentos que se relacionam com o problema e o respectivo
fichamento das referéncias para que sejam posteriormente utilizadas”. Os pesquisadores Silva
& Menezes (2000, p.21) definem pesquisa descritiva como sendo “a pesquisa que visa
descrever as caracteristicas de determinada populacdo ou fendmeno ou o estabelecimento de
relagdes entre variaveis”.

O método fornece os meios para se alcancar o objetivo proposto, ou seja, sdo as

ferramentas das quais fazemos uso na pesquisa, a fim de responder nossa questéo.
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2.2 DELIMITACAO DA PESQUISA E DADOS UTILIZADOS

A presente pesquisa delimita-se pelo estudo de publicagGes relacionadas aos modelos
lineares generalizados, seus conceitos e notagBes. Além disso, faz uso de 17.006 dados de
plano de salde, a fim de exemplificar o modelo adotado (MLG).

Tais dados sdo pertencentes ao ano de 2001. As variaveis presentes sdo: sexo (M ou
F), idade, quantidade de consultas, tempo no plano, quantidade de internacGes e tipo de

acomodacdo contratado (apartamento ou enfermaria) .
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3  REVISAO DA LITERATURA

3.1 CONCEITO DE MODELAGEM

Como enfatizam Jong e Heller (2008, p.3):

“Modelagem ndo é um fim em si, tem o objetivo de proporcionar
resolucdes de questdes de interesse. Modelos diferentes muitas vezes
sdo aplicados aos mesmos dados, dependendo das questdes. Isto
enfatiza que a modelagem é uma atividade pragmatica e ndo ha um
modelo verdadeiro”.

Para determinada situacdo ndo hd um dnico modelo adequado, mas um leque de

modelos que podem ser utilizados convenientemente.

Modelos conectam variaveis, e isto requer um entendimento da natureza de tais
varidveis. Um modelo estatistico é td0 bom quanto os dados utilizados nele.
Consequentemente, um bom entendimento dos dados € um ponto inicial essencial para a
modelagem. Uma quantidade significante de tempo é gasta na limpeza e exploracdo dos
dados. De acordo com Cordeiro e Paula (1989, p.227), “algumas caracteristicas nos dados
podem ndo ser descobertas, mesmo por um modelo muito bom e, portanto, um conjunto

razoavel de modelos adequados aumenta a possibilidade de se detectar essas caracteristicas”.

Exploracdo de dados utilizando representacdes graficas e tabulacbes apropriadas é o
primeiro passo na construcdo de modelos. E feita para uma compreensdo global das relacdes
entre as variaveis, permitindo-nos a visualizacdo de relacdes entre a resposta e as potenciais
variaveis explicativas e relacdes entre as potenciais variaveis explicativas entre si.

As variaveis podem assumir diferentes formas: discretas ou continuas, nominais,
ordinais, categoricas e assim por diante. E importante distinguir entre os diferentes tipos, pois
a maneira como elas podem razoavelmente introduzir um modelo depende disto. Exibi¢6es de
dados diferem fundamentalmente se as variaveis sdo continuas ou categoricas. Por exemplo,
se queremos saber a relacdo entre duas varidveis continuas, a melhor maneira de visualizar é
através de um grafico de dispersdo. Se ambas forem categoricas, a forma mais usual € a tabela
de frequéncias. Se for uma continua e a outra categdrica, boxplots sdo mais apropriados
(JONG e HELLER, 2008, p.6-9).

Outro ponto a ser discutido na modelagem s&o os problemas que podem ocorrer com

principalmente em dados com grandes numeros de observacGes. Na prética, dados de plano de
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salde sdo tipicamente extensos, pois englobam todos os usuérios existentes nele. Problemas
como Vvalores faltantes e inconsisténcia ou registros invalidos devem ser resolvidos antes da
modelagem estatistica. Graficos exploratérios podem revelar os erros de registro mais

grosseiros.

Outro problema que pode ocorrer é o0 aparecimento de tendéncias. Uma anéalise
estatistica € idealmente imparcial. Ou seja, resulta em meios que ndo favorecem a outras
conclusdes. Tendéncias podem surgir de diversas formas, entre outras: através de resultados
censurados (como exemplo, ao se estudar o tempo de vida médio de nascidos em 1950, é
provavel que nenhuma observacdo possa ser feita para o tempo de vida dos sobreviventes,
ainda); atraves de casos dependentes, tais como, varios acidentes envolvendo dois carros, mas
cada carro deve constituir um sinistro distinto (JONG e HELLER, 2008, p.13-14).

O proximo passo a ser feito na modelagem € a escolha da distribuicdo resposta, que é

discutido no proximo topico.

3.2 DISTRIBUICOES RESPOSTA

Este topico introduz as distribuicGes estatisticas utilizadas em analise de dados de
seguro e modelos lineares generalizados (JONG e HELLER, 2008, p.20).

Demétrio e Cordeiro (2010, p.23) afirmam que as possiveis distribuicGes de variavel
resposta englobam as distribui¢des: “normal, gama e normal inversa para dados continuos;
binomial para proporcées; Poisson e binomial negativa para contagens”.

Em analise estatistica, um resultado tal como o nimero de reclamacdes de um sinistro,
ou numero de vezes que um usuario de plano de saude precisa de consulta, ou até mesmo
quando tal usuério precisa de cirurgia ou internacdo, € considerado como pelo menos
parcialmente determinado por probabilidade. Esta configuracdo é formalizada pela introducéo

das variaveis aleatorias.

3.21 Variaveis aleatorias

Uma variavel aleatéria Y € um namero determinado por probabilidade. O conjunto de

valores que Y pode assumir é chamado espaco amostral, denotado por Q.
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O espagco amostral € um conjunto finito de ndmeros reais. Possui uma funcdo de
probabilidade f(y) que indica para cada y € Q, a probabilidade que a variavel aleatéria

assume a cada valor y. A funcdo f(y) é ndo-negativa em Q, ou seja f(y) >0sey € Q, e 0,

Y rm=1,

yEQ

caso contrario. Além disso,

se Y assume valores discretos, ou

Tof (dy =1,

se Y assume valores continuos. O valor esperado e a variancia de uma variavel aleatoria

discreta sdo definidos como:

p=EMN =Y yfG),  Var( =B - = » (v~ )

yEQ yEQ

o)

w=E(Y) = f YOy, Var(y) = E(Y — 1)) = f O — W2 H)dy,

—00

se for para uma variavel aleatéria continua.

0] Bernoulli

A distribuicdo de Bernoulli admite apenas dois possiveis resultados, 0 ou 1, portanto
Q = {0,1}. O evento y = 1 é chamado “sucesso”, enquanto que y = 0 quer dizer “fracasso”.
Além do mais, f(1) =pe f(0) =1—p,onde 0 <p < 1.

Como exemplo aplicado a seguro, 1 e 0 podem corresponder a ocorréncia ou nao
ocorréncia de sinistro em uma apolice, ou até mesmo morte e vida, respectivamente. Tais
eventos (sinistro ou morte) ocorrem com probabilidade p.

E(Y)=p; Var(Y)=p(-p).

A funcéo de probabilidade é

f@)=p*A-p)7?,y=0,1
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(i)  Binomial

A distribuicdo binomial é uma generalizacdo da distribuicdo de Bernoulli e é usada
para modelar situaces tais como o nimero de apolices que sofrem sinistros. Considere n
variaveis aleatorias independentes de Bernoulli com probabilidade de sucesso p. Entdo o
namero total de sucessos segue a distribuicdo binomial denotada por Y ~ B(n,p). A funcédo

de probabilidade é dada por

n
= y —_ n-=y =
f(y) (y)p (1 p) ) y 01 11 "'lnl
onde p é desconhecido e n é conhecido. Apresenta por média e variancia, respectivamente,

E(Y) =np, Var(Y) =np(1 — p).
(i) Poisson

Considere y ~ P(u). Entdo, a funcdo de probabilidade de y é

e_ﬂ‘uy
N

fly) = y=0,1,2,..

eE(Y)=u="Var(y).

(iv)  Binomial Negativa

A derivacdo classica da binomial negativa € o niumero de falhas em ensaios de
Bernoulli até que haja r sucessos. Havendo y falhas, implica que o ensaio r + y é um sucesso
eem r+ y — 1 ensaios houve r — 1 sucessos e y falhas. Se p € a probabilidade de sucesso

em cada ensaio de Bernoulli, entdo o nimero de falhas Y tem funcéo de probabilidade

+y—1\ - +y—1
f(y)=p><(rrzl )p" 1(1—29)y=(rrf1 )p (1 =p), y=0,12,..

que depende de 7 e r inteiro positivo.

A distribuicdo binomial negativa pode ser definida por quaisquer valores positivos de

r, usando-se a fungdo gama ao inveés de fatoriais:
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Ty+r)
= — — y —
f) ST P 1-p), y=012,..
Em modelos lineares generalizados, usa-se a parametrizacgao a seguir:
r(1-— 1
_ra-» ,_1
p r

Consequentemente, a fungéo de probabilidade de y apresenta-se:

L ey

f(Y)=y!F(%) 1+ ku/ \1+ku

y=0,12,..

com
EY)=p,  Var(y)=u(l+ kuw),

onde k é chamado de parametro de dispersdo. A variavel aleatoria y tendo a distribuicédo

acima é denotada por y ~ NB(u, k).

(v) Normal

Em seguros e finangas, quantidades de interesse como numero de sinistros, renda
pessoal ou tempo para a ocorréncia de um sinistro, sdo ndo negativos e, geralmente, tém
distribuicdes que sdo predominantemente desviadas para a direita. A distribuicdo normal €, no
entanto, importante para a analise de dados de seguro, uma vez que, muitas vezes pode ser
possivel a aplicacdo de uma transformacao, tal como a transformacéo log, a fim de alcancar a
normalidade (JONG e HELLER, 2008, p.26).

A funcéo de probabilidade é

exp{—%(y;'u)z},—oo <y<oo,

1
f(y)=am

onde u é a média e o o desvio padrdo. A funcdo de probabilidade normal é uma curva

simétrica centrada em p.

A notagdo y ~ N(u,02) é usada para indicar que y segue a distribuicdo normal e

N(0,1) é chamada de distribuicdo normal padréo.
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(vi)  Qui-quadrado e Gama

A distribuicdo qui-quadrado € a distribuicdo da soma dos quadrados das v variaveis
aleatérias independentes N(0,1), denotada por Y ~ y2. O parametro v é o grau de liberdade e
é maior do que zero. Tais variaveis aleatdrias sdo ndo-negativas, e sua distribuicdo é inclinada
para a direita. Possui média v e variancia 2v. Para grandes valores de v, Y se aproxima da
distribuicdo normal.

Multiplicando uma variavel aleatéria y2, por p/2v teremos uma variavel aleatdria
gama com parametros u € v, denotada por G(u, v). A gama é um ajuste bem adequado para
acomodacao de variaveis, tais quais, nimero de sinistros e rendimento anual. E continua, néo-
negativa e inclinada para a direita, com a possibilidade de grandes valores de cauda superior.

A funcdo de probabilidade G (u, v) é

1 v

y-
I'(v)

f) =

2

comE(Y) = u, Var(Y) = ”?
Valores pequenos de v resultam em uma distribuicdo com uma longa cauda a direita,

i.e., uma distribuicdo mais inclinada a direita.

(vii) Gaussiana inversa

A distribuicdo Gaussiana inversa é uma distribuicdo continua com densidade similar a
gama, porém com maior assimetria e maior pico. Possui dois parametros, u e o2. Existem
diversas parametriza¢fes, mas usaremos

1 1y —w\?
(y)=—exp{——( )} y >0,
! 2ny3o 2y \ po

denotada por Y ~ IG (u, 2).

Possui média u e variancia o?u3, o2 é o parametro de dispersdo. Esta distribuicdo é
usada em situaces de extrema assimetria. A denominacdo Gaussiana inversa deriva da
funcdo cumulante, que tem uma relacdo inversa com a fun¢do cumulante da distribuicéo
normal (JONG e HELLER, 2008, p.30).
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3.3 FAMILIA EXPONENCIAL — RESPOSTA E ESTIMACAO

Como ja dito anteriormente, os MLGs pressupGem que a variavel resposta tenha uma
distribuicdo pertencente & familia exponencial. Demétrio e Cordeiro (2010, p.1) salientam
que:

“O conceito de familia exponencial foi introduzido na Estatistica por
Fisher, mas os modelos da familia exponencial surgiram na Mecanica
Estatistica no final do século XIX e foram desenvolvidos por
Maxwell, Boltzmann e Gibbs. A importancia da familia exponencial
de distribuicGes teve maior destaque, na area dos modelos de
regressdo, a partir do trabalho pioneiro de Nelder e Wedderburn
(1972) que definiram os modelos lineares generalizados (MLG)”.

Todas as funcdes de probabilidade discutidas no ultimo subtopico séo da forma:

f) =cly, plexp {W_wa)} (3.3.1)

onde 6 e ¢ sdo parametros. O parametro 8 é chamado de parametro canénico e ¢ o parametro
de dispersao.
Funcdes de probabilidade que podem ser escritas na forma (3.3.1) sdo chamadas de

membros da familia exponencial. Em termos de a(6),

E(y) = a(8), Var(y) = ¢d(6) (3.3.2)

onde a(f) e d(B) sdo as primeiras e segundas derivadas de a(@) com respeito a 6,
respectivamente.
A Tabela 1 (abaixo) mostra diferentes escolhas de 6 e a(6@). Provas das relacdes

podem ser encontradas em Jong e Heller (2008, p.37).
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Tabela 1. Distribuicdes de familia exponencial e seus parametros

Distribuicao 7] a(8) E(y) var(y)
¢
B(n,p) In—P nin(1+e?) 1 mp np(1—p)
1-p
P(w) Inp e? 1 pu p
N(,ut 0—2) ,Ll l 92 0-2 M 1
2
G(u,v) 1 —In(-6) 1w w
U v
1G(u, 0%) _1 V=26 o’ u w
2u?
NB(u,x) K 1 1 u(1 + xp)
ln1+ic,u —;ln(l—xee)

Fonte: Jong e Heller (2008, p.36)

3.3.1 A funcéo variancia

Para distribuicGes resposta de familia exponencial,
. 0a(0) ou
i(0) =——=—=V(w), (3.3.3)
a0
e portanto pode-se sempre escrever Var(Y) = ¢V (u) onde V(i) é chamado funcdo variancia,
indicando relacdo entre média e variancia. Paula (2010, p.4) sustenta que:
“A funcdo de variancia desempenha um papel importante na familia
exponencial, uma vez que a mesma caracteriza a distribuicdo. Isto ¢,
dada a funcdo de variancia, tem-se uma classe de distribuicbes
correspondentes, e vice-versa. Essa propriedade permite a comparacao
de distribuicdes através de testes simples para a funcdo de variancia”.
A funcdo variancia V(u) é uma construcdo fundamental. Em MLG, a média u varia
com as variaveis explicativas e 0 mesmo acontece com a variancia. Um modelo que conecta a
média com as variaveis explicativas é, ao mesmo tempo, um modelo de relacionamento entre
a variancia e as variaveis explicativas (JONG e HELLER, 2008, p.36).
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Deve ser enfatizado que ha muitas fungdes V (1) que ndo podem surgir a partir de uma
distribuicdo de familia exponencial. Esta questdo é discutida mais detalhadamente em Jong e
Heller (2008, p.94-96).

3.4 ESTIMACAO DOS PARAMETROS

As funcles de probabilidade f(y) discutidas anteriormente possuem um ou dois
parametros, valores dos quais geralmente sdo desconhecidos. As fungfes séo tipicamente
ajustadas a uma amostra de dados y;, ..., ¥, isto €, 0s parametros sao estimados com base na
amostra. Na discussao abaixo é importante entender que neste subtdpico é assumido que cada
observacdo y; parte exatamente da mesma distribuicéo, isto ¢, um dado membro da familia

exponencial com parametros fixos, porém desconhecidos.
34.1 Estimacgdo de maxima verossimilhanga (EMV)

A estimacdo de maxima verossimilhanca é baseada em escolher parametros estimados

gque maximizam a verossimilhanca da amostra observada y;, ..., y,,.

Se 0s y; sdo independentes e identicamente distribuidos, i.i.d., entdo possuem funcao

de probabilidade conjunta:
n
fos6.0) =] | roe.e.
i=1

A verossimilhanga da amostra (y,, ..., y,) é a expressdo acima considerada como uma

funcdo de 8 e ¢. A log-verossimilhanca (6, ¢) é o logaritmo da verossimilhanca:

£6,¢) = ) In f(;6,9).

O meétodo de maxima verossimilhanca escolhe os valores de 6 e ¢ que maximizam a
verossimilhanca, ou equivalentemente, a log-verossimilhanca. Os estimadores de maxima

verossimilhanca de 6 e ¢ sdo denotados por 8 e ¢, respectivamente.

Quando f(y;;6,¢)é uma funcdo de probabilidade com familia exponencial entéo

£(6,¢) €
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n

Y0 —a(®))  n{jo —a®)}
;{lnc(yi,¢)+ 5 }— 5 +;1nc(yi,¢).

Diferenciando #(6, ¢) com relacdo a 6 e igualando a zero leva a primeira condi¢édo

para a maximizacdo de verossimilhanca

n(y - a(©®)} _
b

Consequentemente, o estimador de maxima verossimilnanga de 6 ¢é obtido

0 = a(d) =y.

encontrando 6 tal que a(@) = u. Portanto, para qualquer distribuicdo de familia exponencial,

fp=y.
(1 Propriedades dos estimadores de maxima verossimilhanga

Qualquer estimador 8 depende dos valores amostrais, e ira variar de amostra para
amostra, extraidas da mesma populacdo. Um estimador € assim uma variavel aleatoria, e duas
importantes propriedades de um estimador sdo o viés e a variancia. Um estimador 8 é no-
viesado (ou néo viciado) se E(é) = f. A variancia de um estimador indica sua precisao, em
gque um estimador ndo-viesado com variancia pequena € suscetivel de produzir estimativas
confidveis, enquanto que um estimador com variancia alta produz pouca precisao.

Suponha que @ é o estimador de maxima verossimilhanca, EMV, do parametro 6.

Propriedades desejaveis possuidas por um EMV incluem:

a) Invariancia: Se h ¢ uma fungfo monotonica e 8 é 0 EMV de 6, entdo h() é o
EMV de h(6).
b) Assintoticamente ndo-viesado: O valor esperado E(@) aproxima de 6 quando o

tamanho da amostra aumenta. Ou seja, E(6) — 6.
n—->00

c) Consisténcia: a medida que o tamanho da amostra aumenta a distribuicdo de
probabilidade 6 aproxima de 6.
d) Variancia minima: Na classe de todos os estimadores, para amostras grandes, 8

tem variancia minima e, portanto, € o estimador mais preciso possivel.

Os EMV possuem algumas desvantagens, tais quais: maior o viés em amostras
pequenas e dificuldade computacional, pois nem sempre sdo faceis de calcular manualmente

(geralmente precisa-se de iteragdes computacionais) (JONG e HELLER, 2008, p.41).
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3.5 O MODELO LINEAR GENERALIZADO

Demétrio e Cordeiro (2010, p.23) enfatizam que:

“A selecdo de modelos ¢ uma parte importante de toda pesquisa em
modelagem estatistica e envolve a procura de um modelo que seja o
mais simples possivel e que descreva bem o processo gerador dos
valores observados que surgem em diversas areas do conhecimento”.
Eles também defendem que os modelos lineares generalizados envolvem uma variavel
resposta univariada, varidveis explicativas e uma amostra aleatdria de n observacdes
independentes, onde
a) A variadvel resposta é o componente aleatério do modelo e possui distribuicdo: normal,
gama e normal inversa para dados continuos; binomial para propor¢des; Poisson e
binomial negativa para contagens;
b) Variaveis explicativas como uma estrutura linear, constituindo o componente
sistematico do modelo;
c) A ligacdo entre os componentes aleatorio e sistematico é feita de uma funcdo

denominada funcéo de ligacéo.

Dada uma resposta Y, O MLG é dado por

y0 — a(0)

" } glw) =x'B. (3.5.1)

f) =c(y, ¢)exp{

A equacdo para f(y) especifica que a distribuicdo da resposta é da familia
exponencial. A segunda equacdo apresenta que uma transformacdo da média, g(u), é
linearmente relacionada com as variaveis explicativas contidas em x e  é o vetor de
parametros desconhecidos (DEMETRIO e CORDEIRO, 2010, p.41).

Para ser feita a modelagem linear generalizada, é preciso considerar 0s seguintes

pontos:

(i) Aescolhade a(B) determina a distribuicdo resposta.

(ii) A escolha de g(w), chamada de funcdo de ligacdo, determina como a média esta
relacionada com as variaveis explicativas x. No modelo linear normal, a relacdo entre
a média e as variaveis explicativas € u = x'. Em MLG, isto € generalizado para
g(w) = x'B, onde g é uma fungdo monotdnica diferenciavel (tal como log ou raiz

quadrada).
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(iii) A configuracdo em (3.5.1) afirma que, dado x, pu é determinado através de g(p). Dado
1, 0 é determinado através de a(0) = u. Dado 0, y é determinado a partir da densidade
exponencial especificada em a(0).

(iv) Observagbes em y sdo i.i.d, ou seja, como dito anteriormente, independentes e

identicamente distribuidas.

3.5.1 Etapas da modelagem linear generalizada

Dada uma variavel resposta Y, contruir um MLG consiste dos seguintes passos:

(i) Escolher uma distribuicdo resposta f(y) em (3.5.1). A distribuicdo resposta é
adaptada a situacdo dada.

(ii) Escolher uma funcéo de ligacdo g(u).

(iii) Escolher variaveis explicativas x em termos de g(u). Consideragdes semelhantes se
aplicam como na modelagem de regressdo comum.

(iv) Coletar observagdes y,, ..., ¥, na resposta Y e os valores correspondentes x, ..., x,
das variaveis explicativas X. Observacdes sucessivas sao i.i.d., i.e., a amostra sera
considerada como uma amostra aleatdria da populacéo estudada.

(v) Ajustar o modelo por estimagdo de S e de ¢ (se este for desconhecido). O ajuste é
geralmente feito utilizando softwares estatisticos, que implementam estimacGes de
méaxima verossimilhanca e suas variantes.

(vi) Dada a estimativa de S, gerar predi¢es (ou valores ajustados) de Y para diferentes
configuracbes de X e examinar como 0s modelos se ajustam examinando a saida dos
valores ajustados com os valores reais, bem como outros diagnosticos do modelo.
Além disso, o valor estimado de S sera utilizado para descobrirmos se as variaveis
explicativas sdo importantes ou ndo na determinacéo de u.

A escolha de a (@) é guiada pela natureza da variavel resposta. A escolha da ligagéo é

sugerida pela forma funcional das relacGes entre a resposta e as variaveis explicativas.

3.5.2 Func0es de ligacao

Funcdes de ligacdo comumente utilizadas sdo apresentadas na Tabela 2. Com exce¢édo
da fungdo logit, as funcdes de ligagdo sdo da forma g(u) = uP, com o caso logaritmico sendo

o limite de (y? —1)/p comp - 0.
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Se g(u) = 6 entdo g é chamada de ligacdo canbnica correspondente a a(6). Neste
caso 6 = x'f. A escolha da ligacdo candnica g correspondente a distribuicdo resposta f
simplifica a estimacdo, embora com a computacdo moderna isso ndo seja mais uma
consideracdo primordial (JONG e HELLER, 2008, p.66).

Tabela 2. LigagBes comumente utilizadas

Funcéo de ligagdo g Ligagdo candnica para
Identidade U Normal
Log Inpu Poisson
Poténcia uP Gama (p = —1)

Gaussiana inversa (p = 2)
Raiz quadrada \/ﬁ

Logit K Binomial

Fonte: Jong e Heller (2008, p.67)

3.5.3 Estimacao de maxima verossimilhanca

O estimador de maxima verossimilnanca, EMV, de B e ¢ sdo derivados pela
maximizacdo da log-verossimilhanca, definida similarmente a se¢éo 3.4.2, como

n

N i0; — a(6;
¢B.9) =) Inflfd) = ). {mc(yi, ®) + ny‘()} (352)

que assume familia exponencial independente de resposta y;.
Considere 0 EMV de f5;. Para encontrar o maximo, £(f5, ¢) é diferenciado em relagdo
ap;:
n
at d¢ 99,

95, ~ 249605,

i=
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onde

0t  yi—al6) yi—w d06; 06;0n; 06;
6, ¢ ¢ ' op omap on U

Aqui, n; = x'; 8 e x;; € a componente i de x;. Fixando-se d¢/0f; = 0, segue implicita

nas condic¢des de primeira ordem para a maximizagéo de verossimilhanga:

26

L

O

i=1

onde D é a matriz diagonal com entradas 96,/dn;,

(69i>_1 _ ani ani 6/11

a_m = 96, = a_ula_el = g(.ui)a(ei) = g(#i)V(Mi)-

Assim, D ¢ a diagonal com entradas {g(u;)V(u;)}t. As equacdes em (3.5.3) sdo chamadas

de equac0es de estimacdo para f5.

Definindo as matrizes diagonais G e W com entradas diagonais g(u;) e

{g(u)?V(u;)}™1, respectivamente, entdo D = WG é equivalente a

XWG(y—p) =0.  (354)

0] Iteracdo de Newton-Raphson

As condigdes de primeira ordem (3.5.3) para a maximizacdo de verossimilhanca sao
normalmente dificeis de resolver diretamente, exceto para casos como o da normal, com a
ligacdo identidade. Uma sugestdo proveitosa assume que a primeira e segunda derivada da
funcdo a ser maximizada pode ser facilmente avaliada em cada ponto (JONG e HELLER,
2008, p.69).

Suponha ¢ conhecido e £(f) a log-verossimilhanca como uma funcéo de parametros
desconhecidos . Se 8 contém um Unico parametro, entdo a aproximacao por séries de Taylor

no ponto S é

5%,
808 +6) ~ 4B) + RIS + = ¥(B).

Diferenciando o lado direito em relacdo a § e igualando a 0, tem-se que

2B+ 061 =0 = §=—{2B)) 2.
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Denotando-se 8™ como o valor para 8 na iteragdo m, a equacdo de atualizagéo é

pmD = pm — (BB} H(B™).  (357)

Para 0 maximo, #(8) < 0.

A abordagem pode ser adaptada quando S é um vetor. Neste caso uma aproximagao
quadratica é feita para a superficie £(f), a qual sera maximizada. A equacédo de atualizacdo é
como em (3.5.7) tendo inversa como a matriz de inversao e {"(ﬁ) ¢ o vetor de derivadas
parciais de £ em relagdo a f3;, chamado vetor score. #(B) é a matriz Hessiana. A condicio
para um mAximo é que a Hessiana seja ndo-positiva definida, i.e., —#(B) é ndo-negativa

definida. O procedimento de repetidamente avaliar o score e a Hessiana para melhorar a
estimacgéo € chamado de iteragdo de Newton-Raphson.

3.5.4 Intervalo de confianca e predigdo

Dados os valores das variaveis aleatérias, x, o valor estimado da média de Y € i onde
g(1) = x'B. Um intervalo de confianca em torno da estimacéo é usado para indicar precisio.

A computacdo disto requer a distribuicdo amostral de 1. A variancia de x'f é

Var(x'f) = ¢x'(X'WX) 1x.

Deste modo, um intervalo de confianca para a média é (u,, u,,), onde

9(up) = x'B — Z\/ px' (X' WX)1x,

e u, similarmente definido com o sinal positivo. Z ¢ o ponto aproximado da distribuicao
N(0,1). O intervalo de confianca é exato no caso de uma ligacédo identidade e resposta normal.
Em outros casos, € uma aproximacdo. A dispersdo ¢ € substituida por uma estimativa,

provocando erros de uma maior aproximacao (JONG e HELLER, 2008, p.71).

Um intervalo construido para um caso atual € chamado de predicdo intervalar. A
largura de tal intervalo é baseada na incerteza associada ao fi e no resultado da distribuicdo

resposta.
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3.5.5 Avaliando ajuste e desvio

A qualidade do ajuste de um modelo de dados é uma questdo natural resultante de
todas as modelagens estatisticas. Os principios de teste de significancia, selecdo de modelos e
testes de diagndstico, sdo os mesmos para MLG como para regressao normal, no entanto, 0s
detalhes técnicos dos métodos diferem um pouco (JONG e HELLER, 2008, p.71).

Uma forma de avaliar o ajuste de um determinado modelo é comparéa-lo ao modelo
com o melhor ajuste possivel. O melhor ajuste € obtido quando had muitos parametros e
observacdes (0 chamado modelo saturado). Um modelo saturado ird garantir que ha total
flexibilidade no ajuste 6;. A partir de

9t _yi—w _yi—a6)
a0; ¢ ¢

0 EMV de 6; no modelo saturado é 8;, onde a(éi) = y;. Assim, cada valor ajustado € igual a
observacdo e o modelo saturado possui ajuste perfeito. O valor da log-verossimilhanca
saturada é

- Yi0; — a(éi)

? = 2, {ln c(yi, @) + T},

l

que € a maxima log-verossimilhanca possivel para y dada a distribuicdo resposta especificada
por a(@). Este valor é comparado com o #, o valor de maximo da log-verossimilhanca
baseada em y e dadas as variaveis explicativas. O desvio, denotado por A, é definido como

uma medida de distancia entre o modelo saturado e 0 modelo ajustado:
A=2(2-72).

Quando 0 modelo fornece um bom ajuste, £ é proximo de #. O tamanho de A é
avaliado em relacdo a distribuicdo x7_,, que é a distribuicdo amostral do desvio, assumindo
que o modelo ajustado esta correto e n é grande. O valor esperado do desvio é n —p, e
normalmente o desvio dividido pelo seu grau de liberdade € examinado: um valor muito

maior indica um modelo deficientemente apropriado.

Um célculo direto mostra que, para a familia exponencial,

A=2 Z {y"(e" —6) = a(6) + a(e")}. (3.510)

¢
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Quando ¢ é desconhecido e estimado, a distribuicdo x;_, para o desvio é
comprometida. No caso da distribuicdo de Poisson ¢ = 1, a aproximacdo y?2 é eficiente. No
caso da distribuicdo normal, quando o2 é conhecido, a distribuicdo y? para o desvio é exata;
no entanto, quando o2 é estimado, ndo se pode contar com tal afirmacdo (JONG e HELLER,
2008, p.72).

A Tabela 3 disponibiliza as expressdes para o desvio de distribuicGes de familia

exponencial:
Tabela 3. Desvio para distribui¢@es resposta de familia exponencial
Distribuicgéo Desvio A
Normal 1 o .
) izl(yi - ;)?
Poisson n Vi .
2 Z {Yi In (Tl) - (i — Hi)}
i=1 Hi
Binomial n Yi n — Y
ZZ n{ -ln(7)+(n-— -)ln( A)}
L i i e 1=
Gamma n ; =
w5
i=1 Ui Hi
Gaussiana inversa 1o (v — )32
02 Lui=1 Pty
Binomial negativa Zzn { | (yl-> ( N 1)1 <3’i + 1/k>}
i=1 Vi Hi Vi k a;+1/k

Fonte: Jong e Heller (2008, p.73).

3.5.6 Testando a significancia das variaveis explicativas

Hipdteses sdo escritas como CB = r onde C € a matriz conhecida de hipdteses e r 0
conjunto de valores dados. Existem trés abordagens para tal teste da forma acima, e cada
abordagem considera a verossimilhanca ou log-verossimilhanca como em (3.5.3). Escreva f3
como 0 EMV de B, e denote 8 0 EMV de 8 quando £ é maximizada sujeita as restricdes
CB =r.
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0] Teste razéo de verossimilhanca

E feita uma comparagéo entre 2 e £. Um valor de £ muito maior do que £ é uma prova
contra as restricdes. A razdo de verossimilhanca é definida como A =L/L onde L e L s&o a
verossimilhanga dos modelos irrestrito e restrito, respectivamente. O teste de razéo de
verossimilhanga é

2lnA=2(¢?-%). (35.11)

A expressdo acima é sempre ndo-negativa e possui a distribuicdo y7 se Cf = r, onde
q € 0 numero de linhas de C, i.e., 0 nimero de restricdes em 3. Se 21n A € préximo de zero,
entdo o modelo restrito é quase tdo bom quanto o modelo irrestrito. A regido de rejeicdo para

o teste é a parte superior da distribuicdo 7.

(i)  Teste Wald

Este teste mede o qudo longe Cf esta de r, com uma grande distancia fornecendo
evidéncias contra as restricdes. O estimador § é necessario, mas ndo 3. Se Cf = r, entéo a
partir de £ ~ N{B, d(X'WX)~1} segue que

CB — r ~N{0, bC(X'WX)~1C'}.

Isto conduz a estatistica de Wald para testar C5 = r:
(CB - r){dCXWX)1C} 1 (CB — 1) ~ @& (3.5.12)

Na pratica, W é substituido por uma estimativa e, portanto, a distribuicdo xZ é

aproximada.

a) Testando coeficientes individuais: Quando testamos 3; = r, a matriz C &€ um vetor
linha de zeros exceto na posicdo j onde € igual a 1. Ele assume que todas as outras variaveis
explicativas em X estdo no modelo. O termo em chaves em (3.5.12) se reduz a uma Unica
entrada diagonal de $(X'WX)~1, a variancia de G]-, que € denotada por ¢;. A estatistica de
Wald torna-se entéo

(B - 1‘)2 2

0 =~ X1

ol
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Onde ¢ ¢é desconhecido, ele é substituido por sua estimativa ¢. A raiz quadrada da estatistica
de Wald é relatada por alguns softwares estatisticos, com valor-p calculado na distribuicéo

normal padréo ou t.

c) Testando todos os coeficientes: Para o teste global em que todos os coeficientes

com excecao do intercepto sdo zero, C é a matriz (p — 1) X p:

010..0
c_[oo1..0
0001

3.5.7 Residuos

Residuos s@o usados para verificar a adequacdo da distribuicdo de resposta escolhida,
e para a identificacdo de outliers. Os residuos é; = y; — ¥;, sao centrais para verificar o
modelo com o modelo linear normal. Para o0 MLG, em qualquer distribuicdo de resposta
diferente da normal, estes residuos ndo sdo nem normalmente distribuidos, nem tém variancia
constante. A definicdo de residuo é ampliada a partir da nogé@o de diferenca entre os valores
observados e ajustados, para uma quantificacdo mais geral da conformidade de um caso para a

especificagdo do modelo.
0] Desvios residuais

Suponha &7 denotando o termo A dado em (3.5.6)

52 2{yi(6: = 8;) — a(8:) + a(6:)}
l ¢ .

Entdo, &; é chamado desvio residual e mensura a raiz quadrada da contribuicdo do caso i para
0 desvio (3.5.6).

Se uma contribuicdo particular §; é grande, entdo o caso i esta contribuindo muito para
0 desvio, indicando um afastamento dos pressupostos do modelo para esse caso. Ou seja,

indica que 0 modelo ndo esta representando fielmente os dados, para este caso. Se 0 modelo
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esta correto e n é grande, o desvio é aproximadamente y;_,,. O valor esperado do desvio é

portanto n — p, e espera-se que cada caso contribua com (n —p)/n =~ 1 para o desvio. Por
este motivo, |§;| muito maior é uma indicacdo de que o caso i contribui para uma falta de
ajuste. De acordo com Jong e Heller (2008, p.78), “Isso sugere uma ma especificacdo do
modelo ou um erro de dados”. Normalmente, desvios residuais sdo examinados plotando-os

contra valores ajustados ou variaveis explicativas.

3.5.8 Outras ferramentas de diagndéstico
0] Verificando a funcéo de ligacéo

A expanséo de primeira ordem por séries de Taylor de g(y;), como em (3.5.5) é
g = gu) + g(u) i — ) = xiB. (3.5.13)

Plotando-se  g(g;) + g(a;)(y; — fi;) contra x/B deve produzir pontos que
aproximadamente ficam em uma linha reta, e curvatura forte sugere que a funcédo de ligacdo g

esta incorreta.
(i) Identificando outliers

Influéncia para modelos lineares generalizados ¢ mensurada usando a matriz:
) 1
H=Wz2XX'WX)"1x'W?,
gue € a mesma matriz usada para a regressdo linear normal, definida em Jong e Heller (2008,

p.59), com X substituido por WX,

3.5.9 Selecdo de modelos

O principio do viés equilibrado e da variancia aplica-se para 0 MLG da mesma
maneira como para o0 modelo linear normal.

Cada variavel explicativa adicionada a um modelo melhora o ajuste. No entanto a
adicdo de variaveis injustificadas diminui a precisdo das estimativas de parametros. Embora

uma variavel explicativa possa ser estatisticamente significativa, acrescentar ao modelo pode
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ndo valer a pena, porque a melhoria no ajuste pode ser compensada pela perda de precisao
estimativa. O conceito central é a troca viés-variancia. Viés refere-se a falta de ajuste.
Variancia neste contexto significa a variancia das estimativas de regressao.

Aumentar o nimero de varidveis explicativas aumenta o nimero de pardmetros p e
diminui os erros de ajuste. Um grande p implica em viés baixo. No entanto, quanto mais
parametros no modelo, maiores as variagbes de ;. O objetivo é encontrar um modelo de
compromisso entre:

Q) Um grande nimero de parametros de ajuste. Neste caso, estimar parametros f;
tem baixa precisdo (desvio padrdo elevado);

(i)  Um namero pequeno de pardmetros com um ajuste pior. Neste caso, estimar
parametros f3; tem preciséo relativamente alta (desvio padrao baixo).

Ha inameros critérios que se equilibram melhor no ajuste de um modelo com um
termo penalidade para o nimero de pardmetros. Os mais conhecidos sdo o Critério de
Informacao de Akaike (AIC) e o Critério de Informacdo Bayesiano (BIC):

AIC=—-2¢+2p, BIC=-2¢{+plnn.
Onde ¢ é a log-verossimilhanca do modelo dado em (3.5.2). Um bom ajuste forma um alto
valor para a verossimilhanca, e consequentemente um baixo valor para —2¢.

Os primeiros dois termos na expressdo para £ sdo geralmente omitidos, rendendo

S S
AIC=?+2p, BIC=;+plnn,

onde S é a soma dos quadrados dos residuos. O termo S/o? é o termo viés que quantifica o
ajuste do modelo para as observacfes. Um bom ajuste produz um valor baixo para S. O
segundo termo de cada um dos critérios é o termo variancia, penalizando para o nimero de
parametros do modelo. Um modelo com um grande nimero de parametros e um bom ajuste
tem um valor baixo para o0 viés, mas o critério cresce pelo termo variancia. Por outro lado um
modelo com p pequeno tem maior viés, mas menor variancia. O modelo com o menor valor

de AIC ou BIC é selecionado.

A decisdo tem de ser feita independentemente de usar AIC ou BIC. Este ltimo aplica
uma maior penalidade para o nimero de parametros, de modo que tende-se a escolher
modelos com menos variaveis explicativas em comparacdo com o AIC. Quando n é grande,
como é o caso da maioria dos conjuntos de dados de seguro, o BIC tende a selecionar modelo
que a maioria dos analistas considera muito simples. Neste caso, o AIC é preferivel (JONG e
HELLER, 2008, p.63).



34

Comparagdo de modelos usando AIC ou BIC deve basear-se no mesmo conjunto de
observacodes. Isso impacta no momento de decidir entre os modelos que incluem pelo menos

uma variavel explicativa com valores faltantes.

36 O MODELO DE POISSON

Quando a variavel resposta é contavel, o modelo utilizando a distribui¢do de Poisson é

normalmente utilizado. O modelo de regressao Poisson é:

Y~P(u), gw=x'g. (3.6.1)

Escolhas populares para g(p) sdo a funcéo identidade p = x'p e a fungdo log Inp =

x'B. A seguir e apresentado um exemplo descrito por Jong e Heller (2008, p.82).

3.6.1 Exemplo

Q) Numero de criancgas

Considere o nimero de filhos de uma amostra de 141 mulheres. Neste exemplo, y, u e
x sdo o numero de filhos, o numero esperado de filhos e a idade das méaes, respectivamente.

Os modelos com as ligacdes log e identidade apresentam os ajustes

Inji = —4,090+ 0,113x = A= e +090+0.113x

i = —0,965 + 0,057x,

respectivamente. Os resultados dos modelos sdo resumidos na Tabela 4.



Tabela 4. Modelos de Poisson para nimeros de filhos
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VARIAVEL RESPOSTA

Ndmero de filhos

DISTRIBUICAO RESPOSTA Poisson

LIGACAO Log

DESVIO 165,0

GRAUS DE LIBERDADE 139

PARAMETROS B x? P valor
Intercepto -4,090 32,84 <0,0001
Idade 0,113 28,36 <0,0001
VARIAVEL RESPOSTA Ntmero de filhos
DISTRIBUICAO RESPOSTA Poisson

LIGACAO Identidade

DESVIO 1714

GRAUS DE LIBERDADE 139

PARAMETROS B X2 P valor
Intercepto -0,965 4,40 0,0359
|dade 0,057 13,39 0,0003

Fonte: Jong e Heller (2008, p.83)

De acordo com a Tabela 4, os desvios para ambos 0os modelos apresentam ajustes

adequados: 165 para 0 modelo de ligacdo log e 171 para o0 modelo de ligacdo identidade, os

dois com 139 graus de liberdade.
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RESULTADOS
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Foram utilizados, inicialmente, 17.006 dados correspondentes as quantidades de

consultas para o ano de 2001 por usuarios que possuiam tempo de plano superior a 1 ano. No

entanto ao realizar a andlise, foram identificadas algumas inconsisténcias impossiveis de se

corrigir, ocasionando na exclusdo das ocorréncias, 0 que acabou resultando em 16.865

observacoes.

Para a modelagem, foi escolhido o software R (ver: http://cran.r-project.org/), programa

de cddigo aberto amplamente utilizado no meio estatistico.

Tabela 5: Resumo das variaveis

Variavel Média | Desvio padréo | 0% | 25% 50% 75% 100%
Tempo no plano | 5,58 3,28 1 3 6 8 30
Idade 33,57 19,72 0 17 34 48 96
Quantidade de 4,08 3,565 0 1 3 6 33

consultas
Sexo 0,55 0,50 0 0 1 1 1
Tipo de 0,43 0,50 0 0 0 1 1
acomodacéo

A Tabela 5 representa o resumo numérico das variaveis. Vale salientar que “sexo” e

“tipo de acomodacdo” sdo varidveis dummy, assumindo valores 0 o 1 para sexo masculino ou

sexo feminino, respectivamente, e 0 ou 1 para acomodacdo em apartamento ou enfermaria,

concomitantemente.

A variavel a ser estudada ¢ “quantidade de consultas”, que apresenta valores

numéricos discretos e ndo negativos. Tais caracteristicas implicam em escolhermos

inicialmente uma distribuicdo de resposta Poisson com funcéo de ligacéo log.

Primeiramente, analisamos na Figura 1 o histograma da variavel resposta escolhida:


http://cran.r-project.org/
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Figura 1. Histograma de quantidades de consultas por usuario
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Observe que os dados apresentam uma grande quantidade de zeros e possuem um

comportamento decrescente.

Primeiramente, aplicou-se:

Quantidade de consultas ~ idade + factor(sexo) + tempo no plano

+ factor(acomodagao)

A tabela 6 apresenta os coeficientes estimados no modelo.

Tabela 6: Coeficientes estimados no modelo

VARIAVEIS | ESTIMATIVA ERRO VALOR z P> (1Z])
PADRAO
INTERCEPTO 1,0195521 0,0132257 77,089 <2e-16 ***
IDADE 0,0067489 0,0002051 32,908 <2e-16 ***
SEXO 0,4343789 0,0085916 50,558 <2e-16 ***
TEMPO NO -0,0122691 0,0012910 -9,503 <2e-16 ***
PLANO
TIPO DE -0,1105618 0,0086387 -12,798 <2e-16 ***
ACOMODACAO

Grau de significancia: 0 "***' 0,001 **' 0,01 *'0,05''0,1'"1
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De acordo com a Tabela 6, o intercepto esta incluso no modelo, assim como as outras
variaveis. Como pode ser observado, o tempo no plano é inversamente proporcional a
quantidade de consultas, ou seja, quanto maior o tempo, menor a quantidade. Também
verificou-se que a variavel dummy tipo de acomodacdo (igual a 1, correspondente a
enfermaria) apresentou comportamento inverso a resposta. Geralmente, planos de enfermaria
sdo mais baratos do que planos de apartamento. Isso sugere que usuarios que desembolsam
menores valores para o pagamento do plano s&o menos propensos a consultas.

O valor dos desvios residuais foi 40.584, em 16.894 graus de liberdade (gl), o que
sugere que ndo é provavel que tal modelo tenha gerado os dados. Como apresentado
anteriormente no texto e especificado por Jong e Heller (2008, p.78), valores elevados
sugerem uma “ma especificacdo do modelo ou um erro de dados”.

A Figura 2 (apresentada abaixo) ilustra a relagdo entre os valores ajustados e o0s

residuos:

Residuals vs Fitted

Residuals

08 10 1.2 14 16 18 20

Predicted values

Figura 2. Gréficos dos Residuos X Valores ajustados

A Figura 2 mostra os dados bastante agrupados, aléem de uma tendéncia decrescente visivel na

parte inferior do grafico.

Scale-Location Residuals vs Leverage

JIstd. deviance resid.|
Std. Pearson resid

08 10 12 14 16 18 20 0.000 0.001 0.002 0.003 0.004

Predicted values Leverage

Figura 3. Gréficos de Locacdo-Escala e Alavanca
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Na Figura 3, o primeiro gréfico (Locacdo-escala) sugere uma tendéncia na parte
inferior. O segundo gréfico (alavanca) mostra que existem muitos pontos distantes (como o

14860) que podem influenciar nas estimativas dos coeficientes e dos valores ajustados.

A fim de encontrar um melhor ajuste, os dados foram separados em dois grupos: sexo
feminino e sexo masculino. A Tabela 7 apresenta o resumo das variaveis para cada grupo.

Tabela 7: Resumo das variaveis para os dois grupos

Variavel Meédia | Desvio padrdo | 0% 25% 50% 75% 100%
Tempo no M: 5,64 M: 3,25 M: 1 M: 3 M: 6 M: 8 M: 30
plano F: 5,54 F: 3,29 F: 1 F:3 F: 6 F:8 F: 30
Idade M: 32,2 M: 19,39 M: 0 M:16 | M:32 | M:47 | M: 96

F: 34,68 F: 19,92 F:0 F: 18 F: 35 F: 48 F: 96

Quantidade | M: 3,10 M: 2,95 M: 0 M: 1 M: 2 M: 4 M: 28
de consultas | F: 4,89 F: 3,78 F:0 F: 2 F: 4 F. 7 F: 33
Tipo de M: 0,44 M: 0,50 M: 0 M: 0 M: 0 M: 1 M: 1
acomodacdo | F: 0,42 F: 0,49 F:0 F:0 F:0 F: 1 F: 1

Note que para ambos 0s grupos, os valores foram extremamente proximos.

A Figura 4 apresenta os histogramas da variavel resposta “quantidade de consultas”

para homens e mulheres:

Frequéncia
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500

0

0 5

Quantidade de consultas para M
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5 10 15 20 25 30 35

Quantidade de consultas para F

Figura 4. Histogramas de frequéncia de consultas para os dois grupos
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Observe que o grupo “F” apresenta as quantidades distribuidas um pouco mais
homogéneas do que o grupo “M”. A seguir, os coeficientes estimados do modelo de Poisson
com ligacéo log e dados agrupados por sexo:

Tabela 8: Coeficientes estimados no modelo agrupado

VARIAVEIS | ESTIMATIVA | ERRO PADRAO | VALOR Z P> (1Z])
INTERCEPTO M: 1,1709 M: 0,02025 M: 57,817 | M: <2e-16 ***
F: 1,3735 F: 0,01498 F:91,681 | F:<2e-16 ***
IDADE M: 0,0041 M: 0,00035 M: 11,556 | M: <2e-16 ***
F: 0,0080 F: 0,00024 F:132,14 | F:<2e-16 ***
TEMPO NO M: -0,02102 M: 0,0022 M:-9,296 | M: <2e-16 ***
PLANO F: -0,0077 F: 0,0015 Fi-4931 | £ g0 07 %
TIPO DE M: -0,1415 M: 0,0146 M:-9,819 | M: <2e-16 ***
ACOMODACAO |  F:-0,0918 F: 0,0106 F:-8,607 | F:<2e-16***

Grau de significancia: 0 ***' 0,001 **'0,01 *'0,05''0,1"'"1

A partir da Tabela 8, mais uma vez, todas as variaveis sdo significantes. A Tabela 9 apresenta
os valores dos desvios residuais e AIC para 0s dois modelos:

Tabela 9: Valores de desvios residuais e AIC para os modelos agrupados por sexo e desagrupados

VALORES MODELO MODELO MODELO
DESAGRUPADO AGRUPADO POR AGRUPADO POR
SEXO (“M”) SEXO (“F”)
DESVIOS | 40.584 em 16.894 g 17.414 em 6.658 gl 23.060 em 8.199 g
RESIDUAIS DR/gl = 2,40 DR/gl = 2,61 DR/gl = 2,81
AIC 82.061 33.917 48.039

Como pode ser visto acima na Tabela 9, a divisdo entre os desvios residuais e 0s graus

de liberdade foi crescente, no entanto os valores AIC dos modelos agrupados por sexo foram
demasiadamente menores.
Abaixo a figura 5 com os graficos dos modelos agrupados:
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Figura 5: Graficos do novo modelo

Como pode ser visto acima, os dados continuam agrupados e com diversos pontos
extremos (outliers).
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CONCLUSAO

Este texto apresentou a metodologia do modelo linear generalizado (MLG). Duas
aplicacdes foram feitas a um banco de dados de plano de saide: uma utilizando um modelo
adaptado a familia de distribuicdo de Poisson com ligacdo log para os dados desagrupados e
outra para a mesma familia e ligacdo, porém com as observacGes agrupadas por sexo.

O primeiro modelo apresentou pior ajuste do que 0s seguintes, que também nédo foram
tdo adequados. Talvez este resultado seja devido a limitacdo dos dados com a auséncia de
algumas varidveis importantes (como por exemplo: valor das consultas e mensalidade paga
pelo usuério do plano).

O que se sugere futuramente é que sejam usados dados mais completos, a fim de se
obter modelagens mais seguras. Talvez também outros modelos possam ser mais condizentes
com as observacdes que se pretende explicar.
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